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In  der  neueren  Mathematik  gewinnt  ein  Begriff  immer  mehr  an 
Bedeutung  und  tritt  immer  mehr  in  den  Vordergrund^  der  Gruppenbegriff. 

Von  den  verschiedenen  Kategorien  von  Gruppen,  welche  man  jetzt 
unterscheidet,  sind  am  frühesten  die  Gruppen  der  Substitutionentheorie, 
die  auch  endliche  discontinuirlicJie  Gruppen  heissen,  in  den  Kreis  der 
mathematischen  Untersuchungen  gezogen  worden.  Seit  den  Ent- 
deckungen Galois'  ist  der  Begriff  „Substitutionengruppe"  der  wichtigste 
Begriff  in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen;  man  erinnere 
sich  nur  an  die  Untersuchungen  von  Galois'  Nachfolgern,  besonders  an 
die  des  Herrn  G.  Jordan.  —  In  neuerer  Zeit  werden  auch  unendliche 
discontinuirliche  Gruppen  in  Betracht  gezogen.  Es  haben  andererseits 
seit  1876  mehrere  Mathematiker,  namentlich  die  Herren  F,  Klein, 
Foincare  und  Picard  die  Theorie  der  endlichen  und  der  unendlichen  dis- 
continuirlichen  Gruppen  mit  grossem  Erfolge  für  die  Functionentheorie 
verwerthet. 

Von  den  discontinuirlichen  wesentlich  verschieden  sind  die  Gruppen, 
welche  in  dem  vorliegenden  Werke  als  endliche  continuirliche  Gruppen 
bezeichnet  werden.  Dieselben  sind  dadurch  ausgezeichnet,  dass  ihre 
analytischen  Ausdrücke  gewisse  willkürliche  Parameter  enthalten.  Als 
bekannte  Beispiele  derartiger  Gruppen  führe  ich  an  den  Inbegriff*  aller 
Bewegungen  sowie  den  Inbegriff  aller  projectiven  Transformationen 
des  Raumes.  Andere  ebenfalls  allgemein  bekannte  Beispiele  sind: 
der  Inbegriff  aller  Rotationen  um  einen  Punkt  und  die  Gesammtheit 
aller  projectiven  Transformationen,  welche  eine  Fläche  zweiten  Grades 
in  sich  überführen. 

Die  eben  angeführten  und  noch  verschiedeue  andere  endliche 
continuirliche  Gruppen,  welche  sich  in  ähnlicher  Weise  definiren  lassen, 
hat  man  in  der  Geometrie  schon  längst  betrachtet,  doch  ohne  dass 
gruppentheoretische  Gesichtspunkte  die  massgebenden  waren.  Wenn 
ich  nicht  irre,  sind  Herrn  0.  Jordan' s  Untersuchungen  über  Gruppen 
von  Bewegungen  die  ersten  hierher  gehörigen  Arbeiten,  in  denen  der 
Gruppenbegriff  eine   hervorragende    Rolle    spielt.     Doch    tragen    auch 
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seine  soeben  genannten  Untersuchungen  einen  ganz  speciellen  Cliarakter, 
indem  sie  sich  nur  auf  eine  bestimmte  Gruppe  beziehen.  Allgemeine 
Untersuchungen  über  endliche  contiuuirliche  Gruppen  sind  meines 
Wissens  zuerst  von  mir  angestellt  worden. 

Das  Werk,  dessen  ersten  Theil  ich  hiermit  veröffentliche  und  bei 
dessen  Abfassung  mir  Herr  Dr.  Engel  getreulich  beigestanden  hat, 
giebt  eine  systematische  Darstellung  ausgedehnter  Untersuchungen, 
welche  ich  seit  dem  Jahre  1873  über  endliche  continuirliche  Gruppen 
angestellt  habe;  es  liefert  eine  Zusammenfassung  und  Ergänzung 
zahlreicher,  meistens  in  Christiania  erschienener  Abhandlungen,  in 
denen  ich  diese  meine  Untersuchungen  auseinandergesetzt,  theilweise 
auch  nur  ihre  Ergebnisse  mitgetheilt  habe.  Da  nun  die  betreffenden 
Untersuchungen  zu  mehreren  anderen  Gebieten  der  Mathematik  in  engen 
Beziehungen  stehen  und  da  es  wünschenswerth  ist,  diese  Beziehungen 
sich  klar  zu  machen,  so  wird  es  angemessen  sein,  wenn  ich  kurz 
angebe,  in  welcher  Weise  ich  ursprünglich  zur  Begründung  einer 
allgemeinen  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  geführt 
worden  bin. 

Geometrische  Untersuchungen  waren  es,  die  mich  in  den  Jahren 
1869 — 71  zur  Betrachtung  von  endlichen  continuirlichen  Gruppen  ver- 
anlassten. Freilich  beschränkte  ich  mich  zunächst  darauf,  gewisse 
wichtige  continuirliche  Gruppen  durch  geeignete  analytische  Umfor- 
mungen —  durch  algebraische  oder  transcendente  Berührungstrans- 
formationen —  in  andere  bekannte  Gruppen  überzuführen;  insofern 
trugen  die  betreffenden  Arbeiten  einen  speciellen  Charakter.  Aber  ich 
möchte  hervorheben,  dass  ich  schon  im  Jahre  1871  eine  allgemeine, 
allerdings  naheliegende  Definition  des  Gruppenbegriffs  gab,  welche 
sowohl  die  continuirlichen  als  die  nichtcontinuirlichen  Gruppen  von 
Transformationen  umfasste.  Bei  derselben  Gelegenheit  stellte  ich  aus- 
drücklich das  Problem  auf,  alle  discontinuirlichen  und  alle  continuir- 
lichen Gruppen  zu  bestimmen,  deren  Transformationen  durch  lineare 
Gleichungen  definirt  werden.  Später  haben  bekanntlich  mehrere  Mathe- 
matiker die  Bestimmung  aller  discontinuirlichen  linearen  Gruppen  in, 
zwei  und  drei  homogenen  Veränderlichen  mit  Erfolg  in  Angriff  ge- 
nommen, und  ich  selbst  habe  alle  continuirlichen  linearen  Gruppen  in 
zwei,  drei,  der  Hauptsache  nach  auch  in  vier  homogenen  Veränderlichen 
bestimmt. 

Allgemeinerer  Natur  waren  meine  ebenfalls  1869  begonnenen 
Untersuchungen  über  Differentialgleichungen,  die  eine  continuirliche 
Gruppe  gestatten. 

Ich  bemerkte,  dass  die  meisten  gewöhnlichen  Differmtialgleichu7igen, 
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deren  Integration  durch  die  älteren  Integrationsmethoden  geleistet  wirdj  hei 
gewissen  leicht  angebbaren  Schaaren  von  Transformationen  invariant  bleiben , 
und  dass  jene  Integrationsmethoden  in  der  Verwerthtmg  dieser  Mgettschaft 
der  betreffenden  Differentialgleichungen  bestehen.  Mit  anderen  Worten: 
ich  sah,  dass  der  Begriff  der  Differentialinvariante  einer  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppe  im  Grunde,  wenn  auch  nur  implicite  und  in  specieller 
Formy  in  jedem  Lehrbuche  über  die  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
vorkommt.  Nachdem  ich  so  eine  Reihe  von  älteren  Integrations- 
methoden unter  einen  allgemeinen  Gesichtspunkt  gebracht  hatte,  stellte 
ich  mir  naturgemäss  die  Aufgabe,  für  alle  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen, die  bekannte  endliche  oder  infinitesimale  Transformationen 
zulassen,  eine  allgemeine  Integrationstheorie  zu  entwickeln.  Dabei  war 
es  von  vornherein  klar,  dass  die  betreffenden  Transformationen  in  jedem 
einzelnen  Falle  eine  Gruppe  erzeugen  mussten. 

Die  eben  gekennzeichnete  Aufgabe  habe  ich  mir  selbständig  ge- 
stellt und  habe  sie  selbständig  erledigt.  Während  ich  damit  beschäftigt 
war,  stand  ich  in  einem  lebhaften  Verkehr  mit  meinem  Freunde 
Herrn  Professor  Felix  Klein.  Dieser  hatte  sich  seinerseits  eine  Auf- 
gabe gestellt,  welche  allerdings  von  der  meinigen  verschieden  war, 
aber  doch  wesentliche-  Analogien  mit  derselben  darbot.  Er  betrachtete 
nämlich  überhaupt  geometrische  mid  analytische  Gebilde,  die  eine 
discqntinuirliche  Gruppe  gestatten  und  wollte  insbesondere  die  Theorie 
der  discontinuirlichen  Gruppen  von  linearen  Transformationen  für  die 
Gleichungstheorie  verwerthen.  So  sicher  es  nun  auch  ist,  dass  unsere 
eingehenden  mündlichen  und  brieflichen  Aussprachen  über  die  uns 
beschäftigenden  verwandten  Gegenstände  auf  uns  beide  von  Einfluss 
gewesen  sind,  so  bin  ich  doch  ausser  Stande,  den  Umfang  dieser 
gegenseitigen  Einflüsse  genauer  festzustellen;  denn  bei  unserem  Ver- 
kehr handelte  es  sich  weniger  um  bestimmte  Sätze  als  um  allgemeine 
Gesichtspunkte. 

In  den  Jahren  1872  und  1873  beschäftigte  ich  mich  mit  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung.  Dabei  bemerkte  ich,  dass  die 
von  Lagrange,  Pfaff,  Gauchy  und  Jacobi  herrührende  Integrationstheorie 
dieser  Gleichungen  sich  als  eine  Transformationstheorie  auffassen  lässt. 
Die  Aufgabe,  eine  derartige  Gleichung  zu  integriren,  deckt  sich  nämlich 
mit  der  Aufgabe,  alle  infinitesimalen  Berührungstransformationen  zu 
finden,  welche  die  betreffende  Gleichung  invariant  lassen.  Es  beruht 
dies  darauf,  dass  der  Po^5SOwsche  Klammerausdruck  sich  geradezu  als 
das  Symbol  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation  deuten  lässt. 
Auf  diese  Weise  wurde  ich  nun  überhaupt  zu  allgemeinen  Unter- 
suchungen über  infinitesimale  Transformationen  geführt  und  erkannte. 
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dass  mehrere  Hauptformeln  in  der  Theorie  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  bei  Zugrundelegung  des  Begriffs  der 
infinitesimalen  Transformation  eine  bemerkenswerthe  begriffliche  Auf- 
fassung zulassen.  Es  gelang  mir  ferner  durch  B&nutzung  des  Klammer- 
symhols  die  infinitesimalen  Transformationenj  welche  eine  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  erzeugen,  in  äusserst  einfacher  Weise  zu  charakterisirm. 

Jetzt  konnte  es  meiner  Aufmerksamkeit  nicht  entgehen,  dass  alle 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  in  einer  Veränderlichen  sich  durch 
geeignete  Wahl  des  Coordinatensystems  in  projective  Gruppen  umwan- 
deln lassen,  sowie  dass  in  n  Veränderlichen  alle  continuirlichen  Gruppen, 
die  eine  gegebene  Anzahl  von  Parametern  enthalten,  jedenfalls  durch  Inte- 
gration gewöhnlicher  Differentialgleichungen   bestimmt   werden   können. 

Mit  diesen  in  den  Jahren  1873  und  1874  gemachten  Entdeckungen 
war  nach  meiner  Auffassung  die  Grundlage  für  eine  ganz  neue  Theorie 
gewonnen,  für  die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Transformations- 
gruppen. Die  Weiter ent Wickelung  dieser  Theorie  und  die  Verwerthung 
derselben  für  Integralrechnung  und  Geometrie  haben  mich  seitdem  fast 
ohne  Unterbrechung  beschäftigt. 

Die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Transformationsgruppen 
ist  mit  der  Substitutionentheorie  nahe  verwandt,  muss  aber  nichts- 
destoweniger als  ein  selbständiges  Gebiet  betrachtet  werden.  Nur 
theilweise  lassen  sich  die  Begriffe  und  Sätze  der  Substitutiouentheorie 
auf  meine  Transformationstheorie  übertragen,  und  in  den  Fällen,  wo 
die  Uebertragung  gelingt,  liegt  sie  keineswegs  immer  so  auf  der  Hand, 
dass  sie  als  selbstverständlich  bezeichnet  werden  könnte.  Gewiss  sind 
die  Begriffe,  mit  denen  die  Substitutionentheorie  arbeitet,  elementarer 
als  die  in  der  Transformationstheorie  benutzten;  aber  jedenfalls  mir 
persönlich  erscheinen  die  Verknüpfungsgesetze  der  betreffenden  Begriffe 
in  der  Transformationstheorie  einfacher  und  übersichtlicher  als  in  der 
Substitutionentheorie. 

Es  ist  an  dieser  Stelle  nicht  möglich,  alle  Beziehungen  zwischen 
meiner  Transformationstheorie  und  verwandten  Gebieten  anzugeben. 
Doch  soll  hier  wenigstens  noch  hervorgehoben  werden,  dass  die  in 
diesem  Werke  dargestellten  Theorien  mit  der  gewöhnlichen  Invarianten- 
theorie, wie  sie  von  den  Herren  Cayley  und  Sylvester,  Aronhold  und  Her- 
mite,  Clebsch  und  Gordan  und  von  ihren  Nachfolgern  entwickelt  worden 
ist,  mannigfache  Berührungspunkte  darbieten.  Unzweifelhaft  eignen 
sich  die  vollkommenen  Methoden  der  Invariantentheorie  sehr  gut  zur 
Behandlung  vieler  wichtiger  Probleme  meiner  allgemeinen  Transfor- 
mationstheorie; andererseits  wird  aber  auch  die  letztere  für  die  In- 
variantentheorie neue  Gesichtspunkte  liefern. 
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Der  hiermit  erscheinende  erste  Theil  meines  Werkes  über  Trans- 
formationsgruppen bildet  an  sich  ein  abgeschlossenes  Ganze.  Er  ent- 
hält den  ersten  Abschnitt  der  Theorie  und  entwickelt  die  allgemeinen 
Eigenschaften  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen.  Ein  später  erschei- 
nender zweiter  Theil  wird  noch  zwei  Abschnitte  enthalten:  Der  eine 
wird  die  allgemeine  Theorie  der  endlichen  Gruppen  von  Berührungs- 
transformationen geben,  der  andere  eine  ausführliche  Theorie  der  end- 
lichen continuirlichen  Gruppen  in  einer;  zwei  und  drei  Veränderlichen. 
Dazu  kommen  dann  noch  verschiedene  allgemeine  Untersuchungen  über 
Gruppen  in  n  Veränderlichen,  unter  Anderem  eine  gruppentheoretische 
Untersuchung  des  von  Biemann  und  Herrn  v.  HelmholU  behandelten 
Problems  der  Grundlagen  der  Geometrie. 

Schon  längst  war  es  meine  Absicht,  ein  ausführliches  Werk  über 
die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  zu  veröffentlichen,  doch  wurde 
mir  die  Ausführung  dieser  Absicht  dadurch  sehr  erschwert,  dass  ich 
keine  der  bekannteren  Cultursprachen  vollständig  beherrsche.  So  war 
es  mir  denn  sehr  willkommen,  dass  ich  im  Herbste  1884  den  Beistand 
des  Herrn  Dr.  Engel  gewann,  der  sich  schon  vorher  mit  meinen  Unter- 
suchungen über  Transformationsgruppen  bekannt  gemacht  hatte.  Herr 
Engel  hat  sich  nicht  darauf  beschränkt,  mir  sprachlich  und  stilistisch 
mit  unermüdlichem  Eifer  und  in  der  grössten  Ausdehnung  beizustehen; 
er  hat  mich  in  der  That  oft  bei  der  Durcharbeitung  und  Vereinfachung 
der  zur  Begründung  meiner  Resultate  erforderlichen  analytischen  oder 
synthetischen  Entwickelungen  unterstützt.  Er  hat  überdies  mehrere 
werthvolle  selbständige  Untersuchungen  über  continuirliche  Gruppen 
angestellt;  dieselben  werden  im  Folgenden  einige  Male  verwerthet,  was 
an  den  betreffenden  Stellen  bemerkt  ist. 

Die  in  diesem  Werke  eingeführten  neuen  Begriffe  und  die  darin  dar- 
gestellten neuen  Theorien  sind  mit  wenigen  Ausnahmen,  die  immer  aus- 
drücklich hervorgehoben  werden,  mein  Eigenthum.  Die  von  Jacobi  und 
Clebsch  herrührende  Theorie  der  vollständigen  Systeme,  der  von  Herrn 
Darhoux  für  einen  wichtigen  Fall  bemerkte  und  von  Herrn  Ä.  Maye^^ 
in  voller  Allgemeinheit  entwickelte  Zusammenhang  zwischen  integraheln 
simultanen  Systemen  von  partiellen  und  totalen  Differentialgleichungen 
und  endlich  Cauchy's  Reduction  eines  simultanen  Systems  linearer 
Differentialgleichungen  auf  eine  kanonische  Form  sind  die  einzigen 
von  anderen  Forschern  herrührenden  Theorien,  die  im  Folgenden  aus- 
führlich reproducirt  werden.  —  Dagegen  hat  Herr  Engel,  wie  aus  dem 
oben  Gesagten  hervorgeht,  einen  wesentlichen  Antheil  an  der  Form, 
in  welcher  meine  Theorien  hier  hervortreten,  wenngleich  die  für  dieses 
Werk  eigen thümliche  Terminologie  fast  ohne  Ausnahme  von  mir  herrührt. 
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In  einer  Reihe  von  Arbeiten  habe  ich  bereits  versucht,  die  Be- 
deutung meiner  Transformationstheorie  für  die  Integralrechnung  aus- 
einanderzusetzen. Hoffentlich  wird  es  mir  in  nicht  zu  ferner  Zukunft 
möglich  sein,  eine  systematisch  durchgeführte  Darstellung  auch  dieser 
Untersuchungen  zu  veröffentlichen. 

Ich  kann  die  allgemeinen  Vorbemerkungen  nicht  schliessen, 
ohne  meiner  Freude  darüber  Ausdruck  zu  geben,  dass  die  Herren 
Foincare  und  Picard,  deren  Untersuchungen  über  discontinuirliche 
Gruppen  für  die  Functionentheorie  so  förderlich  gewesen  sind,  im  Laufe 
der  letzten  Jahre  auch  meine  Theorie  der  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  für  die  Functionentheorie  verwerthet  haben.  Ich  freue  mich 
dessen,  denn  es  ist  immer  schwer,  für  eine  neue  mathematische  Rich- 
tung die  Aufmerksamkeit  der  Mathematiker  zu  gewinnen.  Meine  Hoff- 
nung, dass  die  Theorie  der  Transformationsgruppen  sich  Bahn  brechen 
wird,  beruht  zu  einem  wesentlichen  Theil  darauf,  dass  dieselbe  neue 
Gesichtspunkte  und  neueoMethoden  liefert,  welche  für  mehrere  Gebiete 
der  Mathematik  nützlich  sein  werden. 

Noch  einige  Winke  für  den  Leser  des  vorliegenden  ersten  Abschnitts. 

Zu  einer  strengen  Begründung  der  Theorie  sind  eine  Reihe  von 
Entwickelungen  erforderlich,  welche  beim  erstmaligen  Lesen  am  besten 
übergangen  werden;  sie  sind  daher  durch  kleineren  Druck  gekenn- 
zeichnet. Ebenso  mehrere  Entwickelungen,  welche  zwar  an  und  für  sich 
wichtig,  aber  doch  für  das  Verständniss  des  Ganzen  nicht  von  beson- 
derer Bedeutung  sind,  welche  daher  ebenfalls  zunächst  übergangen  wer- 
den können.  Da  aber  nicht  in  allen  derartigen  Fällen  kleinerer  Druck 
angewendet  ist,  so  will  ich  noch  bemerken,  dass  auch  die  Auseinander- 
setzungen auf  Seite  124  —  133,  172—183  (das  ganze  Kapitel  10), 
310-327  (das  Kapitel  18),  363-366,  395—401  weggelassen  werden 
können,  ohne  dass  dadurch  das  Verständniss  des  Folgenden  wesentlich 
benachtheiligt  wird. 

Leipzig,  im  Mai  1888.  ' 

Soplius  Lie. 
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Sind   die  Veränderlichen  »,'■••  xi,   als  Functionen   von  x,  ■  ■  ■  x„ 
bestimmt  durch  «  nach  «,  •  •  ■  «„  auflösbare  Gleichungen: 

Xi=fi{x,  •••«„)  («•=  1  ...  n), 
so  sagt  man,  dass  diese  Gleichungen  eine  Transformation  zwischen 
den  Veränderlichen  x  und  x'  darstellen.  Mit  solchen  Transformationen 
haben  wir  es  im  Folgenden  zu  thun;  wo  nicht  ausdrücklich  anders 
bemerkt  wird,  werden  wir  uns  dabei  auf  den  Fall  beschränken,  dass 
die  ft  analyhsche  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Da  aber  ein  nicht 
geringer  Theil  unserer  Resultate  von  dieser  Voraussetzung  unabhänc^io- 
ist,  so  werden  wir  auch  gelegentlich  andeuten,  wie  sich  verschiede^ne 
EntWickelungen  bei  Berücksichtigung  von  Functionen  allgemeinerer  Art 
gestalten. 

Wenn  die  Functionen  n{x,  ■  ■  ■  x„)  analytisch  und  innerhalb  eines  ge- 
meinsamen Bereiches  defimrfc  sind,  so  kann  man  nach  den  bekannten  ünter- 

ZnS-T.  r'^'  ,y«i«'^^*'-'»^^.  Briot  und  Bouquet  stets  in  der 
Mannigfaltigkeit  aller  reellen  und  complexen  Werthsysteme  x,  ■  ■  ■  x,  einen 
solchen  Bereich  (.)  abgränzen  dass  alle  Functionen'/;,  in  der'  gan.en  Tus 
dehnung  dieses  Bereiches  eindeutig  sind,  sowie  dass  sie  sich  in  der  Um- 
gebung jedes  dem  Bereiche  {x)  angehörigeh  Werthsystems  x,'>  ■  ■  ■  x'> 
regular^verhalteu,  das  heisst,  sich  daselbst  in  gewöhnliche  Potenzreihe; 
lassen  ^^''"^''~^'>  ™i*  l^u'er  ganzen  positiven  Potenzen  entwickeln 
Für  die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  %'  =  /;(x)  ist  eine  einzi^^e 
defeSltr''"'"'''  ""'  ''"""'^"''  ''^  "^-l-»"^  dass  die  fIS 

^  —  g«,  ■  ■  ■  dx^ 
nicht  identisch  verschwinden  darf.     Ist    diese  Forderung  erfüllt    so  kann 

Fu„r  ^^/;'"^'  ?"•""'  ^")  -^besondere  so  gewählt"  werden ,  dass  d"e 
Punctionaldeterminante   für  keines   seiner   Werthsysteme   den   wk-th   Null 

alTe  W  .^  ^T'  ™'\""*'^  ^r"'  ^»-^^«^et™4  die  x  nach  und  nach 
alle_Werthsysteme  im  Bereiche  (.)  annehmen,  so  bestimmen  die  Gleichungen 
»=.  -^(a.)   im   Gebiete   der  x    einen   Bereich   von    solcher  Beschaffenheit, 

Theorie  der  Transformationsgruppen. 
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dass  Xj^  •  •  ■  Xn  als  Functionen  von  a?/  •  •  •  x'n  in  der  Umgebung  jedes  Werth- 
systemes  Xi^  ■  ■  •  x'n  dieses  neuen  Bereiches  sieh  regulär  verhalten  und 
also  in  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x^  —  X\  ^  -  •  -  Xn  —  Xn^  entwickelt 
werden  können.  Daraus  folgt  bekanntlich  nicht,  dass  die  Xi  in  der  ganzen 
Ausdehnung  des  neuen  Bereiches  eindeutige  Functionen  von  a;/  •  •  •  Xn  sind; 
es  ist  aber  möglich,  den  oben  definirten  Bereich  (x)  wenn  nöthig  so  ein- 
zuengen, dass  zwei  verschiedene  Werthsysteme  x^  •  •  •  Xn  des  Bereiches  (x) 
stets  auch  zwei  verschiedene  Werthsysteme  ä:/ == /i  (^),  •  '  '  Xn  =  fn{^) 
liefern.  Ist  dies  geschehen,  so  werden  auch  x^  ■  •  •  Xn  in  dem  ganzen  ent- 
sprechenden Bereiche  der  x'  eindeutige   Functionen  von  x^  -  ■  •  Xn. 

Die  Gleichungen  Xi  =  fi  (x)  stellen  dann  zwischen  dem  Bereiche  im 
Gebiete  der  x  und  dem  im  Gebiete  der  x'  eine  eindeutig  umkehrbare  Be- 
ziehung her;  jedem  Werthsysteme  des  einen  Bereiches  ordnen  sie  ein  und 
nur  ein  Werthsystem  des  andern  zu  und  umgekehrt. 

Werden  die  Gleichungen  x{  ==fi{x)  nach  den  x  aufgelöst,  so  stellen 
die  hervorgehenden  Gleichungen 

Xk  =  Fk  (o;/  •"  Xn)     {]c  =  l  "'  n)' 
ihrerseits    wieder   eine   Transformation   dar.     Die   Beziehung  zwischen 
dieser  Transformation  und  der  ursprünglichen  ist  offenbar  eine  gegen- 
seitige; man  sagt  dementsprechend:  die  beiden  Transformationen  sind 
zu  einander  invers.     Aus  dieser  Definition  folgt  augenscheinlich: 

Fülirt  man  zuerst  die  Transformation 

xl  --=  fi{x^  -'  Xr)      (^  =  1  . . .  n) 
aus  und  sodann  die  zu  derselben  inverse  Transformation 

^-=Fi{x;'-'x'n)      (i=l-..n), 
so  erJiält  man  die  identische  Transformation 

xr==  Xi      (i  =  l  "  •  n). 

Hierin  liegt  die  eigentliche  Definition  des  Begriffs  zweier  zu  ein- 
ander inverser  Transformationen. 

Führt  man  überhaupt  zwei  beliebige  Transformationen 

xl  =  f{x,'"  Xn),  x;'  =  gi{x;  ••'  Xn)    {i  =  \  '  "  n) 
nach  einander  aus,  so  erhält  man  eine  neue  Transformation,   nämlich 

die  folgende: 

xr=9i(f,{x)'-'fn{x))      (i  =  l...^). 

Im  Allgemeinen  ändert  sich  natürlich  diese  neue  Transformation,  wenn 
man  die  Reihenfolge  jener  beiden  ersten  Transformationen  ändert; 
doch  kann  es  auch  vorkommen,  dass  die  Reihenfolge  jener  beiden 
Transformationen  gleichgültig  ist.  Dieser  besondere  Fall  tritt  ein, 
wenn  identisch  ist: 

9i{fM  ■  .  .  fn{x))=fig,(x)  .  .  .  9n(x))      (i  =  1  •  • .  n); 
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wir  sagen   dann    nach    dem  Vorgange  der    Substitutionentheorie:    die 
beiden  Transformationen 

^i  =  fii^i  '  •  •  ^n)      (i  =  1  '  •  •  n) 
und 

sind  mit  einander  vertauschhar.  — 

Eine  endliche  oder  unendliche  Schaar  von  Transformationen  stvischen 
den  X  und  den  x  heisst  eine  Gruppe  von  Transformationen  oder 
eine  Transformationsgruppe,  wenn  je  ewei  Transformationen  der 
Schaar  nach  einander  ausgeführt  eine  Transformation  ergeben,  welche 
wiederum  der  Schaar  angehört.*) 

Eine  Transformationsgruppe  heisst  discontinuirlich,  wenn  sie  aus 
einer  discreten  Anzahl  von  Transformationen  besteht,  diese  Anzahl 
möge  nun  endlich  oder  unendlich  sein.  Zwei  Transformationen  einer 
solchen  Gruppe  sind  endlich  von  einander  verschieden.  Die  discontinuir- 
lichen  Gruppen  gehören  in  das  Gebiet  der  Substitutionentheorie,  im 
Folgenden  bleiben  sie  daher  ausser  Betracht. 

Den  discontinuirlichen  stehen  die  continuirlichen  Transformations- 
gruppen gegenüber,  welche  immer  unendlich  viele  Transformationen 
enthalten.  Eine  Transformationsgruppe  heisst  continuirlich ,  wenn  es 
möglich  ist,  zu  jeder  der  Gruppe  angehörigen  Transformation  gewisse 
andere  Transformationen  der  Gruppe  anzugeben,  welche  von  der 
betreffenden  Transformation  nur  unendlich  wenig  verschieden  sind, 
wenn  es  dagegen  nicht  möglich  ist,  den  ganzen  in  der  Gruppe  ent- 
haltenen Inbegriff  von  Transformationen  in  einzelne  discrete  Schaaren 
zu  zerlegen. 

Unter  den  continuirlichen  Transformationsgruppen  betrachten  wir 
nun  wieder  zwei  getrennte  Kategorieen,  welche  wir  in  der  Benennung 
als  endliche  continuirliche  und  als  unendliche  continuirliche  Gruppen  unter- 
scheiden. Für  heide  Kategorieen  können  wir  zunächst  nur  vorläufige 
Definitionen  geben,  die  erst  später  präcis  gefasst  werden  sollen. 

Eine  endliche  continuirliche  Transformationsgruppe  wird  dargestellt 
durch  ein  System  von  n  Gleichungen 

Xi  =fi{x^"'Xn,a^'-'ar)      (i  =  1  .  .  .  n), 

wobei  die  f  analytische  Functionen  der  Veränderlichen  x^-  ■  ■  Xn  und  der 
willkürlichen   Parameter   a^     ■     ar    bedeuten.      Da    wir    es    mit    einer 


*)  Sophus  Lie,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1871,  S.  243. 
Klein,  Vergleichende  Betrachtungen  über  neuere  geometrische  Forschungen, 
Erlangen  1872.     Lie,  Göttinger  Nachrichten  1874,  3.  Decbr. 
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Gruppe  zu  thun  haben,  so  müssen  zwei  Transformationen 

Xi       / 1    yX^^    •     '    '     Xyi  f      d-^      •     •     '      Cl,-J 

Xi    —  / j  [X-j^    '  •  •   Xji y    Oj    •  •  •   Of) 

der   Gruppe   nach   einander   ausgeführt   eine   Transformation   ergeben, 
welche  der  Gruppe  angehört,  welche  also  die  Form  hat: 

^i'=  fiifli^y   d)   •  •'  fn{Xj  a),    h^    "  •   hr)  =  fi{x^    "  '   Xnj    C^    "  •   Cr). 

Die  Ck  sind  hier  natürlich  von  den  x  unabhängig  und  also  Functionen 
von  den  a  und  h  allein. 

Beispiele.     Eine  bekannte  Gruppe  dieser  Art  ist  die  folgende: 

, X  -\-  üy 

X  —  I       , 

welche    drei    Parameter   «j,    a^j    a^    enthält.      Führt    man    die    beiden 

Transformationen 

, X  -{-  a^  „ X  -f-  ^1  * 

«2  O;  +  ^;{  '  ^i  ^  +  ^^;! 

nach  einander  aus,  so  erhält  man: 

wo  Cj,  c^y  c.}  als  Functionen  von  den  a  und  h  durch  die  Relationen 

definirt  sind. 

Nicht  minder  bekannt  ist  die  Gruppe: 

n 

xl  =  ^^  üik  Xk     (i  =  1  •  •  •  n) 
mit  den  n^  Parametern  a«.     Setzt  man  hier 

n 

x'r  =  ^  hi  x!    {v  =\  •  • '  n) , 
1 
so  ergiebt  sich: 

1  . .  .  n  n 

Xr  =  ^    hri  ttik  Xk  =^'  Cvk  Xu  , 
ik  1 

WO  die  Cvk  durch  die  Gleichungen 

n 

Cvk  ==^'  ^naik      (v,  h==  1  "  •  n) 
1 
bestimmt  sind.  — 

Um  zu  einer  brauchbaren  Definition   einer  unendlichen  continuir- 

lichen   Gruppe   zu    gelangen,    wollen   wir   zunächst   die  Definition  der 

endlichen  continuirlichen  Gruppen   etwas   umgestalten.     Wir  benutzen 
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dabei  einen  Satz  aus  der  Theorie  der  Differentialgleichungen,  auf  den 
wir  übrigens  später  ausführlicher  zurückkommen  werden  (vgl.  Kap.  10). 
Die  Gleichungen 

^i  ==  fi (po^  '  "  Xn,  a^  '  •  •  ttr)      ('/  =  1  .  .  .  n) 

mögen  irgend  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  darstellen.  Nach 
dem  betreffenden  Satze  ist  es  dann  möglich,  die  Functionen  fi,  soweit 
sie  von  den  x  abhängen,  durch  ein  System  von  Differentialgleichungen 
zu  definiren.  Zu  dem  Ende  hat  man  nur  die  Gleichungen  x/==fi(x,  a) 
hinreichend  oft  nach  x^  -  ■  ■  Xnzn  differentiiren  und  dann  alle  Gleichungen 
aufzustellen,  welche  sich  durch  Elimination  von  a^  ■  -  •  ür  ergeben. 
Ist  man  bei  der  Differentiation  hinreichend  weit  gegangen,  so  er- 
hält man  bei  der  Elimination  der  a  ein  System  von  Differential- 
gleichungen für  x^  •  ■  •  Xn,  dessen  allgemeinstes  Lösungensystem  die 
ursprünglichen  Gleichungen  x[  =  fi  {x,  a)  mit  den  r  willkürlichen 
Constanten  a^  •  •  •  ar  darstellen.  Da  nun  die  Gleichungen  Xi=fi(x,  a) 
nach  Voraussetzung  eine  Gruppe  definiren,  so  ergiebt  sich,  dass  das 
betreffende  System  von  Differentialgleichungen  die  folgende  bemerkens- 
werthe  Eigenschaft  besitzt:  ist  rr/=  fi{x^ --  -  Xny  \ --  -  hr)  ein  Lösungen- 
system desselben  und  xl=fi(x,  a)  ein  zweites,  so  ist  auch 

^/  =  fi(fx{^,  o)'"  fn{x,  a),  b^"  -hr)      {i=l  ■  ■  -n) 
ein  Lösungensystem. 

Wir  sehen  also,  dass  sich  die  Gleichungen  einer  jeden  endlichen 
continuirlichen  Transformationsgruppe  durch  ein  System  von  Differential- 
gleichungen definiren  lassen,  welches  gewisse  besondere  Eigenschaften 
besitzt.  Erstens  kann  aus  zwei  Lösungensystemen  der  betreffenden 
Differentialgleichungen  stets  in  der  vorhin  angegebenen  Weise  ein 
drittes  Lösungensystem  abgeleitet  werden:  darin  liegt,  dass  wir  es  mit 
einer  Gruppe  zu  thun  haben.  Zweitens  hängt  das  allgemeinste  Lösungen- 
system der  betreffenden  Differentialgleichungen  nur  von  einer  end- 
lichen Anzahl  willkürlicher  Constanten  ab:  dieser  Umstand  sagt  aus, 
dass  unsere  Gruppe  endlich  ist. 

Nehmen  wir  nun  an:  es  ist  eine  Schaar  von  Transformationen 
Xi  =  /K^i  "  ■  ^n)  durch  ein  System  von  Differentialgleichungen  von 
der  Form: 

>F.(<...4,  ||^---,  gv...)=0      (/.=  1,2...) 

definirt.  Nehmen  wir  ferner  an,  dass  dieses  System  von  Differential- 
gleichungen zwar  die  erste  der  beiden  erwähnten  Eigenschaften  besitzt, 
nicht  aber  die  zweite ;  dass  also  mit  x/  =  /;■  (^^ . .  •  Xn)  und  xl  ==  Qi  {x^---  Xn) 
stets  auch  xl  =  gt  (/;  {x)  -  •  ■  fn(x))  ein  Lösungensystem  dieser  Differential- 
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gleicliungen  ist,  dass  aber  das  allgemeinste  Lösungensystem  derselben 
niclit  blos  von  einer  endlichen  Anzahl  willkürlicher  Constanten  ab- 
hängt, sondern  von  willkürlichen  Elementen  höherer  Art,  wie  zum 
Beispiel  von  willkürlichen  Functionen.  Dann  bildet  der  Inbegriff  von 
allen  Transformationen,  welche  den  betreffenden  Differentialgleichungen 
genügen,  offenbar  wiederum  eine  Gruppe  und  zwar  im  Allgemeinen 
eine  continuirliche,  aber  nicht  mehr  eine  endliche,  sondern  eine,  die 
wir  als  unendliche  continuirlicJie  bezeichnen. 

Wir  geben  gleich  einige  einfache  Beispiele  von  unendlichen  con- 
tinuirlichen  Transformationsgruppen. 

Wenn  die  Differentialgleichungen,  welche  die  betreffende  unendliche 
Gruppe  definiren,  auf  die  identische  Gleichung  0  =  0  zusammen- 
schrumpfen, so  lauten  die  Transformationen  der  Gruppe: 

xl==  Uiix^  ■  "  Xn)      (i  ==  1  . . .  n)j 

wobei  die  77,  willkürliche  analytische  Functionen  ihrer  Argumente 
bezeichnen. 

Auch  die  Gleichungen 

dFi 


dx 


==  0     {i  =^  h'i  i,  ]c=l  ' '  '  n) 


definiren  eine  unendliche  Gruppe,  nämlich  die  folgende: 

wo  die  77/  wiederum  vollkommen  willkürlich  sind. 

Zu  bemerken  ist  übrigens ,  dass  der  Begriff  einer  unendlichen  continuir- 
lichen  Gruppe  sich  noch  allgemeiner  fassen  lässt  als  hier  geschehen.  Man 
könnte  überhaupt  jede  continuirliche  Gruppe,  welche  nicht  endlich  ist,  als 
eine  unendliche  continuirliche  bezeichnen.  Diese  Definition  deckt  sich  aber 
mit  der  oben  gegebenen  nicht. 

So  stellen  zum  Beispiel  die  Gleichungen 

x=F{x),     y=F{y), 

in  denen  F  beide  Male  dieselbe  willkürliche  Function  seines  Argumentes 
bedeutet,  eine  Gruppe  dar.  Diese  Gruppe  ist  continuirlich ,  denn  alle  ihre 
Transformationen  werden  durch  ein  einziges  Gleichungensystem  dargestellt; 
sie  ist  ausserdem  offenbar  nicht  endlich.  Folglich  wäre  sie  eine  unendliche 
continuirliche  Gruppe,  wenn  wir  diesen  Begriff  in  dem  vorhin  angegebenen 
weiteren  Sinne  fassten.  Auf  der  anderen  Seite  ist  es  aber  nicht  möglich, 
die  Schaar  der  Transformationen 

durch  Differentialgleichungen  zu  definiren ,  welche  von  willkürlichen  Elementen 
frei  sind.  Folglich  passt  die  zuerst  aufgestellte  Definition  einer  unendlichen 
continuirlichen  Gruppe  auf  diesen  Fall  nicht.    Wir  finden  es  indess  zweck- 


Einleitung.  i 

massig,  nur  solche  unendliche  continuirliche  Gmppen  zu  betrachten,  die 
sich  durch  Differentialgleichungen  defiuiren  lassen  und  legen  daher  stets 
unsere  erste,  engere  Definition  zu  Grunde. 

Wir  wollen  nicht  unterlassen  hervorzuheben,  dass  der  Begriff 
„Trausformationsgruppe"  durch  die  Unterscheidung  von  discontinuir- 
lichen  und  continuirlichen  Gruppen  noch  keineswegs  erschöpft  ist.  Es 
giebt  vielmehr  Transformationsgruppen,  welche  sich  unter  keine  dieser 
beiden  Classen  unterordnen,  welche  aber  doch  mit  jeder  von  beiden 
Classen  etwas  gemeinsames  haben.  Auch  mit  Gruppen  dieser  Art 
müssen  wir  uns  im  Folgenden  wenigstens  gelegentlich  beschäftigen. 
Vorläufig  mögen  zwei  Beispiele  genügen. 

Der  Inbegriff  aller  Coordinatentransformationen  einer  Ebene,  bei 
welchen  man  von  einem  gewöhnlichen  rechtwinkligen  Coordinaten- 
systeme  zu  einem  andern  übergeht,  bildet  eine  Gruppe,  die  weder 
continuirlich  noch  discontinuirlich  ist.  Die  betreffende  Gruppe  enthält 
nämlich  zwei  getrennte  Kategorieen  von  Transformationen,  zwischen 
denen  ein  continuirl icher  Uebergang  nicht  möglich  ist:  erstens  solche 
Transformationen,  bei  welchen  das  alte  und  das  neue  Ooordiuaten- 
system  consentiren  und  zweitens  solche,  bei  welchen  diese  beiden 
Systeme  dissentiren. 

Die  ersten  haben  die  Form: 

X  =  o;  cos  «  —  y  sin  a,      y  =  x  sin  «  +  ^  cos  a , 
der  analytische  Ausdruck  der  andern  lautet: 

x'  =  xco^a  +  y  sin  a ,  ?/'  ==  ^'  ^i"  «  —  ?/  cos  «. 
Jedes  dieser  Gleichungensysteme  stellt  eine  continuirliche  Schaar  von 
Transformationen  dar,  also  ist  die  Gruppe  nicht  discontinuirlich;  sie 
ist  aber  auch  nicht  continuirlich,  denn  erst  beide  Gleichungensysteme 
zusammengenommen  liefern  alle  Transformationen  der  Gruppe;  die 
Transformationen  der  Gruppe  zerfallen  also  in  zwei  discrete  Schaaren. 
Denkt  man  sich  die  Ebene  x,  y  im  gewöhnlichen  Räume  und  nimmt 
^  als  dritte  rechtwinklige  Coordinate  hinzu,  so  kann  man  sich  den 
Inbegriff  jener  Coordinatentransformationen  der  Ebene  ^  =  0  als  den 
Inbegriff  gewisser  Bewegungen  des  Raumes  denken,  derjenigen  näm- 
lich, bei  welchen  die  Ebene  ^  ==  0  ihre  Lage  behält.  Diese  Be- 
wegungen scheiden  sich  entsprechend  in  zwei  Klassen,  in  solche,  welche 
die  Ebene  nur  in  sich  verschieben  und  in  solche,  welche  sie  umlegen. 
Als  zweites  Beispiel  einer  derartigen  Gruppe  möge  hier  noch  der 
Inbegriff  aller  projectiven  und  dualistischen  Transformationen  der 
Ebene  angeführt  werden. 
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Nach  diesen  allgemeinen  Bemerkungen  über  den  Begriff  Trans- 
formationsgruppe  überhaupt  wenden  wir  uns  zur  Betrachtung  der 
endlichen  continuirlichen  Transformationsgruppen,  welche  den  Gegen- 
stand der  folgenden  Untersuchungen  bilden.  Diese  Untersuch ui^gen 
zerfallen  in  drei  Abschnitte.  Der  erste  Abschnitt  handelt  über  endliclie 
continuirliche  Gruppen  im  Allgemeinen.  Der  zweite  handelt  über  solche 
endliche  continuirliche  Gruppen,  deren  Transformationen  sogenannte 
Berührungstransformationen  sind.  Im  dritten  Abschnitte  endlich  werden 
gewisse  allgemeine  Probleme  der  Gruppentheorie  für  kleine  Zahlen  der 
Veränderlichen  im  Einzelnen  durchgeführt. 


Erster  Abschnitt. 


Allgemeine  Eigeiisehafteii 
der  endlichen  continuirliclien  Transformationsgruppen. 


Kapitel   1. 
Definition  der  endlichen  continuirlichen  Transformationsgruppen. 

Unsere  erste  Aufgabe  ist  es  jetzt,  den  in  der  Einleitung  auf- 
gestellten Begriff  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  schärfer  zu 
begränzen. 

§  1. 

Zunächst  eine  Hülfsuntersuchung  über  continuirliche  Schaaren  von 
Transformationen  im  Allgemeinen. 

Die  Gleichungen 

x[  =  fi{xi  •  •  '  Xn ,  a^  '  '  '  ür)  (i  =  1  . . .  n) 
mögen  eine  beliebige  Schaar  von  Transformationen  darstellen,  also 
zunächst  nicht  gerade  nothwendig  eine  Gruppe.  Die  fi  seien  analy- 
tische Functionen  sowohl  der  Veränderlichen  x^  -  ■  -  Xn  als  der  Para- 
meter «j  •  ■  •  ür]  es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  Functionaldeter- 
minante 

nicht  identisch  verschwinden  darf. 

Ertheilen  wir  den  Parametern  a^  •  ■  •  ür  nach  und  nach  alle  mög- 
lichen Werthe  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches,  so  erhalten  wir 
alle  Transformationen,  welche  von  den  obigen  Gleichungen  dargestellt 
werden.  Nun  giebt  es  im  Ganzen  oo^  verschiedene  Werthsysteme 
a^-  •  '  ar\  wie  viele  verschiedene  Transformationen  Xi  =  fi  (x,  a)  ent- 
sprechen diesen  <X)^  Werthsystemen? 

Theoretisch  bietet  die  Beantwortung  dieser  Frage  kqine  besondere 
Schwierigkeit.  Wir  denken  uns  einfach  die  fi  nach  Potenzen  von 
^1  ~  ^1^  ' '  '  ^n  —  Xn^  entwickelt,  unter  x^^  •  -  ■  xj^  irgend  ein  Werth- 
system  der  x  verstanden,  in  dessen  Umgebung  sich  alle  fi  regulär  ver- 
halten. Sodann  denken  wir  uns  die  Coefficienten  in  diesen  Entwicke- 
lungen  der  Reihe  nach  aufgeschrieben: 

%{a,'--ar)     (/c  =  l,  2...), 
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wo  natürlich  die  51  analytische  Functionen  der  Parameter  a^  ■  ■  «^ 
sind.  Es  kommt  jetzt  blos  darauf  an,  zu  untersuchen,  wieviele  von 
einander  unabhängige  unter  den  sämmtlichen  Functionen  5lyt  vor- 
handen sind. 

Finden  sich  nämlich  gerade  r  von  einander  unabhängige  Functionen 
unter  den  %  vor,  so  entsprechen  den  oo^  verschiedenen  Werthsystemen 
a^  ■  ■  ttr  augenscheinlich  gerade  cx)^  verschiedene  Werthsysteme  ^l^, 
%2  ■  ■■  ^^^d  ^^so  auch  gerade  oo'"  verschiedene  Transformationen 
0)/  =  fi  (Xj  a). 

Anders,  wenn  es  unter  den  Functionen  %k  nicht  r,  sondern  we- 
niger, zum  Beispiel  blos  r  —  m  von  einander  unabhängige  Functionen 
giebt.  In  diesem  Falle  lassen  sich  alle  %k  durch  r  —  m  unter  ihnen 
ausdrücken,  etwa  durch  5(/ •  •  •  51/-,« ,  welche  natürlich  von  einander 
unabhängig  sein  müssen;  durchlaufen  daher  a^  ■  •  ■  ür  ihre  oo''  ver- 
schiedenen Werthe,  so  hat  das  genau  dieselbe  Wirkung,  als  wenn 
51/  •  •  •  %r-m  gerade  oo''-'«  verschiedene  Werthsysteme  durchlaufen. 
Folglich  entsprechen  den  oo^  Werthsystemen  %  •  •  •  a^  gerade  cx)'"— '" 
verschiedene  Werthsysteme  ^Cj,  ^Ig  •  •  •  und  also  auch  gerade  c»^— "*  ver- 
schiedene Transformationen  xl  =  fi  (x,  a).  Am  deutlichsten  kommt 
dies  zum  Ausdruck^  wenn  wir  beachten,  dass  auch  die  Functionen  /• 
die  Parameter  a^  ■  ■  ür  nur  in  den  Verbindungen  51/  •  ••  'är-m  ent- 
halten, dass  sie  also  die  Form  haben: 

fi  (X^"  '  Xny    a^"  -ür)  =  fi  {X^-  •  'Xn,    St/  •  •  •  Wr->,)     {i  ==  1  "  -  fl)  . 

Daraus  geht  nämlich  hervor,  dass  wir  geradezu  51/  •  •  •  5lr-m  an  Stelle 
von  a^-  •  •  ür  als  neue  Parameter  einführen  können,  so  dass  sich  die 
Anzahl  der  willkürlichen  Parameter,  welche  in  den  Gleichungen 
Xi=fi(Xj  a)  vorkommen,  von  r  auf  r  —  m  erniedrigt.  Dann  aber 
ist  klar,  dass  die  Gleichungen  x[  =  f  (x,  a)  nicht  c»^,  sondern  nur 
(y^r—vi  verschiedene  Transformationen  darstellen. 

Wir  wollen  nun  die  folgende  Ausdrucksweise  einführen: 

In  d&ii  Gleichungen: 

^i    =  fi{x^  •  •  '  Xn,    a^  '  '  '  ar)       {l  =  1  •  '  '  %) 

sind  die  r  Farameter  a^  •  •  ür  alle  wesentlich,  wenn  diese  Gleichungen 
c»^  verschiedene  Transformationen  zwischen  den  x  und  den  x  darstellen 
oder  was  dasselbe  ist,  wenn  es  unmöglich  ist,  solche  von  einander  unab- 
hängige Functionen  von  a^--ar  als  neue  Farameter  einmführen,  dass 
nachher  die  Gleichungen  xl  =  fi{x,  d)  nicht  mehr  r,  sondern  blos  eine 
geringere  Anzahl  von  willkürlichen  Farametern  enthalten. 

Sind  die  Parameter  a^  •  •  ar  in  den  Gleichungen  x[  =  fi  (x,  a) 
nicht  wesentlich,  so  können  die  f,  wie  oben  gezeigt  wurde,  die  Form 
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fi{x^  •  •  •  Xnj  5l/(a)  •  •  •  Wr-m{a))  erhalten,  wo  die  Zahl  m  mindestens 
gleich  eins  ist.  Wir  bemerken,  dass  es  dann  unter  allen  Umständen 
wenigstens  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der  beson- 
deren Form: 


2^ 


f%M-"C^r)-^  =  0 


giebt,  welche  5t/  •  •  %r-m  und  also  auch  f^-  •  -fn  identisch  befriedigen. 
Diese  Eigenschaft  ist  für  den  in  Rede  stehenden  Fall  charakteristisch. 
Gesetzt  nämlich  umgekehrt,  die  Functionen  /i  •  •  •  ^  befriedigen  alle 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der  eben  besprochenen 
Form.  Nun  ist  bekannt,  dass  diese  Gleichung  r  —  1  unabhängige 
Lösungen  ^^  (a)  •  •  •  ^r-\  (a)  besitzt,  welche  nur  von  a^  •  •  •  a^  ab- 
hängen und  dass  jede  andere  Lösung,  soweit  sie  von  den  a  abhängt, 
eine  Function  von  ^^  •  •  •  ipr-i  allein  ist.  Folglich  kann  jedes  /,-  auf 
die  Form  \i(Xj^  ■  ■  ■  Xnj  t^(a)  •  •  •  ^jj^-i  {a})  gebracht  werden,  womit  be- 
wiesen ist,  dass  die  Parameter  a^-  ■  •  ür  in  den  Gleichungen  xl  =  f^  {x^  a) 
nicht  wesentlich  sind. 

Wir  können  daher  sagen: 

Satz  L     In  den  Transformationsgleiclmngen 

^i  =  fi{^i'  "  Xn,  a^'  •  '  ür)     (i  -=  1  •  '  '  n) 

sind  die  r  Parameter  a^  •  ■  ar  dann  und  nur  dann  alle  wesentlich,  tvenn 
es  keine  von  x^  ■  ■  •  Xn  freie  lineare  partielle  Bifferentiahjleiclmng 


r 


ar)  ^  =  0 


Ca 


giebty  welcher  die  n  Functionen  /i  •  •  •  fn  sämmtlich  genügen. 

Das  Kriterium,  welches  in  dem  vorstehenden  Satze  ausgesprochen  ist, 
hat  übrigens  nicht  blos  theoretischen  Werth;  es  ist  auch  praktisch  brauch- 
bar, wenn  entschieden  werden  soll,  ob  die  Parameter  a^  •  ■  ■  ür  von  vor- 
gelegten Transformationsgleichungen  x/  =  /;•  (^c^  .  .  .  ^„ ,  a^  •  --  rir)  wesent- 
Hch  sind  oder  nicht.  Wir  wollen  kurz  auseinandersetzen,  wie  diese 
Untersuchung  durchgeführt  werden  kann. 

Zunächst  bilden  wir  die  n  Gleichungen 

r 

1  "^ 

und  ertheilen  in  denselben  den  x  irgend  welche  bestimmte,  aber  allgemeine 
Werthe  a?/  •  •  •  x^.  Auf  diese  Weise  ergeben  sich  zur  Bestimmung  von 
Xt  ■  ■  '  Xr  n  lineare  homogene  Gleichungen,  unter  denen  etwa  r'  <,r  von 
einander  unabhängige  sein  mögen.  Ist  r'  =  r,  so  müssen  i^  -  •  ■  i,,  identisch 
verschwinden    und   die   r  Parameter   a^-  •  •  ar    sind   daher   wesentlich.     Ist 
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r'  <  r,  so  ertheilen  wir  den  x  gewisse  andere  allgemeine,  von  den  x  ver- 
schiedene Werthe  x^'  •  ■  •  x„''  und  erhalten  so  weitere  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  %.  Unter  diesen  neuen  Gleichungen  werden  gewisse,  etwa 
r"  von  einander  und  von  den  obigen  r'  unabhängige  vorhanden  sein;  dann 
ist  natürlich  r'  +  r"  ^  r;  ist  r'  +  r"  =  r,  so  verschwinden  alle  %  und 
die  Parameter  a^  ■  ■  ■  ür  sind  wesentlich;  ist  r'  -\-  r''  <ir,  so  müssen  wir 
den  x  wiederum  gewisse  allgemeine  Werthe  ir/"  •  •  •  x^"  ertheilen,  neue 
Gleichungen  zur  Bestimmung  der  i  ableiten  und  so  fort. 

Wir    können    annehmen,    dass    wir    auf   die    angegebene    Weise    nach 

einander  r'  +  r"  + \-  r^^-D  ^  ^  von  einander  unabhängige  Gleichungen 

zur  Bestimmung  der  %  finden  und  dass  keine  der  q  ~  1  Zahlen  r\  r"-  •  -r^'^-^) 
verschwindet.  Dagegen  möge  r^'i^  gleich  Null  sein,  so  dass  also  die  Gleich- 
ungen (1)  bei^  ganz  beliebiger  Wahl  der  x  stets  eine  Folge  der  gefun- 
denen r'  +  r"  ^ 1-  r(2-i)  Gleichungen  sind.  In  diesem  Falle  ver- 
schwinden  daher   auch  alle  Zahlen  r^i+^\   r^i+^^  •  •  •,   also  erhalten  wir  zur 

Bestimmung    der    i    eben    nur   jene    r'  +  r''  -\ 1-  r(2-i)   Gleichungen. 

Ist  nun    r'  -I 1-  r^i-^)  =  r,    so    sind   alle    ^  =  0   und   die   Parameter 

a^'-ttr  sind  wesentlich;  ist  dagegen  r'  +  •  •  •  -f-  r^^-i)  <  r,  so  lassen  sich 
die  i  als  Functionen  von  a^  ■  •  ■  ar  bestimmen  und  die  r  Parameter  a^  ■  •  -  ür 
sind  nicht  wesentlich. 

Damit  ist  gezeigt,  dass  in  jedem  einzelnen  Falle  die  Beantwortung  der 
Frage,  ob  die  Parameter  %  •  •  •  «r  wesentlich  sind  oder  nicht,  durch  eine 
endliche  Anzahl  ausführbarer  Operationen  geleistet  werden  kann. 

§  2. 
In  den  Transformationsgleichungen 

^i  =fi(a^i-"Xn,  a^'  ■  •  a,)     (i  =  1  .  .  .  n) 
seien  jetzt  die  Parameter  a^-  ■  ■  ar  alle  wesentlich. 

Da  die  d  analytische  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  so  können 
wir  uns  in  dem  Gebiete  aller  Werthsysteme  x^  -  •  -  Xn  und  in  dem  Gebiete 
aller  Werthsysteme  a^-  ■  ■  ar  je  einen  Bereich  (x)  bezüglich  {a)  derart  aus- 
wählen, dass  folgendes  stattfindet: 

Erstens.  Die  fi{x^  a)  sind  in  der  ganzen  Ausdehnung  der  beiden 
Bereiche    {x)    und    (a)    eindeutige    Functionen    der   n  -{-  r    Veränderlichen 

X-^  '  '  '  Xfi ,    Cl-^  '  '  '  (Xf  • 

Zweitens.  Die  /.(oj,  a)  verhalten  sich  in  der  Umgebung  jedes  Werth- 
systems  x^^  -  -  -  Xn^,  a^^  •  -  •  ar^  regulär,  sind  also  in  gewöhnliche  Potenz- 
reihen von  Xi  —  aj^o,  ...Xn  —  Xn\  «j  —  «j^  •  "  ttr  —  ür^  eutwickelbar, 
sobald  x^^  '  •  -  Xn^  beliebig  im  Gebiete  (x),  Uj^  -  -  •  aj^  beliebig  im  Gebiete 
(ft)  liegt. 

Drittens.     Die  Functionaldeterminante 

verschwindet  für  keine  Combination  von  Werth Systemen  Xi  bezüglich  oi,  der 
beiden  Bereiche  (x)  und  (a). 
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Viertens.  Ertheilt  man  in  den  Gleichungen  Xi  =  fi{x^  a)  den  Para- 
metern ük  irgend  welche  Werthe  ajc^  im  Gebiete  (a),  so  liefern  die  Gleich- 
ungen 

^i  =  fii^i'  •  '  ^«,  «1^  •  •  •  «r^)      (i  =  1  •  '  •  n) 

zu  zwei  verschiedenen  Werthsystemen  ic^  •  ■  •  a:„  des  Bereiches  (x)  auch 
stets  zwei  verschiedene  Werthsysteme  x^'  •  ■  •  x». 

Setzen  wir  voraus,  dass  die  Bereiche  (x)  und  (a)  so  gewählt  sind, 
dass  alle  diese  vier  Bedingungen  erfüllt  sind.  Ertheilen  wir  dann  in  den 
Gleichungen  Xi  =  fi{x,  a)  den  Veränderlichen  Xi  alle  •möglichen  Werthe 
in  {oc)  und  den  Parametern  a^  alle  möglichen  Werthe  in  (a),  so  durch- 
laufen die  Xi  in  ihrem  Gebiete  einen  gewissen  Bereich,  den  wir  symbo- 
lisch durch  die  Gleichung  a;' == /"((ic)  («))  bezeichnen  können.  Dieser  neue 
Bereich  hat  folgende  Eigenschaften: 

Erstens.  Ist  a^^  ■  •  •  ür^  irgend  ein  Werthsystem  von  (a)  und 
x{^  '  ■  •  Xn^  irgend  ein  Werthsystem  des  Unterbereiches  x'  =  f{(x)a^)^ 
so  lassen  sich  x^  •  •  •  Xn  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  ic/^,  ük^  in 
gewöhnliche  Potenzreihen  von  x^'  —  ic/^,  •  •  •  Xn  —  Xn^^  a^  —  «j^,  •••«,.  —  «^^ 
entwickeln. 

Zweitens.  Ertheilt  man  den  ak  feste  Werthe  ak^  im  Bereiche  («), 
so  werden  in  den  Gleichungen 

Xi    ==  /i  (^1   •  •  •  ^«5    %^  •  •  •  ttr^)         (i  =   1   ■  '  '  n) 

die  Grössen  x^  •  -  -  Xn  eindeutige  Functionen  von  x^  •  •  •  Xn\  die  sich  in  der 
ganzen  Ausdehnung  des  Bereiches  x'  =  f{(x)a^)  regulär  verhalten. 

Nunmehr  wollen  wir  die  besondere  Voraussetzung  hinzufügen, 
dass  die  cx)^  verschiedenen  Transformationen,  welche  durch  die  Gleich- 
ungen Xi'  =  fi{x,  a)  dargestellt  werden,  eine  Transformationsgruppe 
bilden.  Diese  Gruppe  ist  dann  offenbar  eine  continuirliche  und  end- 
liche; um  die  Anzahl  ihrer  Transformationen  kurz  andeuten  zu  können, 
werden  wir  sagen,  dass  die  Gleichungen  x[  ==  fi  (ic,  a)  mit  den  r 
wesentlichen  Parametern  a^-  ■  -  ar  eine  r-gliedrige  Transformationsgruppe 
darstellen. 

Nach  unserer  in  der  Einleitung  aufgestellten  Definition  einer  end- 
lichen continuirlichen  Gruppe  müssen  die  Gleichungen 

Xi    =  fi  [x^  • '  '  Xfi  f  a^  • '  •  ar) 

Xi     ==  /  j  {^X^    •  •  •  Xfi  y    öj  •  •  •  Or) 

bei  Elimination  der  x'  ein  Gleichungensystem  von  derselben  Form  er- 
geben, etwa: 

Xi      =  /i  {X^^  '  '  '  Xfiy    ^1   *  *  *  ^r  j  ; 

wo  die  c  nur  von  den  a  und  den  h  abhängen. 

Hier  ist  zu  bemerken,  dass  wir  über  das  Verhalten  der  Functionen 
fi  (x,  a)  nur  innerhalb  der  Bereiche  (x)  und  (d)  Festsetzungen  getroffen  haben. 

Folglich  ist  es  uns  nur  dann  erlaubt,  die  Ausdrücke  Xv  ==  fv{x^  a) 
in    die    Gleichungen    xl'  =  fi{x\  h)    einzusetzen,    wenn    das   Werthsystem 
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a;/  •  •  •  Xn  in  dem  Bereiche  {x)  liegt.  Wir  sehen  uns  deshalb  genöthigt, 
zu  den  bisher  getroffenen  Festsetzungen  über  die  Bereiche  {x)  und  (a)  noch 
die  folgende  Annahme  hinzuzufügen:  es  soll  möglich  sein,  innerhalb  der 
Bereiche  {x)  und  {a)  je  einen  Unterbereich  ((a*))  und  ((a))  von  solcher 
Beschaffenheit  anzugeben,  dass  die  x-  immer  im  Bereiche  {x)  bleiben, 
wenn  die  Xi  beliebig  in  ((a;)),  die  %  beliebig  in  M  laufen;  wir  drücken 
dies  kurz  so  aus:  es  soll  der  Bereich  x  =  f{{oc^{aJj)  ganz  in  den  Be- 
reich {x)  hineinfallen. 

Wählen  wir,  nach  diesen  Festsetzungen  x^  •  •  ■  Xn  im  Bereiche  ((a;)) 
und  rtj  •  •  •  Or  im  Bereiche  ((«)),  so  können  wir  in  dem  Ausdruck 
fi{oCi  ■  ■  ■  Xn,  \  .  .  .  hr)  wirklich  die  Substitution  Xk  =  fk(x,  a)  ausführen; 
das  heisst,  wenn  x^^  •  -  •  Xn^  irgend  ein  Werthsjstem  im  Bereiche  ({x}  be- 
deutet, so  lässt  sich  der  Ausdruck 

fi  (fi  (^,  a)  -  •  '  fn  (oö,  a),  6i  .  .  .  l)r) 

in  der  Umgebung  des  Werthsystems  Xk^  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe 
von  Xi  —  x^^,  '  •  '  Xn  —  x^  entwickeln;  die  Coefficienten  dieser  Potenzreihe 
sind  Functionen  von  a^  ■  •  -  ür,  \  •  ■  •  Ir  und  verhalten  sich  regulär,  wenn 
die  cik  beliebig  in  ((«))  die  h^  beliebig  in  («)  gewählt  werden. 

Es  lässt  sich  nun  zeigen,  dass  die  Grössen  c^  •  -  ■  Cr  ganz  bestimmte 
und  zwar  analytische  Functionen  von  a^  ■  -  •  ary  h^  ■  ■  ■  hr  sind,  um  dies 
nachzuweisen,  betrachten  wir  die  Gleichungen 

fi  {f^{x,  a)  .  .  .  fn  {x,  a),  6i  . .  •  h>)  =f\{x^...Xn,  ^1  •  •  •  Cr)  , 

welche  sich  bei  gegebenen  a  und  h  durch  geeignete  Wahl  der  c  iden- 
tisch befriedigen  lassen  müssen.  Wir  entwickeln  auf  beiden  Seiten 
nach  Potenzen  von  x^  —  x^^  -  •  -  Xn  —  Xn^  und  vergleichen  die  Coeffi- 
cienten; dann  erhalten  wir  eine  im  allgemeinen  unendliche  Reihe  von 
Gleichungen  zur  Bestimmung  von  c^  •  ■  •  Cr: 

"^kic,  .  .  .  c)  =  1^,  {a,  ■    -ar,  &i  .  .  .  hr)     {k=l,  2-'-). 

Zunächst  ist  klar,  dass  diese  Gleichungen  keine  Relationen  zwischen 
den  a  und  h  allein  zur  Folge  haben  können,  dass  sich  die  c  nicht  aus 
ihnen  eliminiren  lassen:  die  a  sind  ja  innerhalb  gewisser  Bereiche 
vollkommen  willkürlich  und  die  h  desgleichen.  Ferner  ist  klar,  dass 
die  gefundenen  Gleichungen  zwischen  den  a,  h,  c  mit  einander  ver- 
träglich sind,  denn  nach  Voraussetzung  lassen  sich  zu  jedem  Werth- 
systeme  a^-  ■  arj  h^-  ■  hr  entsprechende  Werthe  der  c  angeben.  End- 
lich ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  gefundenen  Gleichungen  zur  Bestim- 
mung aller  c  ausreichen.  Nach  Voraussetzung  sind  ja  die  Parameter 
«1  •  •  •  «r  in  den  Gleichungen  xl  =  fi  {x,  a)  alle  wesentlich ;  wir  schliessen 
daher  im  Hinblick  auf  die  Entwicklungen  des  vorigen  Paragraphen,  dass 
sich  unter  den  Functionen  ^^(c),  ^^(p)  •  •  ■  gerade  r  von  'einander  un- 
abhängige befinden.    Folglich  ist  die  Auflösung  nach  c^  •  •  ■  c,.  möglich 
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und  es  ergeben  sich  für  die  Ck  ganz  bestimmte  analytische  Functionen 
der  a  und  h: 

Ck  =  (pk{a^'  ■  '  ary  h^- '  -hr)     (Je  =  1 --  -  r) , 
Werden  diese  Ausdrücke  für  c^  •  •  •  c^  in  die  Gleichungen 

(2)    fi(fi(x,   a)"'fn(x,   a),    hi'-'hr)=fi(x,---Xn,    C,"'Cr)       (^  =  1  •  •  •  w) 

eingesetzt,  so  ergeben  sich  lauter  Identitäten,  da  ja  die  Grössen  Xi, 
ttkj  ^k  von  einander  unabhängig  sind. 

Wir  können  und  wollen  annehmen,  dass  der  Bereich  ((«))  so  ge- 
wählt ist,  dass  alle  (pk(a,  h)  sich  regulär  verhalten,  wenn  die  a  sowohl 
als  die  h  ganz  beliebig  in  ([a))  laufen.  Ausserdem  müssen  wir  aber  noch 
darauf  Rücksicht  nehmen,   dass  in  den  Gleichungen 

oo/'  =  fi(x\  b)  =fi{x,  c) 

die  c  den  Bereich  (a)  nicht  verlassen  dürfen.  Daher  werden  wir  noch  aus- 
drücklich die  besondere  Voraussetzung  machen:  es  soll  das  Werthsystem 
Ck  =  (pk((i,  h)  stets  in  den  Bereich  (a)  fallen,  sobald  die  a  und  die  h  in 
dem  Bereiche  ((«))  liegen. 

Sind  diese  Bedingungen  erfüllt,  so  verhalten  sich  die  Functionen 

fi  (^1  •  •  •  ^«,  cpi  («,  1))  -  ■  ■  cprici,  l)) 

für  alle  Werthsysteme  X/,  ük,  hk  der  Bereiche  {x}  bezüglich  ((«))  regulär. 
Setzen  wir  daher  in  (2)  für  die  Ck  die  (pk{a,  b)  ein,  so  gelten  die  ent- 
stehenden Identitäten   für  alle  eben  besprochenen  Werthsysteme   ^/,  rtk,  bk- 

Aus  dem  Gleichungensysteme  (1)  wollen  wir  jetzt  zwei  andere, 
ähnlich  gestaltete  herleiten,  welche  uns  über  die  Beschaffenheit  der 
Functionen  (pk{a,  b)  näheren  Aufschluss  geben  werden. 

Zunächst  denken  wir  uns  x^  •  ■  Xa  aus  den  Gleichungen  xl  ==^fi(x,  a) 
als  Functionen  der  x'  und  der  a  bestimmt  und  die  erhaltenen  Werthe: 
Xi  ==  Fi  {x\  d)  in  (2)  eingesetzt.  Auf  diese  Weise  finden  wir  das  eine 
der   beiden   versprochenen  Gleichungensysteme,  nämlich  das   folgende: 

(3)  /:•«•• -rr/,  \"  -Ir)  -=  fi{F^{x\  a)  >  '  ^  F,{x\  a),  c,  -  •  •  c^) 

(i  ==  1  •  •  '  n). 

Das  andere  ergiebt  sich  einfach  durch  Auflösung  der  Gleichungen 
(2)  nach  /;  (x^  d)  -  •  -  (^(x,  a).     Es  lautet: 

(4)  fi(x,  ...xn,a^'"ar)  =  Fi{f,{x,  c)  •  •  •  f^ix,  c),  b,  - --  h) 

(i  =  l  '  •  -  n). 

Die  neuen  Gleichungen  (3)  und  (4)  werden  natürlich  gerade  so  wie 
die  Gleichungen  (2),  aus  denen  sie  hergeleitet  sind,  bei  der  Substitution 
Ck  =  (pk{a,  b)  zu  lauter  Identitäten,  denn  die  Grössen  x-,  ük,  bk  sind 
ebensowenig  wie  die  X; ,  ak ,  bk  durch  Relationen  mit  einander  verknüpft. 

Theorie  der  Trausformationsgriippen.  2 
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Nunmehr  behandeln  wir  die  Gleichungen  (3)  und  (4)  ähnlich  wie 
früher  die  Gleichungen  (2).  Wir  entwickeln  zunächst  die  beiden  Seiten 
von  (3)  in  der  Umgebung  eines  geeigneten  Werthsystemes  a;^"  in  eine 
o-ewöhuliche  Potenzreihe  der  Xv —  x'v^  und  vergleichen  die  Coefficienten *, 
dann  erhalten  wir  eine  Reihe  von  Gleichungen  von  der  folgenden  Form : 

(5)  5l.(&i  •••&.)==  r,K..-a,,  Ci-..c,)     (/<;  =  1,2...). 

Ferner  entwickeln  wir  die  beiden  Seiten  von  (4)  in  der  Umgebung 
von  x^  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  der  Xv  —  x^  und  vergleichen 
wieder  die  Coefficienten.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  Reihe 
neuer  Gleichungen  von  der  Form 

(G)         Sl,(a,  .  .  .  ar)  =  Sl,(h,  ••.&,,  q  ••.  c.)      (Ä;  =  1,  2  •  •  .)• 

Die  Functionen  51* (a^  •  •  •  «r)  und  ebenso  die  ^äkip^  -  -  -  K)  sind  hier 
nach  dem  Früheren  so  beschaffen,  dass  sich  unter  ihnen  gerade  je  r 
von  einander  unabhängige  befinden.  Da  nun  ihrer  Herleitung  zufolge 
sowohl  die  Gleichungen  (5)  als  die  Gleichungen  (6)  bei  der  Substitution 
q  =  (p^  {cij  h),  •  '  •  Cr  =  (pr(ci,  ^)  zu  Identitäten  werden,  so  ergiebt  sich, 
dass  jedes  dieser  Gleichungensysteme  mit  dem  System  C/,  =  cpk  (a ,  h) 
äquivalent  ist.  Aus  der  Form  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  erhellt 
aber,  dass  dieselben  sich  bezüglich  nach  den  h  und  den  ük  auflösen 
lassen;  folglich  können  die  Gleichungen  Ck  =  (pk(a,  h)  sowohl  nach 
den  hk  als  nach  den  ttk  aufgelöst  werden: 

h  =  ^k{a^"  •  dr,  Cj  •  •  •  Cr)      {]v  =  l  •  '  ■  r) 
(^k  =  %k(h^  '  '    hr,  c^-"Cr)       {k=l  ■  ■  ■  r). 
Also  gilt  das 

Theorem  1.     Stellen  die  Gleichungen 

Xi  =  fi{x^-  "  Xn,  «1  •  •  •  (I7)      (i==  1  -  -n) 
mit  den   r   wesentlichen   Parametern    a^    ■  ■  ar.  eine   r-gliedrige 
Gruppe  dar,  ergehen  also  zwei  Transformationen 

x'i  =fi{x^  "  •  Xn,  a^'  •  ■  ar) 

( t  —  \  '  • '  n) 

nach  einander  ausgeführt  eine  Transformation 

x;'=  fi{f,{x,  a)-'-  fn{x,  a),  &j  .  .  •  &,)  =  fi{x^  ---Xn,  c,---  c,), 
wo  die  Ck  sich  folgendermassen  durch  die  a  und  die  h  ausdrücken: 

Ck  =  (fk  (a,--  -ar,  h,'--  hr)     (Je  =  1  -  --  r), 
so  sind  diese  Gleichungen  sowohl  nach  a^      ■  ar  als  nach  h^--  hr 
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auflöshar,    anders    ausgesprochen:    es    verschwindet    keine    der 
beiden  Functionaldeterminanten 

identisch."^-) 

Wir  wollen  uns  den  Bereicli  ((«))  so  gewählt  denken,  dass  die  er- 
wähnten Functionaldeterminanten  beide  stets  von  Null  verschieden  sind, 
wenn  sowohl  die  a  als  die  1)  beliebig  in  ((a))  laufen. 

Bilden  die  cxd^  Transformationen 

eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  bilden  auch  die  c»^  durch  Auflösung  nach 
x^  .  .  .Xn  entstehenden  Transformationen 

Xi  =  Fi  (xj^- '  •  Xnj  a^  ' '  '  ar)      {i  =  1  '  •  '  n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe. 

In  der  That,  unter  der  gemachten  Voraussetzung  bestehen  Re- 
lationen von  der  Form 

00i'=  fi{x,  a),    xl'=  fi{x\  h),    xr==  fi{x,  c), 

wobei  Cjc  ==  q)k  (a,  h)  ist.  Durch  Auflösung  ergeben  sich  hieraus  die 
Gleichungen : 

Xi  =  Fi  {x,  a),    x;  =  Fi  {x",  h),    Xi  =  Fi  (x\  c), 

wobei  wiederum  Ck  =  (pk{a,  h).  Wenn  daher  die  beiden  Transformationen 

x[=  Fi{x^' '  •  •  Xn  y  h^  '  •  •  hr) 

Xi  =  Fi  (X^'  .  •   .  Xn,     «1  •  •  •  ttr) 

nach  einander  ausgeführt  werden,  so  ergiebt  sich  die  Transformation: 

Xi  =  FiiF,  {ar,  &)  .  .  .  Fn{x\  h),  a,'--  a,) 

-t  i  [X^    •  •  •  Xji   j    ^1   *  *  *  ^r)  y 

welche  ebenfalls  der  Schaar  Xi  ==  Fi{x',  a)  angehört. 

Damit  ist  die  aufgestellte  Behauptung  bewiesen.     Es  gilt  also  das 
Theorem  2.     Stellen  die  Gleichungen 

^i  =  fii^i  •  '  ■  Xn  y   a^  •  '  •  ttr)         (i  =  l  ■  '  '  n) 

mit  den  r  wesentlichen  Parametern  a^.. .  a,.  eine  r-gliedrige  Trans- 
formationsgruppe dar,  so  gilt  dasselbe  auch  von  den  aufgelösten 
Gleichungen 

Xi  =  Fi{x{-  •  •  Xn,  a^'  '  '  ar)      (i  =  1  '  '  '  n). 

*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturv.     Bd.  1,  Christiania  187G 

2* 
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Aus  diesem  Theorem  lässt  sich  unter  anderem  schliessen,  dass 
die  Auflösbarkeit  der  Gleichungen  ci.  =  (pk(a,  h)  nach  den  a  selbst- 
verständlich ist,  sobald  man  ihre  Auflösbarkeit  nach  den  h  nachge- 
wiesen hat. 

Das  Theorem  2  wird  im  Folgenden  nicht  benutzt,  da  die  Voraus- 
setzungen, welche  wir  bei  der  Gruppe  x/=fi(x,a)  über  die  Bereiche 
gemacht  haben,  für  die  Gruppe  Xi=  Fi{x\  a)  nicht  in  derselben  Weise 
erfüllt  zu  sein  brauchen.  Gleichwohl  ist  das  Theorem  von  Interesse,  da  es 
verschiedene  Zusammenhänge  aufdeckt. 

§  3. 

Wir  haben  bisher  immer  vorausgesetzt,  dass  in  den  Gleichungen 
xl=fi{x,a)  einer  r-gliedrigen  Gruppe  die  fi  analytische  Functionen 
von  x^'  '  ■  Xn,  a^-  '  •  ür  sind.  Man  könnte  nun  diese  Voraussetzung 
durch  eine  weniger  allgemeine  ersetzen.  Man  könnte  zum  Beispiel 
annehmen,  dass  die  Functionen  fi  sowohl  in  den  x  als  in  den  a  rational 
sind  und  dass  auch  umgekehrt  aus  den  Gleichungen  xl=fi{x,  d)  sich 
x^-  ■  ■  Xn  als  rationale  Functionen  von  x^  •  •  -  Xn  und  a^  •  ■  •  ür  be- 
stimmen. Die  Gruppe  xl=fi{x,  a)  würde  dann  aus  eindeutigen  und 
eindeutig  umkehrbaren  Transformationen  bestehen  oder,  wie  man  zu 
sagen  pflegt,  aus  Cremona'schen  Transformationen. 

Es  ist  durchaus  nicht  unsere  Absicht  diesen  besonderen  Fall  aus- 
führlich zu  behandeln;  doch  scheint  es  nicht  unangebracht,  einen 
Augenblick  bei  demselben  zu  verweilen.  Wir  können  da  nämlich  einige 
wichtige  Schlüsse  ziehen,  welche  allerdings  nicht  ohne  Weiteres  auf 
den  allgemeinen  Fall  übertragbar  sind,  aber  doch  für  die  Behandlung 
des  letzteren  verschiedene  Finorerzeige  oreben. 

Denken  wir  uns  also  eine  Gruppe  von  Cremona'schen  Transforma- 
tionen voro^elefft: 

x/=  fi  (X^-  •  '  Xn,    «1  •  •  •  ür)         {i  =   l  '  •  •  n)y 

wo,  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung,  die  Parameter  a^  •  •  •  Or 
sowohl  in  den  Transformationsgleichungen  selbst  als  auch  in  deren 
Auflösungen  nach  x^-  •  •  Xn  rational  eingehen. 

Dann  vereinfachen  sich  zunächst  die  Entwickelungen  des  §  2  ganz 
beträchtlich.  Vor  allen  Dingen  fällt  die  Nothwendigkeit  weg,  die 
Veränderlichen  rtv,  ük,  h  auf  gewisse  Bereiche  zu  beschränken,  da  die 
auftretenden  Functionen  für  das  ganze  Gebiet  aller  Werthsysteme  Xiy 
ük^  hk  definirt  sind.  Ferner  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  Ck  =  (pk(a,  h) 
algebraische  Functionen  von  a^-    •  ür,  h^  •  •    hr  werden. 

Aber  noch  mehr.     In  den  Gleichungen 

dk  ==  %k  (&i  •  •  •  hy  q  •  •  •  c,)      (/^  =  1  .  .  .  r) , 
welche   aus  Ck  =  (pk  (et,  h)   durch   Auflösung    nach   a^-  ■  ■  Or  entstehen, 
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dürfen  wir  ohne  Weiteres  die  Substitution  Ck  ==  ht  machen.  Wird 
dabei  Xk{h'  '  '^n  ^i  '  *  '  M  =  ^k^>  ^^  liefern  die  beiden  Transforma- 
tionen 

Xl'  =fi{x^  •  •  -  Xn,    l^'  ■  '  hr) 

nach  einander  ausgeführt  die  Transformation 

Nun  bestimmen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Gleichungen 
xl'  =  fi(x,  h)  die  Veränderlichen  x^  •  -  -  Xn  als  rationale  Functionen 
von  Xi"  ■  ■  •  Xn\  hi---hr  und  die  Gleichungen  x/' ==  fi{x,  h)  liefern 
für  x/  •  •  •  Xn  dieselben  rationalen  Functionen  der  Xi' y  hu-  Folglich 
ergiebt  sich  aus  den  Gleichungen: 

Xl'  =  fi{x^  '  •  •  Xny    \'--hr)=fi{x,-   --Xn,    h,  '  -  '  hr) 

sofort  Xi  =  ^1,  •  •  ■  Xn  =  Xny  womit  bewiesen  ist,  dass  zu  den  Para- 
meterwerthen  a^^  ■  ■  -  aj^  die  identische  Transformation  gehört.  Mit 
andern  Worten:  Jede  der  hesprocliencn  Gruppen  von  Cremona' sehen  Trans- 
formationen enthält  die  identische  Transformation.  Die  Parameter  OiP 
sind  natürlich  von  den  6  unabhängig. 

Aus   den   Gleichungen  Ck  =  (pk  ifi,  h)    können   wir    aber    auch    die 
folgenden  ableiten: 

h  =  i'k  (<^l   •  •   •  ^r;    Ci    •  •  •  Cr) 

und  dürfen  hierin  die  Substitution  Ck  ==  cik^  machen,  woraus 

^k  (ö^i  •  •  •  ö^r,  «1^  •  •  •  a,P)  =  äk 
folgen   möge.     Demnach   gehört  zu  jedem   Werthsystem    a^  •  ■  -  a,.  ein 
Werthsystem  ä^  ■  ■  -  är  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  beiden  Trans- 
formationen 

X{    =fi{x^"-  Xny    %  •  •  •  ar) 
Xi'  =  fi  {X^  •  •  •  Xnj    ä^-  '  •  är) 

nach  einander  ausgeführt  die  Transformation 

Xi'  =fi(x^---  Xny    <^/  •  •  •  ö^/)  =  Xi 

das  heisst  die  identische  Transformation  ergeben.  Also  ordnen  sich  die 
Transformationen  der  besprochenen  Gruppen  von  Cremonäschen  Trans- 
formationen paarweise  als  inverse  zusammen. 

Beispiel.     Eine  derartige  Gruppe  von  Cremona'schen  Transforma- 
tionen ist  die  in  der  Einleitung  erwähnte  dreigliedrige  Gruppe: 

,  X  -{-  a^ 

X  '  i  "  j 
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welche  aus  allen  projectiven  Transformationen  einer  einfachen  Mannig- 
faltigkeit besteht. 

Die  Gleichungen  Ck  =  (pk(a,  h)  haben,  wie  wir  wissen,  für  diese 
Gruppe  die  Form: 

Lösen  wir  nach  a^,  a^,  a^  auf  und  setzen  sodann  Ck  =  hkj  so  finden  wir: 
«/ =  0,  «2^  =  0,  a^^  =  \  ^  das  sind  also  die  Pararaeterwerthe,  zu 
denen  die  identische  Transformation  gehört.  Lösen  wir  andererseits 
die  obigen  Gleichungen  nach  h^^,  \,  \  auf  und  setzen  sodann  c^  =  Cg  ==  0, 
C3  =  Ij  so  finden  wir  als  Parameter  der  zu  a^j  a^^  a^  inversen  Trans- 
formation die  folsfenden:      ^^^-^,    ^^— ^, 

Soviel  über  die  Gruppen  von  Cremona'schen  Transformationen. 
Wenden  wir  uns  jetzt  wieder  zur  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles, 
dass  die  fiixy  a)  analytische  Functionen  ihrer  Argumente  sind. 

Nach  Theorem  1  wissen  wir  auch  dann,  dass  die  Gleichungen 
Ck  =  (Pk  (a,  h)  sowohl  nach  a^  ■  ■  •  ür  als  nach  h^  •  •  h,.  auflösbar  sind. 
Allein  die  damals  gemachten  Voraussetzungen  reichen  jedenfalls  nicht 
ohne  Weiteres  hin,  um  zu  entscheiden,  ob  die  Forderung  Ck  ==  hk  be- 
friedigt werden  kann.  Von  den  g)^  wissen  wir  ja  nur,  dass  sie  sich 
für  alle  im  Bereich  {{a]j  gelegenen  Werthsysteme  %,  hj,  regulär  ver- 
halten und  dass  dabei  das  Werthsystem  Ck  =  (pk  (a,  h)  stets  in  den 
Bereich  (a)  fällt.  Nichts  aber  wissen  wir  darüber,  ob  es  Werthsysteme 
Ck  giebt,  welche  im  Bereich  (a}  liegen  und  noch  weniger,  ob  für 
ein  solches  Werthsystem  c^.  =  hk  werden  kann. 

Aber  selbst  wenn  Ck  =  hk  werden  kann,  wenn  also  zu  gewissen 
Parameterwerthen  Uk^  im  Bereiche  {(a))  die  identische  Transformation 
gehört,  selbst  dann  steht  die  Frage  noch  ofl"en,  ob  Ck  den  Werth  ak^ 
annehmen  kann,  ob  es  also  möglich  ist,  die  Gleichungen  ak^  =  (pk{a,h) 
zu  befriedigen. 

Es  lässt  sich  nicht  a  priori  einsehen  ^  dass  jede  endliche  continuir- 
liehe  Gruppe  die  identische  Transformation  enthält  Aber  seihst  wenn  die 
identische  Transformation  in  einer  vorgelegten  Gruppe  auftritt,  so  folgt 
daraus  noch  nicht  ohne  Weiteres,  dass  die  Transformationen  dieser  Gruppe 
sich  paarweise  als  inverse  zusammenordnen. 

§4. 

In  den  n  Veränderlichen  x^  •  ■  •  Xn  seien  die  Gleichungen 
oC'i  =fi{pc^--'Xn,  a^'  ■  '  a,) 
einer    r-gliedrigen    Gruppe    vorgelegt.      Es    giebt    dann    verschiedene 
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Mittel,    um   aus    diesen   Gleichungen    andere   Gleichungen    herzuleiten, 
welche  wiederum  eine  r-gliedrige  Gruppe  darstellen. 

Einmal  können  wir  an  Stelle  der  a  irgend  r  unabhängige 
Functionen : 

äk  =  ßk  (ch  •  •  •  «y)      (]c=  1  •"  r) 
derselben  als  neue  Parameter  einführen.    Durch  Auflösung  nach  a^-ür 
möge  sich  ergeben: 

Cik  =  yyfc  (^1  •  •  •  är)       (]C=   1  "  -r) 

und  bei  Substitution  dieser  Werthe  möge  sein: 

fi{oCi'  ' '  Xn,  a^"  '  a>)  =  \i{x^'  '  '  Xny  äi  •  •  '  ä,) . 
Setzen  wir  dann  noch: 

ßk(h,"'hr)  =  h,     ß,(c,-"Cr)==~Ck      (Jc=\---r), 
so  nimmt  die  Bedingungsgleichung 

f>ifl  (^>   a)"-fn  (OO,   a),    h^'-  -hr)  =  fi{x,  ■  •  -  Xn,    C,   "  •  Cr) 

ohne  Weiteres  die  Form  an: 

h   (fl  (^,      ^)"    •    U  (X,      ä),     \'    ■    ■%)    =    H^l    •'    -Xn,     \-"    C;.); 

woraus  hervorgeht,  dass  die  Gleichungen 

x!  =  \i  {x^-  "  Xnj  ci^'  ■  •  är)    (i  =  1  •  •  •  n) 
mit  den  r  wesentlichen  Parametern  ä^  .  .  .  ä,.  ebenfalls  eine  r-gliedrige 
Gruppe  darstellen. 

Die  Gleichungen  dieser  neuen  Gruppe  sind  allerdings  von  denen 
der  ursprünglichen  Gruppe  verschieden,  offenbar  stellen  aber  diese 
Gleichungen  genau  dieselben  Transformationen  dar,  wie  die  ursprüng- 
lichen Gleichungen  x-  =fi{x,  a).  Folglich  ist  die  neue  Gruppe  im 
Grunde  mit  der  alten  identisch. 

Andererseits  können  wir  auch  an  Stelle  der  x  neue  unabhängige 
Veränderliche  Vi  •  •  •  Vn  einführen: 

IJl  =  C3i  (X^-  '  •  X„)        {i=   1  •  "U), 

oder  aufgelöst: 

Xi  =  Wi  (?/i  •  •  •  IJn)        {i=l-  "U). 

Wir  haben  alsdann  zu  setzen: 

X[  =  tVi  (?//  •  •  •  tjn)  =  ^Vl,      Xl'  =  IVi  i^J^'  '  •  •  yn')  =  IV  [' 

und  erhalten  daher  an  Stelle   der  Transformationsgleichungen 

X[  =  fi{x^"'Xny    «1  •  •  •  «/•) 

die  folgenden: 

oder  durch  Auflösung: 

yi  ==  (Ol  (/;  {iv,  a)'--fn  (w,  a))  =  g,:  {y^  ---yn,  a,  -  •  •  a,.) . 
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Es  ist  leicht  nachzuweisen,  dass  die  Gleichungen 
yl  =  diiVi  •  •  ■%,  «1  •  ■  •  ür)     (i  =  1  .  .  .  n) 
mit  den  r  wesentlichen  Parametern  a^    "  ür  wiederum  eine  r-gliedrige 
Gruppe  darstellen.     In  der  That,  die  bekannte  Gleichung 

geht  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  über  in: 

fiifltv,  a),  h)  :^f,(w^...tv^^c,---  c,), 
was  sich  auch  schreiben  lässt: 

hieraus  aber  ergiebt  sich  durch  Auflösung  nach  ?//'  •  •  -y^': 
oder  was  dasselbe  ist: 

yv"  =  5.(2//  •  •  •  y,:,    \---hr)  =  %{y,  ■•■yn:    €,•■■  Cr)', 

das  heisst,  es  besteht  die  Gleichung 

dri^,(y,  a)---  g„(2/,  a),  h,-hr)  =  %,(y,  -■■ya,  c,--  c,), 

womit  eben  bewiesen  ist,  dass  die  Gleichungen  yl  =  %.(ij^  a)  eine 
Gruppe  darstellen. 

Endlich  können  wir  natürlich  auch  in  eine  vorgelegte  Gruppe 
zu  gleicher  Zeit  neue  Parameter  und  neue  Veränderliche  einführen; 
es  ist  klar,  dass  wir  auf  diese  Weise  ebenfalls  aus  der  ursprünglichen 
eine  neue  Gruppe  erhalten. 

Wir  stellen  nun  die  folgende  Definition  auf: 

Definition.     Zwei  r-yliedrige  Gruppen 

OOI  =fi{x^-'-Xn,    «1  •  •  •  ür)       (i  ==   1  •  •  •  n) 

y'i  =\i(yi- ■  -yn,  \-  •  i,)    {i  =  i .. . n) 

in  (jleicJwielcn  Veränderlichen  sind  mit  einander  ähnlich,  sobald  sich  die 
eine  hei  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher  und  geeigneter  neuer 
Parameter  in  die  andere  verwandelt. 

Es  giebt  offenbar  unbegränzt  viele  Gruppen,  die  mit  einer  vor- 
gelegten ähnlich  sind;  aber  alle  diese  unbegränzt  vielen  Gruppen  sind 
zugleich  mit  der  vorgelegten  bekannt.  Deshalb  können  wir,  wie  es 
im  Folgenden  auch  geschehen  soll,  zwei  mit  einander  ähnliche  Gruppen 
als  nicht  wesentlich  von  einander  verschieden  betrachten. 

Wir  haben  oben  von  Einführung  neuer  Parameter  und  neuer  Ver- 
änderlicher gesprochen,  ohne  auf  die  Voraussetzungen  einzugehen,  unter  denen 
wir  behaupten  können,  dass  hierbei  alle  für  uns  wesentlichen  Eigenschaften 
des  Gleichungensystems  x/  =  fi(x,  a)  bewahrt  bleiben.  Ueber  diesen  Punkt 
jetzt  noch  einige  Worte. 
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Soll  es  erlaubt  sein,  in  die  Gruppe  x[  =  fi(x^  •  •  •  x^  a^  -  ■  ■  a,)  an 
Stelle  der  a  die  neuen  Parameter  äk  =  ßk  («i  •  •  •  a,)  einzuführen,  so  müssen 
die  äk  in  dem  ganzen  früher  definirten  Bereich  («)  eindeutige  Functionen 
der   a   sein    und   sich   daselbst   überall    regulär    verhalten;    die   Functional- 

'sn        ^^1         ^ßr 

determinante     >  +  -^ •  •  ^ —   darf  in   dem  Bereich    (a)    nirs?ends   ver- 

schwinden,  und  endlich  müssen  zu  zwei  verschiedenen  Werthsystemen 
%  •  •  •  ür  dieses  Bereiches  auch  stets  zwei  verschiedene  Werthsysteme 
ä^  •  ■  är  gehören.  Mit  anderen  Worten:  es  muss  sich  im  Gebiete  der 
ük  ein  Bereich  {ä)  abgränzen  lassen,  auf  dessen  Werthsysteme  die  Werth- 
systeme des  Bereiches  («)  durch  die  Gleichungen  äk  =  ßk  (<^i  •  •  •  «/•)  ein- 
eindeutig abgebildet  werden. 

Soll  andererseits  die  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ?/» ==  coi  (r^i  •  •  •  Xn) 
gestattet  sein,  so  müssen  die  1/  eindeutige  und  reguläre  Functionen  der 
X  sein  für  alle  Werthsysteme  x^  -  -  -  x^  welche  bei  Feststellung  der  Gruppen- 
eigenschaft der  Gleichungen  x/  =  f,-  (x^  ■  ■  ■  Xn^  a^  ■  ■  •  a,.)  in  Betracht  ge- 
kommen   sind;    innerhalb    dieses   Gebietes   darf  die   Functionaldeterminante 

^-^         dca^  d(o^ 

y,  i  Yx^  '  '  '  'dx~  ^^^'S^^^^    verschwinden    und    endlich    müssen    zu    zwei 

verschiedenen  Werthsystemen  x^  •  ■  •  Xn  dieses  Gebietes  stets  zwei  ver- 
schiedene Werthsysteme  y^  -  •  •  yn  gehören.  Das  betreffende  Gebiet  von 
Werthsystemen  der  x  muss  also  auf  ein  gewisses  Gebiet  von  Werth- 
systemen der  y  eineindeutig  abgebildet  werden. 

Würde  man  in  die  Gruppefc/ = /;(a;,  a)  neue  Parameter  oder  neue 
Veränderliche  einführen,  ohne  dass  die  eben  auseinandergesetzten  Forde- 
rungen erfüllt  wären,  so  wäre  es  jedenfalls  denkbar,  dass  wichtige  Eigen- 
schaften der  Gruppe,  ja  die  Gruppeneigenschaft  selbst  verloren  gingen; 
eine  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  könnte  sich  in  eine  ver- 
wandeln, welche  die  identische  Transformation  nicht  enthält,  und  dergleichen. 

Unter  Umständen  kommt  es  jedoch  blos  darauf  an,  die  Schaar  der 
Transformationen  x-  =  fi{x^  a)  in  der  Umgebung  einer  einzelnen  Stelle 
«1  •  •  •  ür  oder  x^-  '  ■  Xn  zu  untersuchen.  Diese  Untersuchung  wird  oft  da- 
durch erleichtert,  dass  man  neue  Veränderliche  oder  neue  Parameter  ein- 
führt, welche  in  der  Umgebung  der  betreffenden  Stelle  die  früher  genannten 
Forderungen  erfüllen. 

In  einem  solchen  Falle  braucht  man  daher  ejar  nicht  auf  die  Frasre 
emzugehen,  ob  die  betreffenden  Forderungen  in  der  ganzen  Ausdehnung 
der  Bereiche  (x)  bezüglich  '{a)  erfüllt  sind. 


§  5. 

Bisher  waren  für  uns  die  Begriffe  Transformation  und  Trans- 
formatioDsgruppe  von  rein  analytischer  Natur.  Dieselben  sind  jedoch 
einer  anschaulichen  Auffassung  fähig,  wenn  der  Begriff  des  n-fach 
ausgedehnten  Raumes  eingeführt  wird. 

Deuten  wir  nämlich  x^  •  ■  •  Xn  als  Punktcoordinaten  eines  solclien 
Raumes,   so  erscheint  eine  Transformation  xl  =  fi{x^  •  •  •  Xn)   als  eine 
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Fiinlätransformation^  dieselbe  lässt  sich  daher  auffassen  als  eine  Opera- 
tion, welche  darin  besteht,  dass  alle  Punkte  Xi  gleichzeitig  in  die 
neuen  Lagen  x!  übergeführt  werden.  Man  drückt  das  auch  so  aus: 
die  betreffende  Transformation  ist  eine  Operation,  bei  welcher  die 
Punkte  des  Raumes  x^-  -  •  Xn  unter  einander  vertauscht  werden. 
Haben  wir  nun  eine  Schaar  von  oo'  Transformationen 

Xi    fi  \X\  '  '  '  Xji ,    ttj  •  •  •  Ctr)  j 

welche  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden,  so  entspricht  dieser  Schaar 
eine  Schaar  von  oo'"  Operationen,  bei  welchen  die  Punkte  des  Raumes 
x^  •  ■  '  Xn  unter  einander  vertauscht  werden.  Offenbar  ergeben  je  zwei 
dieser  oo''  Operationen  nach  einander  ausgeführt  stets  eine  Operation, 
welche  wieder  der  Schaar  angehört. 

Wenn  wir  daher  überhaupt  eine  derartige  Schaar  von  Operationen 
als  eine  Operationsgruppe  oder  kurzweg  als  eine  Gruppe  bezeichnen, 
so  können  wir  sagen,  dass  jede  vorgelegte  r-gliedrige  Transformations- 
grujype  sich  als  analytische  Darstellung  einer  geiuissen  Gruppe  von  oo''  Ver- 
tauschungen  der  Funkte  x^  ■  •  ■  Xn  auffassen  lässt. 

Ist  umgekehrt  eine  Gruppe  von  oo'*  Vertauschungen  der  Punkte 
x^  '  ■  '  Xn  vorgelegt  und  ist  es  möglich,  diese  Vertauschungen  durch 
analytische  Transformationsgleichungen^arzustellen,  so  bilden  die  ent- 
sprechenden oo''  Transformationen  natürnch  eine  Transformationsgruppe. 

Denkt  man  sich  nun  eine  bestimmte  Operationsgruppe  gegeben 
und  ausserdem  eine  analytische  Darstellung  derselben,  also  eine  Trans- 
formationsgruppe, so  hat  diese  Darstellung  zwei  offenbare  Zufällig- 
keiten an  sich. 

Die  erste  Zufälligkeit  ist  die  Wahl  der  Parameter  a^  •  •  •  ar.  Es 
leuchtet  ein,  dass  es  auf  die  Operationsgruppe  an  sich  gar  keinen  Einfluss 
hat,  wenn  wir  an  Stelle  der  a  die  neuen  Parameter  äk  =  ßk  (<^i  •  •  •  cLr) 
einführen.  Nur  der  analytische  Ausdruck  für  die  Operationsgruppe 
wird  dabei  ein  anderer;  dieser  Ausdruck  stellt  daher  nach  wie  vor 
eine  Transformationsgruppe  dar. 

Die  zweite  Zufälligkeit  in  der  analytischen  Darstellung  unserer 
Operationsgruppe  ist  die  Wahl  des  Coordinatensystems  in  dem  Räume 
x^  '  •  '  Xn.  Jede  Vertauschung  der  Punkte  x^  -  •  ■  Xn  ist  von  der  Wahl 
des  Coordinatensystems,  auf  welches  man  die  Punkte  bezieht,  voll- 
ständig unabhängig;  nur  die  analytische  Darstellung  der  Vertauschung 
ändert  sich  mit  dem  betreffenden  Coordinaten System.  Dasselbe  gilt 
natürlich  von  jeder  Gruppe  von  Vertauschungen.  Hieraus  geht  hervor, 
dass  man  aus  einer  Transformationsgruppe  bei  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher, das  heisst  also  bei  einem  Wechsel  des  Coordinatensystems 
wieder  eine  Transformationsgruppe  erhält;    denn   die  Transformations- 
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gleichungen ,  welche  man  bei  Einführimg  der  neuen  Veränderlichen 
bekommt,  stellen  genau  dieselbe  Operationsgruppe  dar,  welche  von 
der  ursprünglichen  Transformationsgruppe  dargestellt  wird;  sie  bilden 
daher  ihrerseits  eine  Transformationsgruppe. 

Hiermit  sind  die  analytischen  Ueberlegungen  des  vorigen  Para- 
graphen begrifflich  erklärt.  Namentlich  ist  jetzt  ersichthch,  warum 
zwei  ähnliche  Transformationsgruppen  als  nicht  wesentlich  verschieden 
gelten  können-,  deshalb  nämlich,  weil  sie  beide  ein  und  dieselbe  Gruppe 
von  Operationen  analytisch  darstellen. 


Kapitel    2. 
Ableitung  grundlegender  Differentialgleichungen. 

Aus  der  früher  gegebenen  Definition  einer  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppe  x[  =  fi{x^^  '•  •  •  Xn,  a^  ■  •  a^)  wollen  wir  jetzt  gewisse 
Differentialgleichungen  ableiten,  welchen  die  Functionen  f]  genügen. 

§6. 
Durch  Verbindung  der  Gleichungen 

x'i'  =  fi  (x^  •  ■  ■  x>,\  h^-  •  •  h,) 

ergiebt  sich,  wie  wir  wissen,  ein  drittes  Gleichungensystem  von  ent- 
sprechender Form: 

Xl'  =  fi{x^'  '  ■  Xny    Cj  •  •  •  Cr)       (i  =   1  •  •  •  w)  , 

WO  die  Ck  bestimmte  und  zwar  analytische  Functionen  der  a  und  b 
allein  sind.  Analytisch  drückt  sich  das  aus  durch  die  n  Bedingungs- 
gleichungen 

(1)  fi{Xi    •  •  •  Xn,    \-  •  'hr)=  fi  (oOi-  ■  ■  Xaj    Cj  •  •  •  Cr)       (/  =   1   •  •  •  ll)  . 

Setzen  wir  in  denselben  x-  =  fiix,  a),  Ck  =  (pk(cL,  ^),  so  erhalten  wir 
lauter  Identitäten,  denn  die  n  -\-  2r  Veränderlichen  Xi,  üky  hk  sind  ja 
von  einander  unabhängig. 

Aehnliches  gilt  natürlich  von  jeder  Relation  zwischen  den  sechs 
Variabeinsystemen  Xi,  x-,  x/',  ük,  hk,  Cki  drückt  man  in  der  betreffen- 
den Relation  alles  durch  drei  von  einander  unabhängige  unter  diesen 
Variabeinsystemen  aus,  so  erhält  man  stets  eine  Identität. 

Nach  unsern  Festsetzungen  gelten  die  Eedingungsgleichungen  (l), 
wenn    die   x   im   Bereiche   ((a?)),    die    a   und    die    h   im  Bereiche  ((a))   liegen, 
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während  die  xl  und  die  Ck  gemäss  den  Gleichungen 
Xi  =  fi  (^,  a),     Ck  =  (fk  {a,  h) 
innerhalb  gewisser  Theile  der  Gebiete  (x)  bezüglich   (a)  bleiben. 

Von  den  Gleichungen  (1)  werden  wir  zunächst  ausgehen.  Wir 
betrachten  in  denselben  bis  auf  weiteres  x^--'Xn,  a^-ar  und  c^'--Cr 
als  unabhängige  Veränderliche^  dagegen  die  x'  und  die  l  vermöge  der 
Gleichungen  xl  =  fi{x,  a) ,  Ck  =  (pk(a,  h)  als  Functionen  der  unab- 
hängigen Veränderlichen. 

Unter  Zugrundelegung  dieser  Auffassung  wollen  wir  jetzt  die 
Gleichungen  (1)  partiell  nach  a/,  differentiiren;  wir  schreiben  dabei  der 
Kürze  wegen  //  für  fi{x\  h)  und  finden: 

^^'-i-         J-?£^_.    !£:^.  .    ^^•^^^•_n 

(l  =\  .  .  .  tij  /i;  =  1  .  .  .  r)  . 
Da  aber  die  Functionaldeterminante 


i: 


nicht    identisch    verschwindet,    so    können    wir    die    eben    erhaltenen 

^  X  '         3  X  ' 
Gleichungen  nach  -^  •  •  •  -^  auflösen  und  bekommen: 


(2) 


^<_-.    .„'  .J"^    ,  ,    ^    ..,  .JK 


^  =  a..„(^',  &)_  +  ... +  ^„(x;ft)g-i- 


wo  die  O  von  dem  Index  Iv  unabhänirijx  sind. 

Was  ihre  Gestalt  anbelangt,  so  sind  die  CP  {x\  h)  Quotienten  je  zweier 
Functionaldeterminanten,  welche  sich  für  alle  Werthsjsteme  x[  und  hk 
innerhalb  {x)  bezüglich  {a)  regulär  verhalten.     Da  ausserdem  der  allen  0 

gememsame    Nenner      > '  +  ^^  •  •  •  ^^    in    dem    betreffenden    Bereich 

nirgends  verschwindet,  so  verhalten  sich  auch  die  0{x\  &)  ^selbst  für  jedes 
der  besprochenen  Werthsysteme  a?/,  bj,  regulär,  ja  sie  sind  sogar  in  diesem 
ganzen  Bereich  eindeutig. 

Aber  wohlbemerkt:  der  Bereich,  in  welchem  die  Functionen  0(x\  b) 
definirt  sind,  ist  jedenfalls  nicht  ohne  Weiteres  auch  der  Gültigkeitsbereich 
der  Gleichungen  (2).  Diese  letzteren  sind  ja  unter  der  Voraussetzung  ab- 
geleitet, dass  Xl  '  ■  ■  Xn  in  (x)),  a^  ■  ■  ■  ür  und  b^  ■  :  ■  br  in  ((a))  und  dem- 
entsprechend rr/  ■  •  •  Xn  im  Bereiche  x  =  f{{x}j  ((a)))  liegen.  Ob  diese 
Voraussetzungen  sich  durch  andere,  weniger  einschränkende  ersetzen  lassen, 
wissen  wir  zunächst  nicht. 
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Die  in  (2)  vorkommenden  Differentialquotienten  der  h  nach  den  a 
lassen  sich  mit  Hülfe  der  Gleichungen  Ca  =  (p/n  (a,  h)  als  Functionen 
von  a^  -  ■  ■  ttr,  hl  ■  ■  hr  darstellen.  Wenn  wir  nämlich  diese  Gleichungen 
partiell  nach  den  ak  differentiiren,  indem  wir  wie  früher  die  a  und  die 
c  als  unabhängige  Veränderliche,  dagegen  die  h  als  Funktionen  der  a 
und  c  betrachten,  so  kommt: 


1 


^-^  +  -^==0     (li,  7.^  =  1...  0, 


also  erhalten  wir  durch  Auflösung: 


db^  Zi-  d\  ' '  d\_^  da,  dh~ ' '  Fb 


(^  •          CO. 
ä^ ^tTT^: Wr ^^    'I'nk{a,--ar,    h,--hr) 


2^ 


Wenn    diese   Werthe    in    die   Gleichungen    (2)    eingesetzt    werden,    so 
ergiebt  sich: 


dx. 


(2')  ä^  =  ^  "^i^  («.  V)  .  0j,  {x',  h)     {v  =  l--.n,h^\---r). 

k  j 

Biese  Gleichungen  sind  äusserst  wichtig,  wie  wir  später  sehen  werden. 

Wegen  der  früher  gemachten  Voraussetzungen  verhalten  sich  die 
Functionen  ^(r/,  J))  regulär,  wenn  die  a-k  und  die  ?>a  beliebig  im  Bereiche 
((a))  liegen.     Daher  wird  die  Determinante 

für  keines  der  betreffenden  Werthsysteme  ük,  bk  unendlich. 

Bisher  sahen  wir  a^  -  ■  ■  a^  zusammen  mit  x^  ■  ■  ■  Xn  und  q  •  •  Cr 
als  die  unabhängigen  Veränderlichen  an,  wir  können  aber  ebensogut 
\-  •  hr  mit  x^-  '  •  Xn  und  c^  •  •  ■  Cr  als  solche  wählen.  Bei  Zugrunde- 
legung der  letzteren  Auffassung  müssen  wir  a^  •  -  ■  ür  und  x^  ■  ■  •  Xn 
vermöge  der  Gleichungen  Ck  =  (pk{a,  h),  x/  =  fiix,  a)  als  Functionen 
der  betreffenden  unabhängigen  Veränderlichen  betrachten.  Dies  wollen 
wir  für  einen  Augenblick  thun,  um  die  Gleichungen  (2)  in  übersicht- 
licher  Weise  nach   den    ^p    aufzulösen.     Zu   dem  Ende  multipliciren 

wir  die   soeben  genannten   Gleichungen  mit  ^  und   summiren   nach 
1c  von   1  •  •  •  r,  dann  ergiebt  sich: 

r  r 

'^^^r^Clj,  "STT  db 
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wofür  wir  schreiben  können: 

(3)    a>.,(.;5)  =  ^gjA  =  g  („  =  i. ...,.  =  !..,„). 

Das    sind    die    gewünschten   Auflösungen    der   Gleichungen    (2).      Wir 

dx  ' 
können   übrigens   die   Gleichungen  ^  =  0^,,  (x' ,  h)    auch   direkt   aus 

den  Gleichungen  fi{x\  &)==/;  (a:,  c)  ableiten:  indem  wir  fortwährend 
die  hky  Xij  Ck  als  unabhängige  Veränderliche  betrachten,  nach  hn  par- 
tiell diflPerentiiren: 

3  cc  ^ 
und   endlich  die  erhaltenen  Gleichungen  nach  den  —^  auflösen. 

Wie  früher  die  -^ — ■,    so   wollen    wir   jetzt    auch    die   Differential- 

quotienten  ^7-  als  Functionen  von  a^-  •  •  ar,  \  ■  •  hr  darstellen.  Es 
ist  ja 

dcp^  da,.    ,    dcp^ 
h 


\ri  d(p,,  da.         dq)„ 


also  ergiebt  sich: 


db 


**+i      ^«• 


'V'h-— —  ~^ 


Wenn  wir  diese  Werthe  in  (3)  einsetzen,  so  erhalten  wir  die  Gleich- 
ungen 

(3')     (b„,(x',h)='^A„,{a,h)^-^    {v=l...n,l  =  l---r), 

1  * 

die   wir  natürlich   auch   direkt  durch  Auflösung   der  Gleichungen  (2') 
erhalten  können. 

Die  A{a,  b)  verhalten  sich  ebenso  wie  die  oben  vorkommenden 
^(a,  b)  regulär  für  alle  Werthsyßteme  %  und  bk  im  Bereiche  ((«)). 
Folglich  wird  auch  die  Determinante 

da^         da^         -^ 


^  ±db^"  '  db~  ^  '^^^^ 
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für  keines  dieser  Werthsysteme  cik^  l>k  unendlich.  Aus  der  bekannten  Ee- 
lation 

ergiebt  sich  daher,  dass  auch  keine  der  beiden  Determinanten  ^+  ^^  •  •  •  ^Prr 
und  ^+  ^11  •  *  •  Arr  für  eines  der  in  Rede  stehenden  Werthsysteme  fl;^.,  hk 
verschwindet. 

§7. 
Die  Gleichungen 

(1)  fi  {X^  ■  ■  ■  Xn,    h^-  ■  ■hr)=  fi{Xi-  ■  ■  Xn,    ^  •  •  •  Cr)  , 

von  denen  wir  ausgingen,  wurden  zu  Identitäten,  wenn  wir  für  die  x/ 
und  Ck  bezüglich  die  Ausdrücke  fi(x,  a)  und  (pk(a,  h)  einsetzten.  Das- 
selbe gilt  natürlich  von  den  Gleichungen  (2')  und  (3'),  denn  die  Ver- 
änderlichen Xj,  ük,  hk  sind  ja  von  einander  unabhängig. 

Nun  aber  kommen  die  Ck  in  keinem  dieser  beiden  Gleichungen- 
systeme vor,  also  verwandeln  sich  (2')  und  (3')  schon  dann  in  Iden- 
titäten, wenn  wir  xl  durch  fi{Xy  a)  ersetzen.  Mit  andern  Worten: 
die  Gleichungen  (2')  und  (3')  sind  gewisse  Differentialgleichungen  für 
x(  •  '  '  Xn  betrachtet  als  Functionen  von  a^  •  •  •  a^,  x^-  •  -  Xn  .  Bei  der 
Substitution  xl  =  fi  (x^  a)  werden  diese  Differentialgleichungen  identisch 
befriedigt  und  zwar  unabhängig  von  den  Werthen  der  Grössen  h^'-hr. 
Diese  letzteren  spielen  in  Folge  dessen  in  den  Differentialgleichungen 
(2')  und  (3')  nur  die  Rolle  von  willkürlichen  Gonstanten.  Wenn  wir 
daher  in  den  Gleichungen  (2')  und  (3')  den  Grössen  b^  ■  ■  ■  hr  irgend 
welche  erlaubte  aber  feste  Werthe  cj^  ■  ■  Or  ertheilen,  so  stellen  diese 
Gleichungen  immer  noch  Differentialgleichungen  dar,  welche  bei  der 
Substitution  Xi  =  fi{x,  a)  identisch  erfüllt  sind.  Diese  neuen  Diffe- 
rentialgleichungen   haben  aber    den  Vortheil,    dass   sie    nur    die   Ver- 

änderlichen  a;/  •  •  •  x^,  a^  •  •  •  ar  und  die  Differentialquotienten  -^  ent- 
halten, dagegen  von  willkürlichen  Constanten  frei  sind. 

Um  die  betreffenden  Differentialgleichungen  bequemer  schreiben 
zu  können,  führen  wir  die  folgenden  Bezeichnungen  ein: 

^Ttv  (^/  '  •  '  Xnj    (D^-  '  ■  (Or)  ==  irtv  {x^  '  '  '  X^') 
Wjk  (a^   '  ■  ■  ttr,      OJj   •  •   •  CO^)    =  ll^jj.  (^1   •  •   •  ttr) 
Jjk    (ö^i   •  •  •  ttrj       (O^  ■   ■  ■  (Or)  =^  Kjk  («i   '   '   "  «7) 
(V  =1   ■  •  ■  n-,    7t,  j,    ]C=1  "  '7'). 

Aus  (2')  erhalten  wir  dann  bei  der  Substitution  hf,  =  (d^  das  nach- 
stehende System  von  Differentialgleichungen: 


(4) 


32  Kapitel  2,  §  7. 

(ö)  ^  =  ^^ß(^i  •  •  •  «r)  •  ij;{x,'  .  •  .  Xn')     {i  =  1  .  .  .  n,  h  ^  1  •  •  .  r) 
^  1 

und  aus  (3')  das  mit  (5)  äquivalente  System: 

r 

(6)   ^kiW  •  •  .  Xn)  =  2j  %(«^i  •  •  •  ^-) ä^     (^  =  1  •  •  •  w,  7^  -=  1  •  .  .  r) . 

Zwischen  den   hier  vorkommenden  Functionen  ■ipß{a)   und   «/;;(«)   be- 
stehen augenscheinlich  die  Beziehungen: 

r 

1 

r 

1 

2^  ±   ^n    •  •  •    ^.r   •   ^«n   •  •  •  «rr  =   1, 

wo  f;vr  verschwindet,   wenn  %  verschieden   von  j  ist,    während  Sj^  den 
Werth  1  hat. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  das  Werthsystem  h,,  =  cok  im  Be- 
reiche ((«))  liegen  muss. 

Die  Diiferentialgleichungen  (5)  und  (6)  ihrerseits  sind  zunächst 
abgeleitet  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  x,-  im  Bereiche  {{x},  die  ak 
im  Bereiche  ((a))  sich  befinden,  wobei  dann  die  x-  =  fi(x,  d)  gewisse 
Werthe  innerhalb  des  Bereiches  (x)  annehmen.  Später  aber  werden  wir 
zeigen,  dass  die  in  (5)  und  (6)  vorkommenden  Functionen  sich  in  einem 
grösseren  Bereiche  definiren  lassen,  woraus  wir  dann  schliessen  können, 
dass  auch  der  Gültigkeitsbereich  jener  Gleichungen  ein  grösserer  ist. 

Uebrigens  liegt  es  schon  in  dem  Früheren,  dass  wenigstens  die 
Functionen  ^ji(x')  in  dem  ganzen  Bereich  (x)  und  nicht  blos  in  dem 
vorhin  angegebenen  kleineren  Bereiche  definirt  sind.  Die  ^ji(x)  verhalten 
sich  überdies  für  alle  Werthsysteme  x^  .  .  .  x^  im  Bereiche  (x)  regulär, 
sie  sind  sogar  in  diesem  ganzen  Bereiche  eindeutig  aus  dem  einfachen 
Grunde,  weil  dies  alles  von  den  0ß(x\  h)  gilt,  aus  denen  die  ^ix')  durch 
die  Substitution  hk  =  co^  entstanden  sind.  Später  werden  wir  jedoch  sehen, 
dass  die  '^ß{x')  sich  in  einem  noch  grösseren  Bereiche  durch  analytische 
Fortsetzung  definiren  lassen. 

Hervorzuheben  ist  ausserdem,  dass  die  Functionen  ifjjk(a)  und  aß.(n) 
sich  für  alle  Werthsysteme  a^-  im  Bereiche  ((«))  regulär  verhalten,  sowie 
dass  keine  der  beiden  Determinanten 

für  eines  dieser  Werthsysteme  verschwindet. 
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Aus  den  Gleichungen  (6)   lässt   sich  noch   eine  Folgerung  ziehen, 

welche   sich   späterhin   als   wichtig   erweist:   die   rn  Ausdrücke   ^ki{x') 

sind   in  dem  Sinne   von  einander   unabhängig,   dass  es   unmöglich  ist, 
die  n  Gleichungen 

r 

^^et,l,i{x;  . . .  Xn)  =  0     (i  ==  1  . . .  ^) 

durch  solche  Grössen  e,  ■  ■  •  Cr  zu  befriedigen,  welche  weder  sämmtlich 
verschwinden,  noch  die  Veränderlichen  x^  ■  ■  ■  x^  enthalten. 

Nehmen  wir  nämlich  an,  dass  e,  ■  ■  •  e,  solche  von  x^  -  •  ■  x^  un- 
abhängige Grössen  sind,  welche  die  obigen  Gleichungen  befriedigen, 
so  erhalten  wir  wegen  (6)  die  folgenden  n  Gleichungen: 


1 .  ■ .  r 
kj  j 


welche  bei  der  Substitution  X;'  =f,{x,  a)  zu  Identitäten  werden.  Die 
'\  Functionen  fi{x,  a)  genügen  demnach  sämmtlich  der  linearen  par- 
tiellen Differential  cjleichuns: 


l...r 

Xj  Gk  cckj  (a)  >—  =  0 , 
-^r  ^  ^  ca.  ' 

kj  3 


deren  Coefficienten  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  blos  von 
a^-'-ar,  nicht  aber  von  x,  •  -  •  Xn  abhängen.  Nach  Kap.  1  Satz  \  ist 
das  unmöglich,  da  die  Parameter  a,  •  •  •  «,  in  den  Gleichungen  x',  =  f,  (x,  a) 
wesentlich  sind.  Folglich  muss  die  betreffende  Difeentialgleid  ' 
an  und  für  sich  eine  Identität  sein,  es  muss  für  jedes  j  werden: 


lUllli- 


r 

1 


r); 


da  aber  die  Determinante  der  a,j(a}  nielit  identisch  verschwindet,  so 
ergiebt  sich  sofort  «,  =  e,  =  . .  .  =  c,  =  0,  womit  unsere  Behauptung 
bewiesen  ist.  ^ 

Die    wichtigsten    der    im    Vorstehenden    gewonnenen   Ergebnisse 
fassen  wir  jetzt  zusammen,  wie  folgt: 

Theorem  3.     Stellen  die  n  Gleichungen 

x.;  =f,(x^,..  x^^  a^.  .  .  ar)     (^  =  1  . .  .  n) 

eine  endliche  continuirliche  Gruppe  dar,  deren  Parameter 
a,  •  •  •  ar   sämmtlich   wesentlich   sind,    so  genügen   x/  ■  •  -  Xn\    als 

Theorie  der  Transformationsgruppen.  o 


34  Kapitel  2,  §§  7,  8. 

Functionen  von  a^--ar.,  x^-  •  -  Xn  betrachtet,  gewissen  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form: 

d  X  ^         ^t~T 

(5)  j^=-^^ß{a^"'ar)'lji{x;  "-Xn)     (i  =  1  "-n,  Ä:=l  •••r), 

^         1 

die  sich  auch  schreiben  lassen: 

(6)  lji{x^  '"Xn)  =  ^^ccjk(a^  "'Cir)j^     (i  ^  1  . .  .  n ,  j  =  1  •  •  •  r). 

Hier  verschwindet  iveder  die  Determinante  der  ipjkiff)  noch  die- 
jenige der  ajk(a)  identisch-^  ausserdem  ist  es  unmöglich,  r  solche 
von  xl  •  •  •  Xn  unabhängige  und  nicht  sämmtlich  v er schivindcnd e 
Grössen  e^-  •  -  Cr  anzugeben,  dass  die  n  Ausdrüche 

e^  lu  {x)  H \-  Cr  Iri  {x)     (i  =  1  - -- n) 

gleichzeitig  verschwinden."^) 

Dieses  Theorem  bildet  die  Grundlage  der  folgenden  Untersuchungen. 
Dasselbe  gilt,  wie  gesagt,  für  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen. 
Namentlich  muss  hervorgehoben  werden,  dass  es  bei  dem  Beweise 
dieses  Theorems  gar  nicht  in  Betracht  gekommen  ist,  ob  die  be- 
treffende Gruppe  die  identische  und  inverse  Transformationen  enthält, 
oder  ob  sie  dies  nicht  thut.  Wir  haben  eben  beim  Beweise  keine 
anderen  Voraussetzungen  benutzt,  als  die  in  §  2  gemachten. 
„  Beispiel.     Wir  betrachten  wieder  die  Gruppe: 

,  X  -{-  a-i 


Hier  ist: 

dx' 
da, 

wie  man 

dx' 

da,         a, 

dx' 
da^    ^ 

dx' 
da^  "~ 

1 

dx'               x{x  -\-  a,) 

«2  X  -f  «3  ' 

dx' 
da^ 

sich  leicht  i 

1 

da^              (ffgic  -f-  aj' 
X  -^  a. 

also  wird, 

(«2  ^   +   «3)'^' 

überzeugt: 
«2            ' 

—  «ißa          «3 

—  a,  «2 

«1           ^'               «3 

«3 

—  a,  «2               %  —  «1  «2 

1           ^'    \           «2          , 

«3 

—  a,  «2   "          «3  —  «1  «2  ' 

*)  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Natur v.  Bd.  1,  Christiania  1876. 
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Den  Behauptungen  des  Theorems  3  ist  daher  Genüge  geleistet, 
wenn  wir  setzen: 

§   8. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  den  oben  versprochenen  Nachweis  zu  fübren, 
dass  sich  der  Bereich,  in  welchem  die  Functionen  ^ß  und  '\\}ß  definirt  sind, 
erweitern  lässt.  Allerdings  müssen  wir  bemerken,  dass  die  betreffenden 
Entwickelungen  für  das  Folgende  genau  genommen  nicht  unentbehrlich  sind. 

Von  den  Functionen  'E,ji{x)  und  ipjklci)  steht  bisher  folgendes  fest:  die 
^ji{^)  verhalten  sich  regulär  in  dem  ganzen  Bereiche  (.r)  und  von  den 
ipjk{a)  gilt  dasselbe  im  Bereiche  ((«)).  Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  es 
möglich  ist,  sowohl  die  ^  (x)  als  die  ip  (d)  auch  noch  ausserhalb  der  be- 
treffenden Bereiche  analytisch  fortzusetzen.  Gleichzeitig  wird  es  sich  zeigen, 
dass  auch  die  Gleichungen  (5): 

k         ^ 

in  einem  grösseren  Bereiche  gelten,  als  wir  es  bisher  wissen;  vorläufig  ist 
ja  das  Bestehen  dieser  Gleichungen  nur  dann  sicher,  wenn  die  Xi  in  ((ir)), 
die  ctk  in  ([a]j  laufen  und  die  x/  dementsprechend  aus  Xi  =  fi(x^  a)  be- 
stimmt werden, 

d  x/ 
Die  Gleichungen  (5)  stellen  die  Differentialquotienten  -^-  als  Functionen 

der   von    einander    unabhängigen   Veränderlichen  a?/  •  •  •  Xn  ,    (fj  ■  •  •  fh    dar. 

dx/ 
Eine  andere  Darstellung  der    ^-—  durch    die  x'  und   die  a   finden  wir   auf 


die  folgende  Weise: 
In  der  Gleichung 


dx{  d 

7  =  ^fi(^^  ^0 


d  ttf,        0  cij. 


ist  der  Ausdruck  rechter  Hand  wobl  definirt  und  verhält  sich  regulär, 
wenn  die  x  beliebig  in  dem  ganzen  Bereiche  (x)  laufen  und  die  a  beliebig 
in  dem  ganzen  Bereiche  {a).  Nun  lassen  sich  nach  Voraussetzung  die 
Gleichungen  Xi  =  fi(x^  n)  nach  Xi  -  -  -  Xn  auflösen:  Xv  ==  Fv{x\  a),  wo  die 
Fv  sich  in  der  Umgebung  eines  jeden  Werthsystems  ,r/,  äk  regulär  ver- 
halten, vorausgesetzt,  dass  ä^  ■  •  •  är  im  Bereiche  (r/)  liegt  und  dass 
^i  =  fi(^i  ^')  ist,    WO  Xi  '  •  '  Xn  dem  Bereiche  (a?)    angehört.      Machen  wir 

daher  in  den  Ausdrücken  ^ —  //(rr,  a)  die  Substitution  Xv  =  Fy  {x\  a),  so 

erhalten  wir: 

dx^  d 

T^  ^  W^  ^'  ^^'   ^*)  ^  ^h-(00j^  ■  '  '  Xn\   %  •  •  •  Clr)  (i  =  1  .  .  .  W,    Jc  =  1  -  ■  -  r), 

WO  die  ^ki  ihrerseits  sich  in  der  Umgebung  eines  jeden  Werthsystems  x/,  äk 
von  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  regulär  verhalten. 

3* 
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Für  später  ist  noch  die  Bemerkung  von  Wichtigkeit,  dass  es  keine 
von  a?/  •  •  •  Xn  unabhängigen  Functionen  i^  («)  •  •  •  %r{o)  von  (i^  ■  -  ür  giebt, 
welche  die  n  Gleichungen 

r 

^  tkici'l"  '  «r)  •  ^ki{x\  a)  =0       (i  =  1  .  .  .  w) 

befriedigen;  dies  ist  einfach  dadurch   ausgeschlossen,  dass  es  keine  lineare 
partielle  Differentialgleichung  von  der  Form 


7 


giebt,  welcher  alle  n  Functionen  /\(ic,  (i)  •  •  •  fn(x^  a)  genügen.  Dagegen 
ist  es  sehr  gut  denkbar,  dass  für  einzelne  specielle  Werthsysteme  der  a^ 
zum  Beispiel  für  ein  Werthsystem  a^^ -  •  •  ar^  Relationen  von  der  Form 

r 

^  hSlki{x\  a^)  =  0      (i  =  1  .  •  .  ^) 

1 

bestehen,  in  denen  die  Grössen  l^  ■  •  ■  l,-  von  dem  Index  i  und  von  den 
Veränderlichen  rr/  •  •  •  Xj'  unabhängig  sind. 

Innerhalb    ihres    gemeinsamen    Gültigkeitsbereiches    müssen    natürlich 

dx.' 

unsere   beiden   Darstellungen  von  ^ —  zusammenfallen.      Also    ist  identisch 

da, 

r 

(7)  ^M{oß\  a)  =^,^^j,{a)'y{x)      (i  =  l  .  .  .  w,  Ä;  =  1  •  •  •  r), 

1 

sobald  die  aj,  in  ((a))  liegen  und  x^  =  fv{x^  d)  ist,  wo  die  x  dem  Be- 
reiche ((ic))  angehören.  Diese  Identitäten  werden  uns  gleich  sehr  nütz- 
lich sein. 

Zunächst  gehen  wir  darauf  aus,  den  Bereich  zu  erweitern,  in  welchem 
die  ^{x')  definirt  sind.     Zu  dem  Ende  setzen  wir: 

r 

(8)  Bi  =  ^Ck^j^{x\a)      (i  =  l...^) 

1 

unter  den  Ck  willkürliche,  von  den  x  unabhängige  Grössen  verstanden. 
Auf  die  Gleichungen  (8)  wenden  wir  einen  Satz  aus  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  an,  den  wir  schon  einmal  erwähnt  haben  (vgl.  die 
Einl.  S.  5,  siehe  auch  Kap.  10).  Nach  demselben  ist  es  möglich,  ge- 
wisse von  C\  •  •  ■  Cr  freie  Differentialgleichungen  anzugeben,  welchen  S^-  •  •  Bn 
als  Functionen  von  x^  •  •  ■  Xn  genügen  und  deren  allgemeinste  Lösungen 
eben  die  obigen  Werthe  der  Z  darstellen,  wenn  man  C^-  ■  ■  Cr  als  Integra- 
tionsconstanten  auffasst.  Wir  erhalten  diese  Differentialgleichungen,  wenn 
wir  aus  (8)  bis  zu  einer  gewissen,  etwa  bis  zur  w*^^  Ordnung  alle  Differential- 
quotienten der  Z  nach  x^  •  •  ■  Xn  berechnen  und  sodann  alle  durch  Elimination 
der  Ck  entstehenden  Gleichungen  aufstellen.  Die  Zahl  m  ist  dabei  so  zu 
wählen,  dass  das  erhaltene  System  von    Differentialgleichungen   nach    allen 
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Differentialquotienten  m*^''  Ordnung  von  ^^  •  •  •  S*«  auflösbar  ist,  nicht  aber 
schon  nach  allen  (m  —  l)*®"^  Ordnung. 

Wir  erhalten  hierdurch  ein  System  von  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen, welches  die  Ausdrücke  S^  -•  -  Sn  definirt.  Denken  wir  uns 
jetzt  dieses  System  nach  so  vielen  Differentialquotienten  der  ^  aufgelöst, 
als  es  Gleichungen  enthält.  Die  Coefficienten  in  den  aufgelösten  Differential- 
gleichungen sind  dann  offenbar  rationale  Functionen  der  Slki(x\  a)  und 
ihrer  Differentialquotienten  erster  bis  m^^^  Ordnung  nach  x^  ■  •  •  Xa.  Jeder 
dieser  Coefficienten  ist  daher  Quotient  zweier  Functionen  von  x^  •  ■  •  Xn\ 
%  •  •  •  cirj  welche  sich  beide  regulär  verhalten,  wenn  die  ajc  beliebig  in  (a) 
laufen  und  die  xl  den  Gleichungen  Xi==fi(x,  a)  genügen,  wo  die  x  be- 
liebig in  (x)  laufen.  Wir  schliessen  daraus,  dass  jeder  solche  Coefficient 
sich  wenigstens  im  Allgemeinen  für  die  betreffenden  Werthsysteme  «yt,  x' 
regulär  verhält  und  dass  er  sich  über  den  ganzen  Bereich  dieser  Werth- 
systeme analytisch  fortsetzen  lässt. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  der  Identitäten  (7).  Dieselben  zeigen,  dass 
die  Gleichungen  (8)   sich  auch  schreiben  lassen: 

(8')  ^,  =  ^-  (  ^  (^1^ ^ß W  )  '^Ä-^')      (^  -  1  •  •  •  '^0, 

wenigstens  so  lange  als  die  a^.  in  ((«))  liegen  und  Xi  ==  fi(x,  a)  ist,  wo 
die  Xv  in  ((^'l  liegen.  Wenn  wir  uns  daher  auf  diese  Werthsysteme  Xi\ 
ük  beschränken,  so  können  wir  zur  Ableitung  der  besprochenen  Differential- 
gleichungen für  Si  •  •  •  iBln  ebensogut  die  Gleichungen  (8')  anwenden  wie 
die  Gleichungen  (8);  beide  Male  erhalten  wir  idenlisch  dieselben  Differential- 
gleichungen. 

Nun  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  die  aus  (8')  abgeleiteten  Differential- 
gleichungen für  !E!^-  •  •  !H!n  von  a^  •  ■  •  ür  frei  sind.  Nämlich  die  Gleichungen 
(8')  stellen  in  dem  bewussten  Gebiete  der  x! ,  cik  das  allgemeinste  Lösungen- 
system  dieser  Differentialgleichungen  dar,  wenn  wir  6\  •  •  •  6V  als  Integrations- 
constanten  betrachten.     Setzen  |Wir  aber 

r 

1 

und  berücksichtigen,  dass  die  Determinante  der  ipjk{<()  nicht  identisch  ver- 
schwindet, so  stellen  offenbar  auch  die  Gleichungen 

(8")  S=^C/i„(^')       {i=l---n) 

1 

mit  den  r  Integrationsconstanten  0^'  •  •  •  C/  das  allgemeinste  Lösungen- 
system unserer  Differentialgleichungen  dar.  Aus  den  Gleichungen  (8") 
müssen  wir  daher  ebensogut  wie  aus  (8')  die  Differentialgleichungen  für 
5*1  •  •  •  S*«  ableiten  können.  Wenn  wir  aber  das  thun,  wenn  wir  die 
Gleichungen  (8")  differentiiren  und  die  C'  wegschaffen,  so  erhalten  wir 
Differentialgleichungen,  deren  Coefficienten  von  «j  •  •  •  cir  frei  sind  und 
Xn    abhängen.     Dasselbe    muss   natürlich   bei   den   aus    (8') 
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bezüglich  (8)  abgeleiteten  Differentialgleichungen  der  Fall  sein,  weni<Tstens 
für  alle  x-,    im  Bereiche  ic'= /"(((x))  ((a))). 

Betrachten  wir  jetzt  in  den  aufgelösten  Differentialgleichungen,  welche 
aus  (8)  abgeleitet  sind,  irgend  einen  Coefficienten  I]{x^ ■  •  •  Xn  ,  %  •  •  •  a^. 
Derselbe  lässt  sich,  wie  wir  wissen,  über  den  ganzen  Bereich  (a),  x  =  f((x)  («)) 
analytisch  fortsetzen.  Aber  soeben  haben  wir  gesehen,  dass  dieser  Coeffi- 
cient  von  a^y  -  cir  unabhängig  ist,  so  lange  die  a^  in  ((a))  liegen  und 
die  xl  in  a;' =/"  (((4  ((«))).  In  diesem  letzteren  Bereiche  verschwinden 
daher   die   r  Differentialquotienten  ^- ^—    identisch.      Da    nun    diese 

Differentialquotienten  sich  ebenso  wie  B  selbst  über  den  ganzen  Bereich 
(a),  x=f{(x){a)^  analytisch  fortsetzen  lassen,  so  verschwinden  sie  in 
diesem  ganzen  Bereiche  identisch;  das  heisst  i;  und  überhaupt  alle  Coeffi- 
cienten der  aus  (8)  abgeleiteten  aufgelösten  Differentialgleichungen  sind  in 
dem  ganzen  Bereiche  (a),  x=  f{{x)  (a))  von  den  a^  frei  und  also  Functionen 
von  x^  •  -  '  Xn  allein.  Natürlich  lassen  sich  diese  Coefficienten  über  den 
ganzen  Bereich  x'=f{{x){(i))  analytisch  fortsetzen  und  verhalten  sich  in 
diesem  Bereiche  im  Allgemeinen  regulär. 

Wir  wissen,  dass  das  allgemeinste  Lösungensystem  der  Differential- 
gleichungen für  ^1  •  •  •  &  gerade  r  willkürliche  Constanten  enthält.  Dieses 
allgemeinste  Lösungensystem  lässt  sich  aus  r  particulären  Lösungensystemen 
Aki  •  '  '  Bkn  (/t  =  1  •  •  •  r)  linear  ableiten,  sobald  dieselben  ein  sogenanntes 
Fundamentalsystem  bilden,  das  heisst,  so  bald  es  unmöglich  ist  r  von 
x^ '  -  '  Xn  unabhängige  Grössen  \'  -  -  li^  anzugeben,  welche,  ohne  sämmtlich 
zu  verschwinden,  die  n  Gleichungen 

/• 
^khSki-=  0       (1=1  •'  -n) 
1 
identisch  befriedigen, 

Nun  können  wir  für  jedes  Werthsystem  x/  des  Bereiches  x==  f((x)  (a)) 
ein  solches  Fundamentalsystem  von  Lösungensystemen  angeben,  dessen 
Functionen  sich  sämmtlich  in  der  Umgebung  des  betreffenden  Werthsystems 
x/  regulär  verhalten.  Denn  ist  ä^-  -  ■  Ur  ein  Werthsystem  von  allgemeiner 
Lage  in  («) ,  so  stellen  die  Ausdrücke  Slki  ■  •  •  ^kn  (Je  =  1  --  •  r)  ein 
solches  Fundamentalsystem  dar.     Die  Gleichungen 

r 

a  =^k  CkSlki  (x\  a)       (i  =  1  .  .  .  w) 

1 

mit  den  willkürlichen  Constanten  C^  -  -  ■  Cr  bestimmen  daher  das  allge- 
meinste Lösungensystem.  Dabei  verhalten  sich  alle  ^ki(x\  a)  in  der  Um- 
gebung jedes  Werthsystems  x[=fi(x,a)  regulär,  wenn  ^nan  x^- ■  -  Xn 
irgendwo  im  Bereiche  (x)  wählt.  Nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  sich  die 
Coefficienten  unserer  Differentialgleichungen  über  den  ganzen  Bereich 
X  =  f{(x)  (a))  analytisch  fortsetzen  lassen,  so  erkennen  wir,  dass  wir  von 
irgend  einem  bestimmten  Fundamentalsysteme  von  Lösungensystemen,  etwa 
von  dem  obigen  ausgehen  und  dasselbe  über  den  ganzen  Bereich  x=f{(x)  (a)) 
analytisch  fortsetzen   können.     Diese   analytischen   Fortsetzungen  verhalten 


Ableitung  grundlegender  Differentialgleichungen,  39 

sich  selbstverständlich  an  jeder  Stelle  dieses  Bereiches  regulär  und  stellen 
ausserdem  stets  ein  Fundamentalsystem  dar.  Wählen  wir  insbesondere  das 
Werthsystem  ä^  -  •  •  ä,.  im  Bereiche  ((«)),  so  können  wir  die  Identitäten  (7) 
benutzen,  um  zu  erkennen,  dass  sich  die  lji{x')  über  den  ganzen  Bereich 
X  =  f{{x)  {a))  fortsetzen  lassen.     Wir  bekommen  nämlich: 

r 

yj^jkiß)  '  &(^0  =  ^ki{p\  ä)       (i  =  1  .  •  .  n,  70  ==  1  .  .  •  r), 
1 

und  da  2;  -j-i/^ii  (tt)  •  •  •  '^rr{(i)  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sicher 
von  Null  vei-schieden  ist,  so  erhalten  wir  die  %i{x)  ausgedrückt  als  lineare 
homogene  Functionen  der  Um{x\  a)  mit  constanten  Coefficienten.  Diese 
Ausdrücke  der  'E,ji{x')  lassen  sich,  weil  dies  mit  den  ßx,(a;',  ä)  der  Fall 
ist,  über  den  ganzen  Bereich  x  =  f{{x)  (a))  analytisch  fortsetzen,  verhalten 
sich  dabei  an  jeder  Stelle  dieses  Bereiches  regulär  und  stellen  überall  ein 
Fundamentalsystem  von  Lösungensystemen  dar. 

Damit  ist  der  erste  Theil  unserer  Aufgabe  erledigt;  der  Bereich,  in 
welchem  die  ^ji(x)  definirt  sind,  ist  erweitert,  üebrig  bleibt  uns  noch 
das  entsprechende  bei  den  il^jk{a)  durchzuführen. 

Zu  dem  Ende  überlegen  wir,  wie  folgt: 

Die  '^ji(x)  bilden  an  jeder  Stelle  Xi  ein  System  von  r  Lösungen- 
systeraen  und  zwar  ein  Fundamentalsystem.  Die  ^ki{x\  a)  stellen  für 
jedes  Werthsystem  ä^  •  •  -  ä,-  r  particuläre  Lösungensysteme  dar,  allerdings 
für  specielle  Werthsysteme  %^  •  •  •  a/  möglicherweise  kein  Fundamenial- 
system.  Jedenfalls  lässt  sich  jedes  Lösungensystem  ^ia{x\  ä)  •  •  •  Sl/,n{x\  ä) 
aus   dem  Fundamentalsysteme  der   '^ji{x')  linear  ableiten: 


a 


ki{x\  a)  =^j  J>jk^ji{x')       (/j  =  1  .  .  .  r,  /  =  1  .  .  .  w), 


wobei  die  hß  vollkommen  bestimmte  Constanten  sind,  sobald  man  äi---ä,. 
fest  gewählt  hat.  Genügen  nämlich  sowohl  die  Grössen  hjk  als  die  Grössen 
Jiß  den  eben  geschriebenen  Gleichungen,  so  ergiebt  sich: 

r 

^  O^ß  -  ^¥) '  &-(^')  =  0       (/.  =  1  •  •  .  r,  i  =  1  .  .  •  n), 
1 

also  ist  hjk  =  hß  wegen  der  bekannten  Eigenschaften  der  ^ß  {x). 

Die  betreffenden  Werthe  der  hß  hängen  natürlich  von  den  äk  ab,  oder, 
wenn  wir  ük  für  äk  schreiben:  die  liß  werden  gewisse  Functionen  der  a. 
um  diese  Functionen  zu  bestimmen,  entwickeln  wir  in  den  Gleichungen 

r 

Slki  {x\  a)  =  ^j  hß  (a)  •  '^ß  (x) 

1 

beide  Seiten  nach  Potenzen  von  xj  —  x'r%  wo  Xr^=fv(x^,  «)  i«t  und  xp 
im  Bereiche  (x),  äk  im  Bereiche  (a)  liegt.  Sodann  vergleichen  wir  auf 
beiden  Seiten  die  Coefficienten  und  erhalten  eine  Reihe  von  linearen 
Gleichungen 
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r 

1 

zur  Bestimmung  der  hjk(a).  Diese  Gleichungen  müssen  nach  dem  Voran- 
gehenden die  hjk{a)  vollständig  bestimmen,  können  sie  aber  auch  nicht 
überbestimmen,  weil  zu  jedem  Werthsystem  der  a,,  sicher  ein  Werthsystem 
der  Jfjj,  gehört.  Da  nun  die  Ij^^,  numerische  Constanten  sind  und  die  a>kJa) 
gewöhnliche  Potenzreihen  der  aj^  —  ä,,  so  werden  auch  die  hu.  gewöhnliche 
Potenzreihen  der  «^  —  a,  und  das  in  der  Umgebung  eines  jeden  Werth- 
systems  a^  des  Bereiches  (a). 

Hierin  liegt,  dass  sich  die  hjk(a)  über  den  ganzen  Bereich  («)  analytisch 
fortsetzen  lassen  und  sich  daselbst  überall  regulär  verhalten  Da  nun 
innerhalb  des  Bereiches  ((«))  die  hj,{a)  augenscheinlich  mit  den  ^,.Ja) 
identisch  sind  [vgl.  (7)],  so  sind  nunmehr  auch  die  ^j,(a)  für  den  ganzen 
Bereich  {a)  defimrt.  Dabei  ist  es  übrigens  nicht  ausgeschlossen,  dass  die 
Determinante  ^  ±  ^^  '  '  •  ^rr  für  einzelne  Werthsysteme  des  Bereiches  (a) 
verschwindet;  hieraus  würde  dann  folgen,  dass  die  früher  besprochenen 
Functionen  a^^{a)  sich  nicht  für  alle  Werthsysteme  des  Bereiches  id) 
regulär  verhalten. 

Nunmehr  ist  die  Aufgabe  gelöst,  welche  wir  uns  im  Anfange  des 
gegenwärtigen  Paragraphen  gestellt  haben.  Die  Bereiche,  in  welch^'en  die 
Functionen  ly,{x')  und  !/;,,.(«)  definirt  sind,  haben  wir  erweitert.  Damit 
ist  nun  zugleich  auch  der  Gültigkeitsbereich  der  Gleichungen' (5)  erweitert- 
wir  können  sagen:  ' 

Big  Glekimngcn  xl  =  f,{x,'"Xn,  a^  •  •  •  Ur)  unserer  r-gliedrigen  Gruppe 
genügen  den  Diff'erentiaJgleicJnmgcn  (5) 

-^  =  ^j^jk{a,'"ar)''^ji(x^'  "Xn)      (1  =  1..  -n,  k  ==  1  .  .  .  r) , 
1 

wenn  x^- ■  •  Xn  ein  heliehlges  Werthsystem  des  Bereiches  (x)  und  a^  -  ■  ■  ar 
ein  beliebiges   Werthsystem  des  Bereiches  (a)  bezeichnet 

§  9. 

Zu  den  bisher  gefundenen  Differentialgleichungen  wollen  wir  jetzt 
noch  gewisse  neue  ableiten. 

Wir  benutzen  dabei  die  in  §  6  aufgestellten  Gleichungen  (3): 

^  ^  '^n^2fdr,dr„  =  ^-(^'^  ^)      (^  =  1  •  •  •  n,  ;r  =  1  .  •  .  r), 

bei  deren  Ableitung  wir  uus  h,--hr,  x,  ■  ■  -  x,,,  c,  ■  -  ■  Cr  als  unab- 
hängige Veränderliche  dachten,  während  wir  die  a^  und  die  x-,  auf 
Grund  der  Gleichungen  c,.  =  9, («,&),  xl  =  t\(x,d)  als  Functionen 
von  h^-  ■  -hry  Xl'  '  •  Xn,  Ci  ■  ■  ■  Cr  betrachteten. 

dx ' 
In  die  Gleichungen  (3)  setzen  wir  nun  zunächst  für  die  ~  ihre 

oai. 
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^Werthe    aus    (5)    ein   und   für  die    Differentialquotienten    -^  die   auf 

71 

S.  30  gefundenen  Ausdrücke  Ankifi,  &),  dann  erhalten  wir  die  folgen- 
den Gleichungen: 

dxf        S-^  ^ 

^  =2]  "^y^^'^Zü  ^'''^^'  ^^ '  '^''^^^' 

oder,  wenn  wir  setzen: 

r 

^  ^nk  (a,  h)  '  iPß  (a)  =  Q-jn  (a^  ■  -ür,  b^  •  -  •  h,), 
1 

die  nachstehenden: 

dx'  ^ 

71  ^■■" 

1 

Nun  gaben  die  Gleichungen  (3)  noch  einen  zweiten  Ausdruck  für 
dx! 
-^ ,  nämlich   0^i{x\  &);  es  gelten  also  auch  die  Gleichungen: 


^j^j7t{a,h)-lj,{x)  =  ^^;{x\h). 


Da  aber  die  n-\-2r  Veränderlichen  x[,  a,,,  ht  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  können  diese  Gleichungen  nicht  anders  bestehen,  als 
wenn  sie  in  den  x!,  a-k  und  hk  identisch  sind.  Bezeichnen  daher 
%  •  •  •  ttr  und  äi  •  •  •  är  zwei  beliebige  Werthsysteme  der  a,  so  ist 
identisch: 

r 

^j  (^jTt  (ä,  h)  -  ^j^  {a,  h))  .  Iji  (x)  =  0. 

1 

Daraus  aber  folgt  sofort:  &jrt{ä,b)=,d'j„{a,h),  das  lieisst:  die  ^j:t(a,h) 
sind  von  den  a  frei  und  hängen  blos  von  den  h  ab. 

Unsere  Differentialgleichungen  für  x^'  •  •  •  Xn  haben  in  Folge  dessen 
die  Form: 

^^)  w = y}  ^j"^^)  ■  '^Ä^')  (i = 1  •  •  • », « = 1  •  •  •  »■)• 

71  ^■■" 

1 

Hier  verschwindet  selbstverständlich  die  Determinante  der  d^jn(b)  nicht 
identisch, 

Ihrer  Ableitung  entsprechend  gelten  die  Gleichungen  (9)  sicher  dann, 
wenn  sich  die  Xi  im  Bereiche  (x))  befinden,  die  a^  und  hk  im  Bereiche  (a)) 
und  endlich  x-  im  Bereiche  x  =  f  ((x))  {{a}) ,  das  heisst  also  in  einem 
gewissen  Theile  des  Bereiches  (x).     Allein   es    lässt   sich   zeigen,   dass   die 
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Functionen,  welche  in  (9)  vorkommen,  in  einem  grösseren  Bereiche  definirt 
sind;  damit  erweitert  sich  dann  auch  der  Gültigkeitsbereich  von  (O)  selbst. 
Um    die    aufgestellte    Behaujitung    zu    beweisen,    gehen   wir   von    den 
Identitäten 

r 

(10)  ^   '^ji{:x')  •  &jrt{h)  =  ^„i{x\   h)         (i  =   1   .  .  .  W,    7t  =   1  .  .  .  >•) 

1 

aus,  welche  wir  schon  oben  benutzten.  Dieselben  gelten  allerdings  zunächst 
nur  in  dem  vorhin  besprochenen  Bereiche;  allein  wir  wissen,  dass  die 
Functionen  ^ji{x'),  0ni(x\  ^)  für  alle  Combinatiouen  von  Werthsystemen 
Xi  in  (ic),  hk  in  (a)  nicht  allein  definirt  sind,  sondern  sich  auch  regulär 
verhalten,  ja,  dass  sie  in  diesem  ganzen  Gebiete  eindeutig  sind.  Wenn 
wir  dies  berücksichtigen,  so  können  wir  aus  den  obigen  Identitäten  eine 
Definition  der  ^jn(h)  herleiten,  welche  nicht  blos  im  Bereiche  ((c?)),  sondern 
in  dem  ganzen  Bereiche  (a)  gilt. 

Wir  denken  uns  nämlich  beide  Seiten  der  obigen  Identität  nach 
Potenzen  von  x/ — Xi\  -  -  -  Xn  —  Xn^  entwickelt,  unter  a?/"  irgend  ein 
Werthsjstem  im  Bereiche  oc' =  f^x}  ([a]})  verstanden.  Sodann  vergleichen 
wir  die  Entwickelungscoefficienten  auf  beiden  Seiten  und  erhalten  so  eine 
im  Allgemeinen  unendliche  Reihe  von  linearen  Gleichungen 

r 

(11)  ^-  h^^Ah)  ==  x^.i^)      (^  ==  1  •  •  •  ^  f*  =  1,  2  •  •  •), 

1 

zur  Bestimmung  der  Q-j^t .  Die  Grössen  Ij/^^  sind  dabei  numerische  Constanten, 
die  Xn^i{h)  gewisse  Functionen,  die  sich  an  jeder  Stelle  des  Bereiches  (ci) 
regulär  verhalten. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  eben  gefundenen  Gleichungen  einander 
nicht  widersprechen  können;  denn  wenn  h^  -  •  ■  hy  beliebig  im  Bereiche  ((«)) 
laufen,  bestehen  die  Identitäten  (lO)  und  daraus  folgt,  dass  auch  die 
Gleichungen  (ll)  von  den  betreflenden  Functionen  0-jjt(h)  identisch  be- 
friedigt werden;  also  sind  diese  Gleichungen  mit  einander  verträglich. 

Ferner  lässt  sich  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (ll)  die  &j!t(h)  voll- 
kommen bestimmen.  Im  entgegengesetzten  Falle  müssten  sich  nämlich 
zwei  verschiedene  Functionensysteme  ^j7t(b)  und  ^jnip)  angeben  lassen, 
welche  (ll)  und  mithin  auch  (lO)  identisch  befriedigten.  Daraus  würde 
dann  folgen 

r 

^J  9j4b)  —  ^j^(h))  .  ^ji(x)  EEi:  0      (i  =  1  •  •  •  w,  TT  =  1  •  ^  •  r)  , 
1 

also  müssten  nach  Theorem  3  S.  34  alle  Ausdrücke  d-j„  —  d-jn  verschwinden. 
Das  aber  ist  ein  Widerspruch. 

Folglich  bestimmen  die  Gleichungen  (ll)  die  &j„  in  eindeutiger  Weise 
als  lineare  homogene  Functionen  der  ;f;iu  mit  constanten  Coefficienten,  und 
damit  ist  bewiesen,  dass  die  &jn{b)  sich  in  dem  ganzen  Bereiche  (a) 
analytisch  fortsetzen  lassen  und  sich  in  der  Umgebung  jedes  Werthsystemes 
h^'  '  •  hr  dieses  Bereiches  regulär  verhalten.  Nach  einem  bekannten  Satze 
der  Functionentheorie    gelten    daher   die    Identitäten   (lO)    für   alle  Werth- 
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Systeme  x!  in  (a;),  Ik  in  («)•     Nun  aber  gelten  die  Differentialgleichungen 

d  x' 

j^  =  Oui(x\  h)      (■i  =  1  •  ■  ■  n,  7t  =  1  "  -r) 

für  alle  diese  Werthsysteme  rr/,  h^ ,  das  zeigt  ihre  auf  Seite  30  angegebene 
Herleitung.  Also  ergiebt  sich,  dass  auch  die  Differentialgleichungen  (9) 
gelten,  wenn  die  x/  beliebig  in  (a;),  die  h/,  beliebig  in  (a)  laufen. 

Indem  wir  jetzt  die  Ergebnisse  des  vorstehenden  §  9  noch  einmal 
zusammenfassen^  finden  wir  es  bequem,  in  den  Gleichungen  (9)  statt 
der  Xi  die  Xi  und  statt  der  h/,  die  «/.  einzusetzen.  Dann  können  wir 
sagen : 

Theorem  4.     Betrachtet  man  in  den  Gleichungen 
oc[  =  fi{x^'--Xn,a^---ar)      (i  =  1  •  •  •  n) 

einer  Gruppe  mit  den  r  ivesentlichen  Parametern  a^  •  •  •  a,-  die 
Xi  als  Functionen  von  a^  ■  ■  a,.  und  x^  -  ■  ■  Xn  ,  so  bestehen  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form: 

(9')  j^  ==^>  ^Aa^  ■  '  •  ar)'  Ijiix,  •  ■  •  Xn)      {i  =  l  ■  '    n,  Jc=  1  ■  ■  -  r). 

Das  Theorem  4  Hesse  sich  einfacher  durch  Verbindung  der 
beiden  Theoreme  2  und  3  ableiten.  Die  hier  benutzte  Beweismethode  ist 
aus  verschiedenen  Gründen  vorzuziehen,  unter  andern  auch  deswegen, 
weil  sie  zeigt,  dass  die  in  Theorem  4  besprochenen  Functionen  ^ji(x) 
mit  den  in  Theorem  3  vorkommenden  Functionen  ^ji(x')  identisch  sind. 

Wir  fügen  noch  hinzu: 

In  den  Differentialgleichungen  (9')  dürfen  die  Xi  heliehige  Wertlie  im 
Bereiche  {x)  annehmen,  die  ajc  heliehige   Werthe  im  Bereiche  {ci). 

Beispiel.     Bei  der  Gruppe 

r         X  4-  a, 

nn     ' i_ 

a^x-\-a^ 
ergiebt  sich: 

ex     «3  «2 

da^  «3  —  a^  «2 

dx 


a. 

-  a,a. 

«1 

a. 

-  a^a. 

1 

^     —  x  + 

dx  a^  ^. 


Das  steht  in  Uebereinstimmung  mit  dem  Früheren: 

Sil  (^)  =  1 .      In  (^)  =  ^ ;      feil  W  =  ^ 
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Endlich  wollen  wir  noch  aus  den  Gleichungen  (5)  und  (9')  zu- 
sammengenommen gewisse  neue  Gleichungen  herleiten. 

Wir  differentiiren  die  Gleichungen  xl  =  fi{x,  a)  partiell  nach  ak, 
indem  wir  die  x  vermöge  dieser  Gleichungen  als  Functionen  der  a 
und  der  x'  betrachten;  das  giebt: 

also,    wenn   wir   aus   (9')   die   Werthe   der   g- "   und   aus   (5)  die  der 

df,      dx:    . 

—  =   —  emsetzen: 

Offenbar  bestehen  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  identisch; 
denn  x^  -  ■  •  Xn ,  a^  •  •  •  ür  sind  ja  von  einander  unabhängig.  Wir  können 
daher  auch  sagen,  dass  ^/  •  •  •  Xn  betrachtet  als  Functionen  von 
x^-  ■  ■  Xn  und  a^-'  ar  den  Differentialgleichungen 

^  { 2^  *;*  («)  ?>  (^)  I  £;  +  '^J  **  («)  h  (»')  =  0 

1        '■      1  '  ^  1 

(i  =  l  .  .  .  n,  Je  =  l  '  ■  ■  r) 
genügen. 

Es  ist  möglich  diese  Differentialgleichungen  in  den  Veränderlichen 

X  und  x'   symmetrisch  zu  schreiben.     Zu   diesem   Zwecke   wollen   wir 

unter  F{x^--'Xn)  eine  nicht  weiter  bestimmte  Function  von  x^  •  •  •  Xn 

verstehen,    wollen    die   obenstehende  Gleichung  mit  ^— ,  multipliciren 

und    nach    i   von    1  ■  ■     n    summiren;    mit    Benutzung    der    evidenten 
Relation: 

«      dF   dxf  __    dF 
j^'  dx.'  Tx^  ~  'dx^ 

erhalten  wir  dann  die  r  Gleichungen: 

(12)    ^  »j,(a)  ^,.  ^j,.ix)  ^+y}  fe(«)  >r  «^'  (*')  !§-'  =  0 

1  1  ""  1  1  " 

(k=l...  r). 
Also  können  wir  sagen: 
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Theorem  5.     Stellen  die  Gleichungen 

x'i  =  fi{x^-  '  •  Xn,  a^  ■  ■  ■  ar)  (i  =  \  '  ■  ■  n) 
mit  den  r  luesentlichen  Parametern  a^  •  ■  ar  eine  r-gliedrige 
Transformationsgruppe  dar,  ist  ferner  F{x^  •  •  •  Xn)  eine  be- 
liebige Function  von  a?/ •  •  •  x»  ,  bedeuten  endlich  die  ^pix),  i^jk(a), 
d'jk(a)  dieselben  Functionen  ihrer  Argumente  wie  in  den  beiden 
Theoremen  3  und  4,  so  werden  die  r  Relationen 

(12)      ^-  »j,  (a)  2}  IP  («)  g  +  ^J  fe  («)  ^v  |„.  {x')  !§-,  =  0 

1  1  ^1  1  ^ 

(/.=  l...r) 
bei  der  Substitution  x^  =  f^{x,  «),  •  •  •  Xn  =  fn{x,  a)  zu  Identitäten. 

Was  den  Gültigkeitsbereich  der  Gleichungen  (12)  anbetrifft,  so  ist 
folgendes  zu  bemerken: 

Die  Gleichungen  xl^=-fi{x^  a),  vermöge  deren  (12)  identisch  besteht, 
gelten,  sobald  die  Xi  in  (a?),  die  ük  in  {a)  liegen,  woraus  sich  dann  die 
zugehörigen  Werthe  der  Xi  bestimmen.  Da  nun  die  Coefficienten  der 
Gleichungen  (12)  ebenfalls  definirt  sind  und  sich  regulär  verhalten,  wenn 
die  Xi  in  (^r),  die  ak  in  («)  liegen  und  die  x-  im  Bereiche  x  =f{{x?){ji)), 
so  schliessen  wir,  dass  die  Gleichungen  (12)  selbst  für  alle  die?^  Werth- 
systeme  rr,-,  ük^  Xi    Geltung  haben. 


Kapitel   3. 
Eingliedrige  Gruppen  und  infinitesimale  Transformationen. 

Die  allgemeinen  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  wollen  wir 
jetzt  zunächst  auf  den  besonders  einfachen  Fall  r  =  i  anwenden,  das 
heisst  auf  die  eingliedrigen  Gruppen.  Dabei  finden  wir  Gelegenheit, 
den  wichtigen  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation  einzuführen.*) 

§  11. 
Es  seien 

Xi  =  f(xi  ■  '  '  Xn,  a)      (i  =  l  •  .  •  n) 

die  Gleichungen  einer  eingliedrigen  Gruppe.  Nach  dem  Theoreme  3, 
Seite  33  genügen  dann  x^' ■  ■  •  x^  ,  betrachtet  als  Functionen  von  a, 
dem  folgenden  simultanen  Systeme  gewöhnlicher  Diff'erentialgleichungen: 

^^^  'dt^'^  W  ■  ^^'^^i' '  •  ■  ^'»')      (?■  =  1  •  •  •  n). 


*)  Lio,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1872,  1873,  Archiv  for 
Mathematik  og  Naturv.,  Christiania  1876. 
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Was  den  Gültigkeitsbereicli  dieser  Differentialgleichimgen  betrifft,  so 
verweisen  wir  auf  das  in  §  8  Gesagte.  Nur  den  Umstand  wollen  wir 
noch  besonders  hervorheben,  dass  die  Function  i/;  (r/,)  sich  in  dem  ganzen 
früher  besprochenen  Bereiche  (a)  regulär  verhält,  und  dass  sie  wenigstens 
im  Bereiche  ((«))  nirgends  verschwindet. 

Sehen  wir  x^^  ■  •  ■  Xn  als  willkürliche  Constanten  an,  so  stellen  die 
Gleichungen  x{  =  fi(x^  ■  •  -  Xnj  a)  ein  System  Integralgleichungen  des 
simultanen  Systemes  (1)  dar  und  zwar  ein  vollständiges  System  Integral- 
gleichungen, weil  sie  nach  den  Integrationsconstanten  x^  -  •  -'x^  auf- 
lösbar sind.  Vollständige  Systeme  von  Integralgleichungen  giebt  es 
allerdings  unbegränzt  viele,  allein  wenn  man  irgend  eines  kennt,  etwa: 

mit  den  n  Integrationsconstanten  C^-  ■  •  Cnj  so  ist  es  immer  mög- 
lich für  Oi  •  •  •  Gn  solche  Functionen  von  x^  ■  ■  ■  Xn  einzusetzen,  dass 
Vi{G,  a)^fi{x,  a)  wird.  Um  die  C  in  der  verlangten  Weise  zu  be- 
stimmen, braucht  man  nur  die  Form  der  Functionen  /;(^,  a)  für 
irgend  einen  bestimmten  Werth  a^  von  a  zu  kennen  und  hat  alsdann 
die  Gleichungen 

Vi{C,  -'-Cn,  a«)  =  fi(x,  -'-Xn,  a^)      (^  =  1  •  •  •  n) 
nach  Cy  .  .  ,  Cn  aufzulösen. 

Hieraus  erhellt,  dass  die  Differentialgleichungen  (1)  an  und  für 
sich  genommen  unsere  Gruppe  noch  nicht  vollständig  bestimmen. 
Sind  aber  die  Differentialgleichungen  (1)  vorgelegt  und  ist  ausserdem 
noch  diejenige  Transformation  x!  =  fi(x^  -  •  ■  Xny  oP)  unserer  Gruppe 
bekannt,  welche  zu  einem  gegebenen  Werthe  a^  von  a  gehört,  so 
kann  man  die  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe  finden,  sobald 
man  das  simultane  System  (1)  vollständig  integrirt  hat. 

Diesen  Umstand  können  wir  benutzen,  um  verschiedene  Dar- 
stellungsformen unserer  eingliedrigen  Gruppe  abzuleiten,  indem  wir 
die  verschiedenen  Formen  eines  vollständigen  Systems  von  Integral- 
gleichungen anwenden.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  dabei  zu- 
nächst die  Voraussetzung  machen,  dass  unter  den  Transformationen 
unserer  Gruppe,  welche  zum  Bereiche  ((a))  gehören,  die  identische 
Transformation  enthalten  ist.  Es  sei  also  fi{x^' -  ■  Xn^  a^)^  Xiy  wo 
oP  eine  bestimmte  Stelle  im  Bereiche  ((a))  bezeichnet. 

Jedes  vollständige  System  Integralgleichungen  von  (1)  können  wir 
uns  auf  die  Form 


(2) 


ß,(a;,'-  ■  ■Xn')  =  Ci      (j  =  1  •  •  •  w  —  1) 

a 

P.n(oOi'  •  •  Xn)  —    /  i>{a)da  =  C„ 


Oo 
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gebracht  denken,  wo  die  Functionen  ^^  •  ■  Sin  von  einander  unab- 
hängig sind  und  wo  C^  •  ■  •  Gn  die  Integrationsconstanten  bezeichnen. 
Um  nun  die  Gleichungen  unserer  Gruppe  zu  erhalten,  haben  wir  nur 
G^'  •  '  Cn  derart  als  Functionen  von  x^-  ■  •  Xn  zu  bestimmen,  dass  dem 
Werthe  oP  von  a  die  identische  Transformation  x[=  Xi  entspricht, 
das  heisst,  wir  haben  G^  =  Sl^(x),  •  ■  -  G„  =  Sln(x)  zu  setzen.  Auf  diese 
Weise  finden  wir  die  Gleichungen 

Sli  (X^    ■  ■  ■  Xn)  =  Sli  {X^-  •  •  Xr)  {j  =   \   ■    •  ■  n   —    \) 

a 

Sin  {X^  •  •  '  OCn)  —    I    t{a)da  =  sin  {OC^  ■  ■  ■  Xn)  , 

welche  nur  eine  andere  Form  der  Gleichungen  Xi  =  fi{x^  •  •  •  x»,  ci)  sind. 
Es  liegt  nahe,  an  Stelle  von  a  den  neuen  Parameter 


a 


t  =  I  ilj(a)da 

einzuführen.  Nach  dem  im  Anfange  dieses  Paragraphen  Gesagten  ver- 
hält sich  hier  nicht  blos  t  als  Function  von  a  in  der  Umgebung  von 
a^  regulär,  sondern  es  verhält  sich  auch  a  als  Function  von  t  in  der 
Umgebung  von  ^  =  0  regulär.  Die  Beziehung  zwischen  a  und  t  ist  daher 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  a  =  a^  bezüglich  ^  =  0  eindeutig 
umkehrbar.     In  dieser  Uyngebung  stellen  die  Gleichungen 

,g.  I  Sli  (^/  •  •  .  Xn)  =  Sil  (^1  •  •  •  ocn)      (/  =  1  ■  •  ■  n—  1) 

\  Sln{x^'  '  ■  ■  Xn)  —   t  =  Sln(x^  ■  •  •  Xn) 

unsere  eingliedrige  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  dar. 

Uebrigens  kann  man  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  auch 
direkt  aus  dem  simultanen  Systeme 
dx.' 

C4)  ^-  ==  ii  (X^  '  •  •  Xn)         (i  =  1    •  •  •  W) 

ableiten.  Man  braucht  nur  aus  demselben  x^  •  •  •  xü  derart  als  Functionen 
von  t  zu  bestimmen,  dass  bei  der  Substitution  ^  =  0  sich  ergiebt: 
xl=  x^,'''Xn=Xny  dann  erhält  man  ein  Gleichungensystem,  welches 
mit  (3)  äquivalent  ist.  Natürlich  kann  man  auch  umgekehrt  aus  (3) 
durch  Differentiation  nach  t  das  simultane  System  (4)  ableiten. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Gleichungen  (3)  einmal  an  und  für  sich, 
ohne  Rücksicht  auf  ihre  Herleitung  aus  den  Gleichungen  xl=fi(x^-"Xn^  a). 
Denken  wir  uns  also  in  (3)  die  Functionen  Sl^  ■  Sin  als  heliehig  ge- 
imhlte  Functionen  ihrer  Argumente  und  nur  der  Beschränkung  unter- 
worfen, dass  sie  unabhängig  von  einander  sein  sollen. 
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Weun  wir  dann  die  Grösse  t  alle  mögliclieu  Werthe  annehmen 
lassen,  so  steilen  die  Gleichungen  (3)  eine  Schaar  von  oo^  Transfor- 
mationen dar.  Führen  wir  zwei  Transformationen  dieser  Schaar  nacli 
einander  aus,  so  erhalten  wir  offenbar  stets  eine  Transformation,  welche 
gleichfalls  der  Schaar  angehört.    Also  bilden  die  oo^  Transformationen 

(3)  immer  eine  Gruppe. 

Von  dieser  Gruppe  ist  folgendes  zu  sagen:  Führt  man  zwei  ihrer 
Transformationen  mit  den  Parametern  t^  bezüglich  t,  nach  einander 
aus,  so  erhält  man  eine  Transformation  mit  dem  Parameter  t^  -\-  t^. 
Also  sind  je  zwei  Transformationen  der  Gruppe  mit  einander  ver- 
tamcJibar.  Die  identische  Transformation  gehört  zu  dem  Parameter 
t  =  0;  genügen  daher  die  Parameter  t^  und  i^  zweier  Transformationen 
der  Gruppe  der  Bedingung  ^^  +  i^^  =  0,  so  sind  die  betreffenden  Trans- 
formationen invers  zu  einander.  Man  erkennt  somit,  dass  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  (3)  sich  paarweise  als  inverse  zusammenordnen. 

Wir  bemerken  ferner,  dass  jedes  simultane  System  von  der  Form 

(4)  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (3)  liefert,  welche  Functionen 
von  Xj' .  .  .  Xn  auch  die  |,-  sein  mögen.  Folglich  können  wir  sagen, 
dass  jedes  simultane  System  von  der  Form  (4)  eine  gans  bestimmte  ein- 
gliedrige Gruppe  liefert,  welche  die  identische  Transformation  enthält. 
Nachher,  wenn  wir  erst  den  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation 
eingeführt  haben,  werden  wir  diese  Thatsache  kürzer  und  besser  aus- 
sprechen können. 

Doch  kehren  wir  zu  der  Gruppe  x!  =  f{x^-  •  .  Xn,  a)  mit  der 
identischen  Transformation  x-!  =  f(x^-  -  ■  x^,  a^)  =  Xi  zurück.  Auf 
diese  können  wir  sofort  alles  übertragen,  was  wir  über  die  Gruppe  (3) 
gesagt  haben,  vorausgesetzt  nur,  dass  wir  uns  auf  eine  gewisse  Um- 
gebung von  t  =  0  oder,  was  dasselbe  ist,  von  a  =- a^  beschränken. 
In  der  betreffenden  Umgebung  von  t  =  0  können  wir  ja  immer  t^ 
und  ^2  so  wählen,  dass  sowohl  t^  + 1^  als  auch  —  t^  in  dieser  Umgebung 
liegen.  In  Folge  dessen  gilt  auch  von  der  Gruppe  x/=f(xj^  ■  •  -  Xn,  a), 
dass  ihre  Transformationen,  wenigstens  in  einer  gewissen  Umgebuno-  der 
identischen  Transformation,  mit  einander  vertauschbar  sind  und  sich 
paarweise  als  inverse  zusammenordnen. 

Die  Form  (3),  auf  welche  die  Transformationen  xj  =  f{x^---Xn,  a) 
in  der  Umgebung  von  a^  gebracht  werden  können,  legt  es  nahe,  statt 
der  X  die  folgenden  neuen  Veränderlichen  einzuführen: 

^^{X,"  ■Xn)  =  lJ,y    •  •  ■     Sin  (^1   •  •  •  Xn)  ==  yn  . 

In  den  neuen   Veränderlichen   y^. .  .yn   bekommen  wir  dann  die  ein- 
gliedrige Gruppe 
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«//  =  2/n    •   •  •    Vn-l  =  Vn-l  y    t/n  =  ljn+t, 

welche  nach  der  in  §  4  eingeführten  Bezeichnung  mit  der  Gruppe 
^/  =  fi{^i'  •  '  ^ny  ci)  ähnlich  ist.  Betrachten  wir  hier  yi-  -  •  y»  als  ge- 
wöhnliche Cartesische  Coordinaten  eines  w-fach  ausgedehnten  Raumes 
und  wenden  die  im  dreifachen  Räume  gebräuchliche  Ausdrucksweise 
an,  so  können  wir  sagen,  dass  die  eingliedrige  Gruppe  in  2/i  •  •  •  2/» 
aus  Translationen  des  betreffenden  n-fa,ch.  ausgedehnten  Raumes  be- 
steht. — 

Fassen  wir  jetzt  die  bisherigen  Ergebnisse  noch  einmal  zusammen, 
bevor  wir  weitergehen: 

Theorem  6.     Enthält  eine  eingliedrige  Gruppe 
Xi  ^  fiipCi-  '  '  ^n,  a)  {i  =  \  -  ■  '  n) 
die  identische  Transformation^  so  sind  ihre  Transformationen 
unter   einander   vertauschhar   und    ordnen    sich  paarweise   als 
inverse   zusammen.     Jede   eingliedrige   Gruppe   dieser   Art   ist 
mit  einer  Gruppe  von  Translationen 

«//  =  2/l  ;  •   •  •  Vn-l  ==  yn-l  ,    yn    =  y'n  +  t 

ähnlich. 

Beispiel.     Die  Gleichungen 

'  '2 

jü-i  ^^^^~  a  Jüt ,     jc<2  ~~^~  a  vCii 

mit  dem  Parameter  a  stellen  eine  eingliedrige  Gruppe  dar,  welche  die 
identische  Transformation  enthält,  nämlich  für  a=\.  Die  Differential- 
gleichungen (1)  haben  hier  die  Form: 

dXi'  1       ,  dx^  \  ^     , 

da  a     ^  '  da  a        ^ 

Wünscht  man  daher  nach  den  oben  auseinandergesetzten  Regeln  die 
vorliegende  eingliedrige  Gruppe  in  eine  Gruppe  von  Translationen 
überzuführen,  so  hat  man  zunächst  a^  gleich  1  zu  wählen  und  findet: 


a 

,  ('da         . 

t  =   I  —  =  la: 
J     « 

sodann  hat  man  das  simultane  System 


dx^  ^  dxl  ^  ^^^ 

X^  2. Tg' 


unter  Zugrundelegung  der  Anfangsbediugung:  x^  =  x^^  x.^  =  x.^  für 
^  =  0  zu  integriren,  dann  ergeben  sich  die  Gleichungen  der  Gruppe 
in  der  Form: 


2  2  7     ,  '  7  \       1. 

in  ^-^       o  •      hJL.    ^^-—  tXt      r~  Jj . 


Theorie  der  Tranaformationsgruppen. 
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Wühlt  man  daher  als  neue  Veränderliche  die  folgenden: 

SO  erhält  die  Gruppe  die  gewünschte  kanonische  Form: 

2/l'  =  2/l.       2/2'==!/2  +   ^ 

oder,  wenn  man  vorzieht,  den  ursprünglichen  Parameter«  beizubehalten: 

Vi  =yi,   y2  =V2  +  ^^• 

Bisher  setzten  wir  voraus,  dass  unsere  Gruppe  im  Bereiche  ((«)) 
die  identische  Transformation  enthielt.  Lassen  wir  es  von  jetzt  ab 
unentschieden,  ob  die  identische  Transformation  auftritt  oder  nicht. 
Dann  gestaltet  sich  Verschiedenes  etwas  anders. 

Ist  ä  irgend  eine  Stelle  im  Bereiche  ((a)),  so  lassen  sich  die 
Gleichungen  x/  =  fi{x^  ■  •  •  XnyCi)  unserer  Gruppe  in  der  folgenden  Form 
darstellen: 

5if(a:/  •  •  '  Xn)  =  ^i{f^{x^  ■  •  ■  Xn,   ä)  ■  •  ■  fn(x^  •  •  •  Xn,  «)) 

(i  =   1  .  .  .  M,  -    1) 
a 

£ln  (Xi    ■  '  ■  Xn)   —  I  t  («)  ä<^f  =  ^n  {fi  {x^'  '   '  Xn,   ä)     '   ■  fn{x^'  •  '  Xn,   o))  . 

Setzen  wir  nun 

n 
.-» 

da 


J  ^'  {a) 


und  beschränken  uns  auf  eine  gewisse  Umgebung  von  ä,  so  können 
wir  uns  jede  Transformation  unserer  Gruppe  in  der  Umgebung  von 
ä  dadurch  entstanden  denken,  dass  zuerst  die  Transformation 

Xi  =fi(Xi'--Xny   ä)         («  =   1   •  •  •  W) 

und  nachher  eine  Transformation  von  der  Form: 

Sl,  {x^  •  •  •  Xn)  =  5^/  (r,  •  •  •  X,)      (i=  \  .  .  -n  —  \) 


(5) 

Sin  C^i'  •   •   •  Xn)   —   T  =   ^n  C'/'i  "   "  "  Xn) 

ausgeführt  worden  ist.  Also  zuerst  eine  Transformation  der  Gruppe 
x{  -=  fi{x^-  •  •  Xn,  a)  selbst  und  nachher  eine  Transformation  einer  ein- 
gliedrigen Gruppe,  welche  sicher  die  identische  Transformation  enthält. 
Auch  dieses  Ergebniss  werden  wir  kürzer  und  schärfer  aussprechen 
können,  sobald  wir  den  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation 
eingeführt  haben.  Zu  diesem  Begriffe  führt  uns  eine  etwas  ein- 
gehendere Betrachtung  derjenigen  eingliedrigen  Gruppen,  welche  die 
identische  Transformation  enthalten. 
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§  12. 

Vorhin  sahen  wir,  dass  die  Gleichungen  einer  jeden  eingliedrigen 
Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  durch  Integration  eines 
ganz  bestimmten  simultanen  Systems 

(4)  5  =  i,(.<...x;)    (^  =  1...«) 

erhalten  werden  können.  Wenn  dieses  simultane  System  unter  Zu- 
grundelegung der  Anfangsbedingung:  x^'  =  x^  ^  -  •  -  Xn  =  Xn  für  ^  ==  0 
integrirt  wird,  so  sind  die  hervorgehenden  Gleichungen 

,  .  I  Sli (rr/ •  •  •  Xn)  =  ^i (^1  ■  •  •  or.,,)      (?'  =  1  •  •  •  n  —  1) 

lß„(a:/  •  •  •  Xn)  =  Sln{Xi  •  -  ■  Xn)  -{-  t 

eine  Form  der  Gruppe.  Auf  der  anderen  Seite  ergab  sich  auch,  dass 
jedes  simultane  System  von  der  Form  (4)  zu  einer  ganz  bestimmten 
eingliedrigen  Gruppe  in  der  soeben  geschilderten  Beziehung  steht. 

Diesen  Umstand  wollen  wir  benutzen,  um  eine  neue  Darstellung 
jeder  eingliedrigen  Gruppe   mit  identischer  Transformation   abzuleiten. 

Wir  können  ja  die  Integration  des  simultanen  Systems  (4)  auch 
mit  Hülfe  von  Potenzreihen  .bewerkstelligen  5  das  heisst,  wir  können 
a;/  •  •  •  Xn  in  solche  gewöhnliche  Potenzreihen  von  t  entwickeln ,  dass 
sowohl  das  simultane  System  (4)  identisch  befriedigt  wird,  als  auch 
die  Anfangsbedingung:  x/ =  Xi  für  ^  =  0.  Die  bewussten  Reiheu- 
entwickelungen  lauten: 

(6)    oc/  =  X,  +  1 1,. (X,  ■  ■  ■  X,.)  +  .^^  Jl  |,g  +  .  .  .      (,:=!...  „). 

1 

Bas  ist  daher  die  allgemeine  Form  einer  eingliedrigen  Gruppe  mit  der 
identiseJien  Transformation. 

Um  das  Bildungsgesetz  der  obigen  Reihen  deutlicher  hervortreten 
zu  lassen,  wollen  wir  eine  Abkürzung  einführen;  wir  wollen  nämlich 
setzen : 

'2^.i,{x,---Xn)^J{x,---x„)^X(f) 

1 

unter  f  eine  ganz  beliebige  Function  von  x^-  •  •  Xn  verstanden.  Dann 
können  wir  die  Gleichungen  (6)  schreiben: 

(6')       x;  =  ^,  +  1 1,  +  il  X (I,)  +  -j|-- x(X(i,))  +  ■  •  ■ 

oder,  wenn  wir  wollen,  auch  so: 

(6")    x!  =  X>+{X  (x,)  +  ^X  (X  (xO)  +  ■■■      (*•  =  1  •  •  .  «) , 

wo  jetzt  das  Bildungsgesetz  vollkommen  durchsichtig  ist. 
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Die  n  Gleichungen  (6")  lassen  sich  in  eine  einzige  zusammen- 
ziehen. Statt  nämlich  für  jede  einzelne  der  Veränderliehen  x^  •  ■  •  Xn 
die  ßeihenentwickeluug  nach  Potenzen  von  t  anzugeben,  können  wir 
einfach  die  allgemeine  Reihenentwickelung  für  eine  beliebige  Function 
von  x^  ■  '  '  Xn  angeben;  wenn  wir  dann  dieser  Function  nach  einander 
die  Werthe  ic/,  x{  ■  •  Xn  ertheilen,  bekommen  wir  alle  n  Gleichungen 
(6'')  zurück. 

Somit  handelt  es  sich  nur  darum,  den  Ausdruck  f{xy  •  •  •  Xn) 
nach  Potenzen  von  ^  zu  entwickeln,  wobei  x^  ■  •  -  Xn  durch  die  Gleich- 
ungen (6")  definirt  sind  und  daher  dem  simultanen  Systeme  (4)  ge- 
nügen. 

Die  verlangte  Reihenentwickelung  hat  die  Gestalt: 

len 
Es  ist: 


berechnen  wir  daher  zunächst   die  Differentialquotienten -yr ,  -jj^ 

ctz        et  c 


df"  sri  df  dx/         ^  ■   /     '  '     ^^ 


Schreiben  wir  hier  5/  für  ii(x')  und  X'(/")  für  ^  ^/  ö-^,  so  haben  wir: 


df^ 
dt 


1  * 

und  so  weiter.  Bei  der  Substitution  ^  =  0  verwandeln  sich  nun 
x^  '  •  ■  Xn  bezüglich  in  x^-  •  ■  Xn,  ferner  f  in  /*,  X\f)  in  X(f)  und 
so  fort,  kurz  wir  erhalten  die  Reihenentwickelung: 

(7)  f(x;  •  •  ■  a;;)  =  fix,  ■  •  •  x„)  +  |  ■  X(/)  +  j^l  .  X(X(f))  +  •  •  ■ . 

In  dieser  einen  Gleichung  sind  die  n  Gleichungen  (6')  offenbar 
sämmtlich  enthalten.  Folglich  Icann  auch  diese  eine  Gleichung  (7)  als 
der  allgemeine  Ausdruck  einer  eingliedrigen  Gruppe  mit  der  identischen 
Transformatimi  betrachtet  werden. 

Zuweilen  ist  es  wünschenswerth  eine  Function  von  x^  •  -  •  Xn  durch 
x^  ...  Xn  und  durch  t  auszudrücken.  Auch  hierfür  lässt  sich  eine  allge- 
meine Formel  angeben.  Bei  Betrachtung  der  Gleichungen  (3),  welche  auch 
eine  Form  unserer  eingliedrigen  Gruppe  (6'')  oder  (7)  sind,  haben  wir 
ja  gesehen,  dass  die  Transformation  mit  dem  Parameter  —  t  zu  der 
Transformation  mit  dem  Parameter  +  t  invers  ist.     Wenn  wir   daher 
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in  den  Gleichungen  (6")  die  Veränderlichen  x^^  •  -  ■  Xn  bezüglich  mit 
Xi  •  •  •  Xn  vertauschen  und  ausserdem  noch  t  durch  —  t  ersetzen,  so 
erhalten  wir  die  Auflösungen  dieser  Gleichungen  nach  x^  -  •  •  Xn-  Diese 
Auflösung  köunen  wir  offenbar  ebenfalls  in  eine  einzige  Gleichung 
zusammenziehen :  wir  brauchen  blos  das  angegebene  Verfahren  auf  die 
Gleichung  (7)  anwenden.     Wir  erhalten  dann  die  Gleichung: 

(1.)  f{x,  ■■■x„)  =  f{x; . . . ^;)  -  I . z' (/■')  +  1^ •  X' (X' (/')) , 

welche  eine  beliebige  Function  der  x-,  durch  die  xl  und  durch  t  aus- 
drückt. 

§   13. 

Unter  den  oo^  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  (6) 
oder  (7)  spielt  diejenige  eine  ausgezeichnete  Rolle,  deren  Parameter  t 
einen  unendlich  kleinen  Werth  hat,  etwa  den  Werth  dt.  Diese  „zm- 
endlich  Jdeinc^'  oder  „infinitesimale"  Transformation  der  Gruppe  wollen 
wir  jetzt  etwas  näher  betrachten. 

Wenn  wir  nur  die  erste  Potenz  von  öt  berücksichtigen,  die 
zweite  und  alle  höheren  dagegen  vernachlässigen,  so  erhalten  wir  aus 
(6')  die  gewünschte  infinitesimale  Transformation  in  der  Form: 

(8)  x-  =  Xf,  +  ^i  (x^-  ■  ■  Xn)dt      (i  =  1  .  .  .  n)  ] 

benutzen  wir  dagegen  die  Gleichung  (7),  so  erhalten  wir  die  letzten 
n  Gleichungen  zusammengefasst  in  der  einen: 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

n 
f{x;  •   •   •  X:)  =  f{x^   .   ..Xn)   +   Öt-^  l;^- 

Es  ist  bequeni.  für  die  Differenz  Xi  —  Xi,  das  heisst  also  für  den 
Ausdruck  ^idt  einen  eigenen  Namen  einzuführen.  Wir  wollen  ^jdt 
als  den  ,yZmvachs"  oder  das  jjncrement"  zuweijen  auch  als  die  „Fa- 
riation"  von  Xi  bezeichnen  und  dafür  sclireiben:  öxi.  Dann  können 
wir  die  infinitesimale  Transformation  auch  in  der  Form 

ÖX^   =  ^^Öt,'  •  '  ÖXn   =  in^t- 

darstellen. 

Entsprechend  werden  wir  natürlich  die  Differenz  f  —  /'  oder  den 
Ausdruck  X(f)dt  als  den  Zuwachs  oder  die  Variation  der  Function 
f{Xi  •  •  '  Xn)  bezeichnen  und  schreiben: 

r  -f^x{f)-dt^df. 
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Es  leuchtet  ein,  dass  der  Ausdruck 

ganz  allein  schon  die  infinitesimale  Transformation  dxi  =  ^idt  voll- 
ständig bestimmt,  wenn  man  unter  /'(x^  -  -  -  Xn)  eine  unbestimmte 
Function  seiner  Argumente  versteht.  Mit  X(f)  sind  ja  gleichzeitig 
alle  n  Functionen  ^^  •  •  •  §«  einzeln  gegeben. 

Wir  tvcrdcn  deshalb  den  Ausdruck  X(/)  ==  „(  als  Symhol  der  in- 

finitesimalen  Transformation  (8)  einführen,  ja  wir  werden  geradezu  von 
der  ^^infinitesimalen  Transformation  X{fy'  reden.  Doch  wollen  wir  gleich 
jetzt  darauf  aufmerksam  machen,  dass  das  Symbol  der  infinitesimalen 
Transformation  (8)  im  Grunde  nur  bis  auf  einen  willkürlich  bleibenden 
Constanten  Factor  bestimmt  ist.  Wenn  wir  nämlich  den  Ausdruck 
X(/')  mit  irgend  einer  endlichen  Coustanten  c  multipliciren,  so  ist 
auch  der  hervorgehende  Ausdruck  c  X{f)  als  Symbol  der  infinitesi- 
malen Transformation  (8)  zu  betrachten.  Es  macht  ja  nach  dem  Be- 
griüe  einer  unendlich  kleinen  Grösse  keinen  Unterschied,  wenn  wir  in 
den  Gleichungen  (8)  die  unendlich  kleine  Grösse  dt  durch  cöt 
ersetzen. 

Die  Einführung  des  Symbols  X(f)  für  die  infinitesimale  Trans- 
formation (8)  bietet  vielfache  Vortheile.  Erstens  ist  es  sehr  bequem, 
dass  die  n  Gleichungen  xi  =  Xi  +  ^idt  der  Transformation  durch  den 
einen  Ausdruck  X{f)  ersetzt  sind.  Zweitens  ist  es  bequem,  dass  wir 
es  in  dem  Symbol  X{f)  nur  mit  einer  Reihe  von  Veränderlichen  zu 
thun  haben,  nicht  mit  den  beiden  Reihen:  x^  -  -  -  Xn  und  x{  -  ■  -  Xn. 
Endlich  drittens  vermittelt  das  Symbol  X{f)  den  Zusammenhang 
zwischen  infinitesimalen  Transformationen  und  linearen  partiellen  Diß^e- 
rentialgleichungen;  denn  in  der  Theorie  der  letzteren  spielen  ja  solche 
Ausdrücke  wie  X{f)  eine  grosse  Rolle.  Auf  diesen  Zusammenhang 
gehen  wir  später  ausführlich  ein  (vgl.  Kap.  6). 

Die  vorstehenden' Entwickelungen  zeigen,  dass  eine  eingliedrige 
Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  stets  eine  ganz  bestimmte 
infinitesimale  Transformation  xl  =  x-,  -(-  |,d^  oder  kurz  X{f)  enthält. 
Es  ist  aber  auch  klar,  dass  umgekehrt  die  betreff'ende  eingliedrige 
Gruppe  vollkommen  bestimmt  ist,  sobald  man  ihre  infinitesimale 
Transformation  kennt.  Die  infinitesimale  Transformation  xl  =  Xc  -j-^idt 
ist  ja  sozusagen  nur  eine  andere  Schreibweise  des  simultanen  Systems 
(4),  aus  welchem  die  Gleichungen  (6)  der  eingliedrigen  Gruppe  ab- 
geleitet sind. 
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Da  also  jede  eingliedrige  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation 
durch  ibre  infinitesimale  Transformation  vollständig  bestimmt  ist,  so  wer- 
den wir  der  Bequemlichkeit  halber  die  folgende  Ausdrucksweise  einführen : 

Jede  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe 

ivird   erhalten    durch    unendlichmalige    Wiederholung   der    rtifmiteslmalen 
Transformation 

^;  =  x^Jrli8t     oder     X(/)  =  |,  ^  +  •  -  •  +  ^«  ^• 

Oder  noch  kürzer: 

Bie  betreffende  eingliedrige  Gruppe  ist  von  ihrer  infinitesimalen  Trans- 
formation erzeugt. 

Im  Gegensatz  zu  der  infinitesimalen  Transformation  X{f)  be- 
zeichnen wir  die  Gleichungen 

x:=^x^  +  ^i-  +  ^r,x(i)  +  --- 

als   die  endlichen   Gleichungen   der   betreffenden    eingliedrigen   Gruppe. 

Nunmehr  können  wir  den  früher  gefundenen  Zusammenhang 
zwischen  dem  simultanen  Systeme  (4)  und  der  eingliedrigen  Gruppe 
(6")  kurz  aussprechen  wie  folgt: 

Satz  1.  Jede  eingliedrige  Gruppe,  welche  die  identische  Transfor- 
mation enthält,  ist  von  einer  ganz  hestimmten  infinitesimalen  Transforma- 
tion erzeugt 

Und  umgekehrt: 

Satz  2.  Jede  infinitesimale  Transformation  erzeugt  eine  ganz  be- 
stimmte eingliedrige  Gruppe. 

Was  wir  am  Schlüsse  von  §  11  über  beliebige  eingliedrige  Gruppen 
mit  oder  ohne  identische  Transformation  sagten,  das  können  wir  jetzt 
folgeiidermassen  fassen: 

Theorem  7.     Zu  jeder  eingliedrigen  Gruppe 
xi  =  /;■  {x^-  ■  ■  Xny  a)      (^  =  1  •  •    n) 
gehört  eine  ganz  bestimmte  infinitesimale  Transformation 

n 

x;  =  X;  +  l(x,  ■    ■Xn)dt      (i  =  1  •  •  •  n)     oder     X(f)  =  ^  l:  ^ 

1  ' 

von  der  folgenden  Beschaffenheit:  ist  Xi  ==  f{x^  •  ■  •  Xn,  ä)  irgend 
eine  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe,  so  kann  jede 
Transformation  x{  =f{x^---  Xn,  d),  deren  Farameteru  in  einer 
gewissen   Umgebung  von  ä  liegt,  dadurch  erhalten  werden,  dass 
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man  zuerst  die  Transformation 

^i  =  //(-^i  ■  ■  •  Xnj  a)      (i  =1  .  .  .  n) 
ausfuhrt  und  nachher  eine  geeignete  Transformation 

x!  =Xi-\-j-^i{x,---Xn)-\ (i  =   1  .  .  .  n) 

der  von  X(f)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 

§  14. 

Wir  wissen,  dass  jede  eingliedrige  Gruppe  mit  der  identischen 
Transformation  durch  ihre  infinitesimale  Transformation 

X-    =  Xi  +  l-  (X^-  ■  '  Xn)dt        (i  =   1   .  .  .  u) 

und  also  auch  durch  das  Symbol 

vollständig  bestimmt  ist. 

Bleibt  aber  der  Zusammenhang  zwischen  dem  Symbol  X(f)  und 
der  betreffenden  eingliedrigen  Gruppe  bestehen,  wenn  statt  der  x  neue 
unabhängige  Veränderliche 

iji  =  (pi(Xi-  ■  ■  Xn)       (i  =  1  .  .  .  n) 
eingeführt  werden? 

Bei  der  betreffenden  Variabeinänderung  nimmt  X{f)  die  Form  an: 

n  n  n 


oder: 


1  ^Vv 

Denken  wir  uns  hier  die  Coeffieienten 

durch  g,  ...yn  ausgedrückt:  X(y,)  =  r]y(g^.  .  .  y^)^  und  setzen 

n 

so  erhalten  wir: 

X{f)==Y{f), 

wo  das  f  auf  der  rechten  Seite   diejenige  Function  von   y^  ■    ■  y^  be- 
zeichnet, in  welche  f{x^  •  •  -  Xn)  bei  Einführung  der  y  übergeht. 
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Wir  sehen  somit,  dass  der  Ausdruck  X{f)  sich  bei  Einführung 
der  neuen  Veränderlichen  in  das  Symbol  einer  neuen  infinitesimalen 
Transformation  verwandelt,  nämlich  in  das  Symbol  der  folgenden: 

yv  =yv  +  rjv (2/1  ••  •  yn)^t    (v  =  i  ■  ■  -n). 

Auf  der  andern  Seite  aber  verwandelt  sich  die  von  X(f)  erzeugte 
eingliedrige  Gruppe  (7) 

fix,'  ■  ■  ■  x:)  =  f{x,  ■■■x„)  +  {-  X{f)  +  j^  X{X{f))  +  ■■■ 

in  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  yi  •  •  •  ynj 
deren  analytischen  Ausdruck  wir  sofort  hinschreiben  können.  Erhält 
nämlich  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  yi  =  (pi  {x^  ■  •  •  x^) 
die  Function  f(x-^^  ■  •  •  Xn)  die  Form: 

und  dementsprechend  fix^  •  •  •  Xn)  bei  Einführung  der  yi  ==  qp,(j;/  •  •  •  Xn) 
die  Form 

f{x,'  •  •  .  Xn)  =  F(;y,'  ■    ■  yn), 
so  wird: 

X{f)  =  Y{F) ,    X(Xif))  =  YiYiF))  ■■■; 

also  geht  (7)  über  in: 

Fiy^'  ■  ■  ■  yn')  =  F(y,  •  •  ■  2/„)  +  {    Y{F)  +  ^^  r(F(F))  +  •  •  ■ , 

WO  nun  F  ebensogut  wie  früher  /'  eine  beliebige  Function  seiner  Ar- 
gumente bezeichnet.  Diese  letzte  Gleichung  ist  aber  nichts  anderes 
als  der  analytische  Ausdruck  derjenigen  eingliedrigen  Gruppe,  welche 
von  der  infinitesimalen  Transformation   Y(f)  erzeugt  wird. 

Folglich  ist  der  Zusammenhang  zwischen  einer  eingliedrigen 
Gruppe  und  dem  Symbol  ihrer  infinitesimalen  Transformation  unab- 
hängig von  der  Wahl  der  Veränderlichen.  Mit  andern  Worten:  unser 
Symbol  für  die  infinitesimale  Transformation  einer  eingliedrigen  Gruppe 
geht  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  in  das  Symbol  für  die  infini- 
tesimale Transformation  der  transformirten  eingliedrigen  Gruppe  über. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  das  Symbol  X(f)  der  infinitesimalen 
Transformation  einer  eingliedrigen  Gruppe  auch  bei  Variabeinänderung 
die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  vollständig  ersetzt,  dass  wir 
bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  blos  das  Symbol  X(f)  ins 
Auge  zu  fassen  brauchen  und  nicht  die  endlichen  Gleichungen  der 
Gruppe. 

Uebrigens  zeigt  die  oben  durchgeführte  Rechnung  noch  mehr; 
aus  derselben  geh4i  nämlich  hervor,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 
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Satz  3.     Erliält  das  Symbol 

der  infinitesimalen  Transformation 

x[  =  xi  +  h,idt      (i  =  1  .  .  .  n) 

hei  Einführung  der  neuen  unabhängigen   Veränderlichen 

Di  =  (pi  {x^-  ■  ■  Xn)      (i"  =  1  •  •  .  n) 
die  Form 

n  n 

1  ^^  1 

So  bekommt  die  von  X{f)  erzeugte  endliche  Transformation: 

^/  =-^.  +  {--h+  1-2  ^(^  +  •  •  •     (t=l...n) 
in  den  neuen  Veränderlichen  die  Gestalt: 

Vi  =  Vi  +  1-  •  m  +  ^  y{n?)  +  •  •  •    {t  =  \-.n), 

wobei  der  Parameter  t  beide  Male  denselben  Zahlenwerth  besitzt. 

§  15. 

Der  Begriff  der  infinitesimalen  Transformation  und  ebenso  der- 
jenige der  eingliedrigen  Gruppe  gewinnt  eine  gewisse  Anschaulichkeit, 
wenn  man  einige  geometrische  und  mechanische  Vorstellungen  zu  Hülfe 
nimmt. 

In  der  infinitesimalen  Transformation 

^/  =  ^i  +  ^i  {^i'  '  •  Xn)öt     (i  =  1  •  .  .  n) 
oder; 


X(/')=^g..^^ 


1        ^^i 

fassen  wir  die  Veränderlichen  x  als  Cartesische  Coordinaten  eines 
w-fach  ausgedehnten  Raumes  auf.  Dann  lässt  sich  die  Transformation 
offenbar  so  deuten,  dass  jeder  Punkt  mit  den  Coordinaten  x^  -  ■  -  Xn 
in  einen  unendlich  benachbarten  mit  den  Coordinaten  x^  '  -  ■  Xn  über- 
geführt wird.  Also  ordnet  die  Transformation  jedem  FunMe^  für  welchen 
nicht  alle  li  verschwinden,  eine  gewisse  Fortschreitungsrichtung  zu  und 
längs  dieser  Fortschreitungsrichtung  eine  gewisse  unendlich  Meine  Streclce: 
die  Fortschreitungsrichtung  ist  bestimmt  durch  die  Proportion: 
li(a;)  :  laC^)  *  •  •  •  •  ?«(^)',  die  unendlich  kleine  Strecke  hat  die  Länge: 
Yi\   -\-  '  ' '  -\-  ^n  •  ^t.     Sind   in  einem   Punkte  x^  .-.,  .  Xn   alle   ^    gleich 
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Null,  so  wird  demselben  von  der  infinitesimalen  Transformation  keine 
Fortschreitungsrichtung  zugeordnet. 

Denken  wir  uns  den  ganzen  Raum  von  einer  compressibeln  Flüssig- 
keit erfüllt,  so  können  wir  die  infinitesimale  Transformation  X(f) 
einfach  als  eine  unendlich  kleine  Bewegung  dieser  Flüssigkeit  deuten, 
und  dt  als  den  unendlich  kleinen  Zeitabschnitt,  während  dessen  die 
Bewegung  vor  sich  geht.  Die  Grössen  ii(x)  •  •  •  S«(^)  sind  dann  offen- 
bar die  Componenten  der  Geschwindigkeit  desjenigen  Flüssigkeits- 
th  eilchens,  welches  sich  gerade  im  Punkte  x^  ■  ■  •  Xn  befindet. 

Die  endlicheu  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  X(f) 
entstehen,  wie  wir  uns  oben  ausdrückten,  durch  unendlichmalige  Wieder- 
holung der  infinitesimalen  Transformation  x{  =  Xi-{-h^i-  Um  zu 
einer  endlichen  Transformation  zu  gelangen,  müssen  wir  uns  daher 
die  unendlich  kleine  Bewegung,  welche  die  infinitesimale  Transforma- 
tion darstellt,  während  unendlich  vieler  Zeitabschnitte  öt  wiederholt 
denken,  mit  andern  Worten  wir  müssen  die  Bewegung  der  Flüssig- 
keitstheilchen  während  eines  endlichen  Zeitabschnittes  verfolgen.  Hierzu 
ist  es  nöthig,  die  Differentialgleichungen  dieser  Bewegung  zu  inte- 
griren,  das  heisst  also  das  simultane  -System: 


dx/  dxj 


lx(^')  ^.  (•'«') 


dt 


Ein  Flüssigkeitstheilchen,  das  sich  zur  Zeit  ^  =  0  im  Punkte  x^  •  -  ■  x^ 
befindet,  wird  nach  Verlauf  der  Zeit  t  im  Punkte  x^  •  •  •  Xn  angelangt 
sein;  also  muss  die  Integration  so  ausgeführt  werden,  dass  für  t  =  0 
wird:  xl  =  Xi,  Wirklich  fanden  wir  früher  gerade  auf  diese  Weise 
die  allgemeine  Form  einer  endlichen  Transformation  unserer  Gruppe. 
Die  Bewegung  unserer  Flüssigkeit  ist  eine  sogenannte  stationäre, 

denn   die   Geschwindigkeitscomponenten  -7—    sind   von  t  frei.     Daran« 

folgt,  dass  in  ein  und  demselben  Punkte  zu  jeder  Zeit  der  Bewegungs- 
vorgang derselbe  ist;  dass  also  der  gesaramte  Bewegungs Vorgang  stets 
denselben  Verlauf  nimmt,  zu  welcher  Zeit  man  auch  anfängt,  ihn  zu 
beobachten.  Im  Grunde  liegt  hierin  schon  der  Beweis  dafür,  dass  die 
von  der  infinitesimalen  Transformation  X(f)  erzeugten  endlichen 
Transformationen  eine  Gruppe  bilden. 

Fassen  wir  ein  bestimmtes  Flüssigkeitstheilchen  ins  Auge,  etwa 
das,  welches  zur  Zeit  ^  =  0  sich  im  Punkte  x^^  •  ■  •  XrP  befindet,  so 
sehen  wir,  dass  sich  dasselbe  auf  einer  Curve  bewegt,  die  durch  den 
Punkt  x^^  ■  •  •  Xr?  hindurchgeht.  Der  ganze  Raum  wird  also  in  lauter 
Curven   von   solcher   Beschaffenheit  zerlegt,   dass  jedes  Theilchen  auf 
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der  Curve  bleibt,  auf  der  es  sich  einiual  befindet.  Wir  wollen  diese 
Curvou  als  die  Bahncurven  der  infmiksi malen  Transformation  X(f)  be- 
zeichnen.    Solcher  Bahncurven  giebt  es  oö'enbar  oo«-^  verschiedene. 

Es  ist  leicht,  für  einen  gegebenen  Punkt  x^''  ■  ■  •  x^''  die  Gleicliungen 
der  hindurchgehenden  Bahncurve  aufzustelleji.  Die  Bahncurve  ist  ja 
nichts  anderes  als  der  Ort  aller  FtmJcte,  in  welche  der  FunJd  x^^  ■  -  ■  x,l' 
ühergeht,  wenn  die  oo^  Transformationen 

Xl  =  X;   +   I   1;,(X)   -{ (i  =    1    .   .   .  n) 

der  eingliedrigen  Griqype  auf  ihn  ausgeführt  werden.  Also  stellen  die 
Gleichungen 

x;  =  a;,"  +  {  I,  (x^)  +  j^  (X(|,.))      ^  +  .  .  ^     {i  =  !■■.») 

die  betreffende  Bahncurve  dar,  wenn  man  t  als  unabhängige  Veränder- 
liche betrachtet. 

Will  man  die  betreffende  Bahncurve  durch  Gleichungen  zwischen 
Xl  '  ■  '  Xn  allein  darstellen,  so  hat  man  nur  t  zu  eliminiren.  Bequemer 
ist  es  aber,  von  der  Form  (3)  auszugehen,  auf  welche  die  eingliedrige 
Gruppe  X{f)  gebracht  werden  kann.  Die  Gleichungen  der  durch 
'^i^  •  •  •  ^«^  gehenden  Bahncurve  werden  dann  offenbar: 

^/(^/  •  •  •  x:)  =  Sl,{xi^  .  .  .  Xn"^)      (i=l..,n-  1), 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Schaar  aller  00«-^  Bahncurven 
durch  die  Gleichungen 

si,{x,' .  • .  x:)  =  c,,  . .  •  sin-iix;  ■  ■ .  x:)  -=  6;_i 

mit  den  n  —  1   willkürlichen  Parametern  6\  •  •  •  C«_i   dargestellt  wird. 

§  16. 

Es  seien  r  infinitesimale  Transformationen  in  den  Veränderlichen 
x^  '  •  •  Xn  vorgelegt: 

n 

Mf)  -  ^  ^^1  (^1  •  •  •  Xn)  ||      (/.  =  1  .  .  •  r). 

Wir  multipliciren  jeden  der  Ausdrücke  Xk(f)  mit  einer  behebig  ge- 
wählten, von  x^-  '  '  Xn  unabhängigen  Grösse  Ik  und  addiren  alles  zu- 
sammen, dann  bekommen  wir  einen  Ausdruck  von  der  Gestalt: 

A,Z,(/)  +  ...  +  A.X(/'), 
welcher  natürlich    wieder   eine  infinitesimale  Transformation   darstellt. 
Dieses  Verfahren  zur  Ableitung  neuer  infinitesimaler  Transformationen 
aus  gegebenen  wird  im  Folgenden  so  häufig  angewendet,  dass  es  zweck- 
mässig erscheint,    für  dasselbe   eine   eigene   Bezeichnung  einzuführen. 
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Wir  wollen  deshalb  in  Zukunft  sagen,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation X^Xj^(f)  -\-  '  •  •  -\-  XrXr{f)  aus  den  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^(f)  •  • '  Xr(f)  linear  abgeleitet  ist. 

Es  kann  nun  vorkommen,  dass  unter  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^(f)  •  •  ■  Xr{f)  einige  vorhanden  sind,  die  sich  aus  den 
übrigen  linear  ableiten  lassen.  Dies  tritt  augenscheinlich  dann  und 
nur  dann  ein,  wenn  es  unter  den  aus  Xi(f)  •  •  •  Xr{f)  linear  abgeleiteten 
infinitesimalen  Transformationen  solche  giebt,  die  identisch  verschwinden, 
anders  ausgedrückt:  wenn  es  r  Constanten  e^  ■  •  •  er  giebt,  welche  die 
Gleichung 

e,X,{f)  +  .--  +  erXr{f)  =  (J 

befriedigen,  ohne  sämmtlich  gleich  Null  zu  sein. 

Um  die  Sprache  zu  erleichtern,  wollen  wir  die  folgende  Aus- 
drucksweise einführen: 

Die  r  infinitesimalen  Transformationen 

n 

1  ' 

heissen  tmabhängig  von  einander,  wenn  die  Gleichung 

e,X,{f)  +  ---  +  erX,if)  =  0, 
in  welcher  e^  ■  •  •  Cr  von  den  x  unabhängige  Grössen  bemchien,  nur  da- 
durch befriedigt  tverden  kann,  dass  e^-  •  •  Cr  sämmtlich  gleich  Ntdl  gesetzt 
werden. 

Oder  etwas  kürzer: 

Die  r  infinitesimalen  Transformationen  X^(f)  •  •  •  Xr(f)  heissen  un- 
abhängig von  einander,  wenn  keine  derselben  sich  aus  den  übrigen  linear 
ableiten  lässt. 

Kann  dagegen  die  Relation 

e.Z,(r)  +  --  -|-e,X,(n  =  0 
durch  constante,  nicht  sämmtlich  verschwindende  Werthe  der  Grössen  Cj, 
erfüllt  werden,  so  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  X^(f)---  Xr(f) 
nicht  von  einander  unabhängig,  es  giebt  aber  darunter  eine  gewisse 
Anzahl  von  einander  unabhängige  Transformationen,  etwa  X^(f)  •  •  •  Xrn(f) 
{m  <  r),  während  sich  X^+i(/^)  •  •  •  Xr{f)  aus  X^{f)  ■  ■  •  X^(/)  linear 
ableiten  lassen.    Offenbar  kann  dann  der  Inbegrifi"  aller  infinitesimalen 

Transformationen  X^X^{f)^ f-  A, Z, (/)  schon  aus  X^ (/")■••  X,n{f) 

allein  linear  abgeleitet  werden. 

Jede  infinitesimale  Transformation 

^.'^,{f)  +  ---  +  h-Xr{n--c{f) 

erzeugt,    wie   wir    wissen,    eine   eingliedrige   Gruppe,    die    eingliedrige 
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Gruppe  G(f),  deren  endliche  Transformationen  die  Form  haben: 

X,  =  r,  +  {  C(.r,.)  +  ^^  C{C{x,))  +  •..      (^•  =  1  ...,,)  . 

Denken  wir  uns  hierin  die  Grössen  A^  •  ••  A,.  als  willkürliche  Parameter, 
und  lassen  wir  diese  Parameter  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so 
erhalten  wir  eine  ganze  Scliaar  von  eingliedrigen  Gruppen.  Die  end- 
lichen Transformationen  dieser  Schaar  von  eingliedrigen  Gruppen 
werden  durch  die  oben  geschriebenen  Gleichungen  mit  den  r  +  1 
Parametern  l^---kr,  t  dargestellt;  da  aber  diese  r -\-  \  Parameter 
nur  in  den  r  Verbindungen  l^t,---lrt  vorkommen,  so  können  wir 
ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  das  t  gleich  1  setzen  und  erhalten 
daher  als  analytische  Darstellung  der  betreffenden  Transformationen 
die  Gleichungen: 


r  1 


x,.x, 


(9)      .^,  =  ^,+^A,|,,-+^-f^Z,(?,,)+---      0'=1---^) 

1  kj 

mit  den  r  Parametern  A^  •  •  •  A^. 

Wie  viele  verschiedene  Transformationen  werden  nun  durch  diese 
Gleichungen  dargestellt?  oder  was  dasselbe  ist:  wie  viele  unter  den 
r  Parametern  Aj  •  •  •  Ar  sind  wesentlich? 

Sind  die  r  infinitesimalen  Transformationen  X^  {f)  •  ■  •  Xr  (f)  nicht 
von  einander  unabhängig,  so  sind  auch  die  r  Parameter  ^^  ■  -  ■  Xr  in 
den  Gleichungen  (9)  nicht  alle  wesentlich.  Es  seien  nämlich  etwa 
blos  Xy{f)  •  ■  ■  Xm(f)  (m<^r)  von  einander  unabhängig,  während 
X,n^i(f)  •  •  ■  Xr{f)  sich  linear  aus  X^(f)  •  ■  •  Xm(f)  ableiten  lassen: 

m      . 

X^+j{f)  =  ^.  fj,  X„{n      (i  =  1  •  ■  •  r  -«,,). 
1 
Dann  haben  wir 


r  rn        ,  /-— ?n  ^ 

C{f)  =  ^  h  X, (/)  =  '^,    K  +  _2/  ^'"+>  ■  0" 

1  1  V  1  / 


XÄf), 


also  schrumpft  die  Zahl  der  willkürlichen  Parameter  in  dem  Ausdrucke 
C{f)  auf  m  zusammen  und  damit  zugleich  auch  die  Zahl  der  will- 
kürlichen Parameter  in  (9). 

Wenn  somit  unter  den  r  infinitesimalen  Transformationen 

x,{f)---x,.{n 

nur  m    von    einander    unabhängige   vorhanden    sind,    so    sind    in   den 
Gleichungen  (9)  von  den  r  Parametern  A^    ■  •  A,.  höchstens  m  wesentlich. 
Wir  wollen  daher  von  jetzt  ab  voraussetzen,  dass  die  infinitesimalen 
Transformationen  Xj  {()•'-  Xr  (f)  von  einander  unabhängig  sind. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  sind  nun  die  Parameter  A^  •  •  •  A^  in 
den  Transformationsgleichungen  (9)  wirklich  wesentlich;  das  werden 
wir  jetzt  beweisen. 

Es  ist  jedoch  zweckmässig,  einen  gewissen  einfachen  Fall  für  sich 
zu  erledigen,  den  Fall  nämlich,  dass  die  Zahl  r  nicht  grösser  als  n  ist 
und  dass  dabei  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix 

in 

(10) 


u 


identisch    verschwinden.      In    diesem    besonderen    Falle    verschwinden 
sicher  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


I   dl 


identisch;  denn  für  das  specielle  Werthsystem  Aj  =  Ag  ==•••==  Ar==  0 
geht  diese  Matrix  in  die  oben  geschriebene  über,  deren  r- reihige 
Determinanten  nach  Voraussetzung  nicht  alle  identisch  Null  sind. 

Wenn  wir  daher  die  Parameter  l^-  •  •  Xr  aus  den  Gleichungen  (9) 
eliminiren,  so  erhalten  wir  gerade  n  —  r  und  nicht  mehr  von  einander 
unabhängige  Relationen  zwischen  den  x  und  den  x  allein.  Daraus 
aber  geht  hervor,  dass  die  Parameter  A^  •  ••  A^  unter  den  gemachten 
besonderen  Voraussetzungen  wirklich  wesentlich  sind;  denn  wären  sie 
es  nicht,  Hesse  sich  also  ihre  Zahl  durch  Einführung  von  geeigneten 
neuen  Parametern  reduciren,  so  würden  sich  aus  den  Gleichungen  (9) 
sicher  mehr  als  n  —  r  von  den  Parametern  freie  Gleichungen  herleiten 
lassen,  was  ausgeschlossen  ist. 

Nunmehr  zur  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles,  der  sich  auf 
den  eben  erledigten  besonderen  zurückführen  lässt. 

Zu  diesem  Zwecke  schreibe^  wir  uns  die  Transformationen  (9)  r 
verschiedene  Male  auf  und  zwar  in  r  verschiedenen  Systemen  von  Ver- 
änderlichen : 

,^{/0  .  .  .  .^00      (^  ==  1  .  .  .  r), 

wir  betrachten  also  die  Schaar  der  Transformationen: 


Kl. 


(11)  x^l  =  x\^'^  +^  A, .  |(^)  +^  ^  ■  X(f')  (100)  + 


/cj 


{i=  l-      V,  ^=  i  ■    -r). 
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in  welchen 

1  '  ^ 

gesetzt  ist. 

Die  Schaar  der  Transformationen  (11)  enthält  offenbar  genau  so 
viel  wesentliche  Parameter  als  die  Schaar  (9). 

Wenn  es  uns  nun  gelingt  nachzuweisen,  dass  nicht  alle  r-reihigen 
Determinanten  der  Matrix 


$11   •   •   Sin  in   •   •  Ji»  •   •   •   In    •   •   5 


(r)  fc(/-) 

In 


(12) 

t'  fc'        fc"  t"  &('■)  t(^) 

brl    '    '    brn    5/-1     '     '    brn    '    '    '    Sri     *     '    brn 

identisch  verschwinden,  so  ist  damit  gezeigt,  dass  die  Schaar  der 
Transformationen  (11)  sich  unter  den  vorhin  besprochenen  speciellen 
Fall  unterordnet  und  dass  ihre  r  Parameter  A^  •  •  •  Ar  sämmtlich  wesent- 
lich sind.  Daraus  folgt  dann  sofort,  dass  auch  die  r  Parameter 
Aj    •  •  Ar  in  den  Gleichungen  (9)  wesentlich  sind. 

Wir  können  uns  offenbar  auf  den  Fall  beschränken,  dass  alle 
r-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (10)  identisch  Null  sind.  Ver- 
schwänden nun  auch  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (12) 
identisch,  so  könnten  die  nr  linearen  Gleichungen 

(13)  fl-^.|M  +  ...  +  #^.|(,«)  =  0      (i  =  l...n,  ti==l--r) 

durch  r  nicht  sämmtlich  verschwindende  Functionen  d'^  ■  •  -  d'r  der  n  r 
Veränderlichen  rrj/'^  befriedigt  werden.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  dies 
unmöglich  ist. 

Wir  wählen  ft  =  1  und  erhalten  so  aus  (13)  für  d-j^  •  •  d-,  die 
n  Gleichungen 

(14)  ^^.|(.)  +  ,..  +  ^^. 1(1)^0      {i=l  ■■■«), 

welche  sicher  nicht  alle  identisch  bestehen.  Dann  ist  zunächst  klar, 
dass  nicht  jede  der  n  analogen  Gleichungen 

(15)  ^^.|g)  +  ...  +  ^^.|(2)  =  0      ii=l---n) 

eine  Folge  von  (14)  sein  kann;  sonst  Hessen  sich  ja  die  Gleichungen 
(L5)  durch  Functionen  d'^  ■  d'r  befriedigen,  welche  von  xf^  ■  •  •  x^^^ 
frei  sind,  und  es  wären  daher  die  r  infinitesimalen  Transformationen 
Xf^{f)  •  •  •  X(,^)(/)  nicht  von  einander  unabhängig.  Mithin  liefern  (14) 
und  (15)  zusammengenommen  mindestens  zwei  unabhängige  Gleich- 
ungen für  -O-j  •  •  •  d'r.  So  kann  man  fortfahren  und  erkennt  schliesslich, 
dass  es  unter  den  nr  Gleichungen  (13)  gerade  r  von  einander  unab- 
hängige giebt,  dass  also  aus  (13)  folgt:  -^-^  =  0,     ■  •  d'r  =  0. 
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Damit  ist  bewiesen,  dass  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  der 
Matrix  (12)  identisch  Null  sind.  Wir  können  daher  ohne  Weiteres 
das  folgende  Theorem  aussprechen: 

Theorem  8.     Sind  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

X,  (/•)  =  ^  I,,  (x,...x.)§^      (/.  ==  1  .  .  .  r) 
1  * 

von  einander  unabhängig,  sind  ferner  l^  -  ■  ■  Ir  ivillhürliciie 
Parameter,  so  bildet  der  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen 
^i^iif)  -\-  '  •  ■  +  ^rXr(f)  eine  ScJiaar  von  Transformationen: 

X,  =  ^/  +  ^  hiM  +  2"  ri  ^*Ä'-)  +  •  •  •     (^  =  1  •  • .  ^0; 
1  kj 

in  welcher  die  r  Parameter  X^  •  ■  •  k,  sämmtlich  wesentlich  sind, 
also  eine  Schaar  von  oo^  verschiedenen  Transformationen, 

Im  Grunde  haben  wir  aber  mehr  bewiesen,  als  in  diesem  Theoreme 
ausgesprochen  ist.  Wir  haben  allerdings  vorausgesetzt,  dass  die 
Gleichungen  (9)  die  endlichen  Transformationen  einer  Schaar  von 
eingliedrigen  Gruppen  darstellen,  aber  wir  haben  diese  Voraussetzung 
nur  insoweit  benutzt,  als  durch  dieselbe  in  (9)  die  Glieder  erster 
Ordnung  in  A^  •  •  •  A^  bestimmt  sind.  Welche  Form  die  Glieder  von 
zweiter  und  höherer  Ordnung  in  A^  •  •  .  A,  haben,  das  ist  bei  unserer 
Untersuchung  über  die  Schaar  der  Transformationen  (9)  gar  nicht 
benutzt  worden.  Unser  Ergebniss,  dass  die  Parameter  A^  •  •  •  A^  in 
den  Gleichungen  (9)  wesentlich  sind,  bleibt  daher  bestehen,  luch 
vvenn  über  die  Beschaffenheit  der  Glieder  von  zweiter  und  höherer 
Ordnung  in  Aj  •  •  •  A^  gar  keine  Voraussetzung  gemacht  wird.  Das 
Theorem  8  lässt  sich  demnach  verallgemeinern,  wie  folgt: 

Satz  4.  Enthalt  eine  Schaar  von  Transformationen  die  r  willhür- 
lichen  Parameter  e,  ■  ■  •  Cr  und  besitzen  ihre  Gleichungen,  wenn  sie  nach 
Potenzen  von  e^  ■  -  ■  Cr  entwickelt  werden,  die  Form: 

r 

xl  =  Xi  +  ^.  e,l,,{x,  •  .  •  X.,)  +  .  .  .      (^  =  1  .  .  .  n) , 
1 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  e^  •  •  •  e,  von  zweiter  und  höherer  Ordnung 
sind,  haben  endlich  die  Functionen  |,,(^)  die  Eigenschaft,  dass  die  r  aus 
ihnen  gebildeten  infinitesimalen  Transformationen 

X.{f)^-^i,,{x,...a:„)^L      (,,  =  1...,) 

1  * 
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von  einander  nnnhhängig  sindj  so  stellen  jene  Transformationsgleiclmngen 
(xf  verschiedene  Transformationen  dar  oder  was  dasselbe  ist:  die  r  Tara- 
meter e^  •  ■  ■  er  sind  wesefutlicli. 

Späterer  Anwendungen  wegen  möge  hier  noch  der  folgende  Satz 
seine  Stelle  finden;  derselbe  folgt  direkt  daraus,  dass  in  der  Matrix 
(12)  nicht  alle  r-reihigen  Determinanten  verschwinden. 

Satz  5.     Sind  die  r  infinitesimalen  Transformationeii 

X,(n  =  ^*  ?«(a;i  •  ■  •  ^«)  ^     (fe  =  1  .  .  .  r) 

1 

von  einander  unahhängig,  sind  ferner 

x^^)  .  .  .  xf^      (|[A  =  1  .  •  .  r) 

r  verschiedene  Systeme  von  je  n  Veränderlichen,  wird  endlich  mr  Ah- 
Mrzung  gesetzt: 

1  ' 

so  erfüllen  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

1 
in  den  nr  Veränderlichen  x^/'^  Jceinc  Relation  von  der  Form 


Kapitel  4. 
Die  Erzeugung  der  r-gliedrigen  Gruppen  durch  eingliedrige  Gruppen. 
Stellen  die  Gleichungen 

(1)  oci  =f(x^'-Xn,  «1  •  •  •  ar)      ('/  =  1  •  •  •  n) 

eine  r-gliedrige   Gruppe   dar,    so  bestehen  nach  Theorem  3,   Seite  33 
gewisse  Differentialgleichungen  von  der  Form 

(2)  ■  j^=  yj-  ^jA  («1  '-ar)-  Iji  {x.;  •  •  •  x^) 

*         1 

(^  ==  1  .  .  .  n,  Ä;  =  1  •  •  •  r), 

welche  bei  der  Substitution  x^  =  f^(x,  a),    •  •  Xn=fn{Xj  a)  zu  Identitäten 
werden.     Dahei  haben    die  Functionen    i)jK{a)    die    Eigenschaft,    dass 


Die  r-gliedrigen  Gruppen  erzeugt  durch  eingliedrige.  Gt 

ihre  Determinante  nicht  identisch  verschwindet.  Die  ^ß{x')  ihrerseits 
sind  so  beschaffen,  dass  es  keine  von  x^'  ■  •  -  Xn  nnabhängigeii  Grössen 
Sj^'  •  ■  Cr  giebt,  welche  die  n  Gleichungen 

r 

^j  Cj |,7(-^/ •  •  •  ^n)  =  0      (z  =  1  .  .  .  n) 
1 
befriedigen,   ohne   sämmtlich  zu  verschwinden.     Diese  Eigenschaft  der 
^ji{x)   können   wir   nach   der   auf  S.  Gl    eingeführten  Ausdrucksweise 
kürzer  so  ausdrücken:    die  r  infinitesimalen  Transformationen 

x,(/-)=2&,(^,...^„)g:   (/,■=!...,■) 

sind  von  einander  unahhängig.  Es  lässt  sich  daher  jetzt  das  Theorem  3, 
S.  33  kurz  so  aussprechen: 

Satz  1.  Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  .t/=  fi{x^  ■  ■  •  x»,  a^--  a^) 
stehen  r  unahhängige  infinitesimale  Transformationen 

1  ' 

in  soleJier  Beziehung ,  dass  Relationen  von  der  Form 

(2)  -^  =  ^j  tjk {a^  •  ■  •  ar)  •  in {x; ■  ■  ■  Xn) 

1 
bestehen,  iveleJie  sieh  naeh  den  |//  auflösen  lassen: 

r  "^      / 

Iji  (.Ti'  •  •  •  x^)  =  ^  a,x(a,  •  •  ■  a,)  -—-  • 

Geradeso  wie  bei  den  eingliedrigen  Gruppen  können  wir  mm  auch 
bei  den  r-gliedrigen  verfahren.  Wir  können  die  Differentialgleichungen 
(2)  benutzen,  um  aus  denselben  durch  Integration  eine  andere  Dar- 
stellung der  r-gliedrigen  Gruppe  herzuleiten  und  auf  diese  Weise  all- 
gemeine Eigenschaften  der  r-gliedrigen  Gruppen  zu  finden. 

Es  empfiehlt  sich  jedoch,  dass  wir  uns  zunächst  auf  einen  etwas 
allgemeineren  Standpunkt  stellen.  Die  Eigenschaften,  welche  wir  auf 
dem  angegebenen  Wege  finden  würden,  kommen  nämlich  auch  ge- 
wissen Gleichungensystemen  von  der  Form  (1)  zu,  welche  keine  Gruppen 
darstellen. 

§  17. 
Wir  wollen   bis   auf  Weiteres  von   der  Forderung   absehen,   dass 
die    Gleichungen    xl  =  fi(x^-  -  ■  Xn,   a^- •  ■  a,)    eine    r-gliedrige    Gruppe 
darstellen  sollen.     Vielmehr  wollen  wir  von  den  Gleichungen  (1)  blos 

5* 
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voraussetzen:  erstens,  dass  sie  eine  'Schaar  von  oo^  verschiedenen 
Transformationen  darstellen,  dass  also  die  r  Parameter  a^-  ■  •  ür  sämmt- 
lich  wesentlich  sind,  und  sweitms,  dass  sie  Differentialgleichungen  von 
der  besonderen  Form  (2)  befriedigen. 

Zunächst  werden  wir  zeigen,  dass  auch  unter  den  jetzigen  allge- 
meineren Voraussetzungen  die  Functionen  il^jkip)  und  iji(x')  die  oben 
angegebenen  Eigenschaften  besitzen. 

Verschwände  nämlich  die  Determinante  der  tß^a)  identisch,  so 
Hessen  sich  die  ^ji{x')  aus  den  Gleichungen  (2)  wegschaffen  und  wir 
erhielten  n  Gleichungen  von  der  Form: 


^  Xk  (% 


dx.' 


da, 


wo  die  Xk  nicht  von  dem  Index  i  abhingen.  Das  aber  ist  nach  dem 
Satze  1,  S.  13  unmöglich,  weil  die  Parameter  a^  ■■  ar  in  den  Gleichungen 
(1)  alle  wesentlich  sind.  Folglich  ist  die  Determinante  der  '^jk{a) 
nicht  identisch  Null,  so  dass  die  Gleichungen  (2)  nach  den  Ijiix')  auf- 
lösbar sind  und  ergeben: 

(3)     lji(:x;  ■  ■  ■  Xn)  ==^A-  ajK-  (^1  ••■«/•)  ^      (j  ==  1  .  .  .  r,  i  =  1  •  •  •  9?) . 

1 
Verhalten  sich  die  Functionen  i>jk(ci)  in  der  Umgebung  irgend  eines 
Werthsystems  a^^  ■  •  •  a^  regulär  und  ist  die  Determinante  ^  +  ^n  " '  '^rr 
auch  für  «/.  =  au  von  Null  verschieden,  so  verhalten  sich  auch  die 
ajk  (a)  in  der  Umgebung  von  a^  -  •  •  a^  regulär  und  ihre  Determinante 
verschwindet  ebenfalls  für  a^  =  a^^  nicht.  Wir  werden  im  Folgenden 
annehmen,  dass  das  Werthsystem  a^  =  a^  so  gewählt  ist,  dass  die 
i}jk{a)  und  folglich  auch  die  aju(a)  die  soeben  besprochenen  Eigen- 
schaften besitzen. 

Es   bliebe  noch   übrig  nachzuweisen,    dass   es   nicht   möglich  ist, 
die  n  Gleichungen 

r 

^  ej^ji{x)  =  0      {i==l-..n) 
1 
durch    r   von    den    x'    unabhängige    Grössen    e^  •  •  •  e^    zu    befriedigen, 
welche  nicht  sämmtlich  verschwinden.     Doch  würde  dieser  Beweis  auf 
eine  Wiederholung  dessen  hinauskommen,   was   wir  in  Kap.  2,  S.  33 
gesagt  haben,  wir  wollen  uns  deshalb  nicht  dabei  aufhalten. 

Jedenfalls  steht  fest,  dass  die  tl^jk^ci)  und  die  ^ji{x')  die  oben  an- 
gegebenen Eigenschaften  auch  jetzt  noch  besitzen. 

Wir  werden  jetzt  nachweisen,  dass  die  Schaar  x/=fi{x,  a)  voll- 
ständig   bestimmt    ist,    wenn    erstens    die    Differentialgleichungen    (2) 
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gegeben  sind,  denen  diese  Scliaar  genügt,  und  wenn  ausserdem  noch 
diejenige  Transformation  der  Schaar  bekannt  ist,  welche  den  Werthen 
a^^  •  ■  '  «/  der  Parameter  ük  entspricht. 

Von  grossem  Vortheil  ist  es  bei  dieser  Untersuchung,  dass  wir 
keinerlei  üeberlegungen  über  die  Integrabilität  der  Differentialgleichungen 
(2)  oder  (3)  anzustellen  brauchen.  Denn  wir  kennen  ja  schon  ein 
System  Lösungen  dieser  Differentialgleichungen,  nämlich  diea?/==/-(^,  a). 

Indem  wir  nun  die  Differentialgleichungen  (2)  unter  Berücksich- 
tigung der  Anfangsbedingung  xl  =  fi  {x,  a^)  durch  eine  specielle  Methode 
integriren,  werden  wir  für  die  Xi  ganz  bestimmte  Functionen  der  Xi 
und  der  ak  erhalten.  Es  ist  dann  selbstverständlich,  dass  diese  Functionen 
mit  den  Functionen  fi  {x,  a)  identisch  sind. 

Bei  der  Ausführung  dieser  Operationen  finden  wir  aber  noch 
mehr;  wir  erkennen  nämlich,  dass  die  Schaar  der  Transformationen 
x{  =  /;  (x,  d)  durch  Einführung  neuer  Parameter  an  Stelle  der  ak  auf 
eine  bemerkenswerthe  Form  gebracht  werden  kann,  aus  welcher  sich 
wichtige  Schlüsse  über  die  Beschaffenheit  der  Schaar  ziehen  lassen. 

Zur  Durchführung  der  verlangten  Integration  bedienen  wir  uns 
eines  Kunstgriffes.  Wir  multipliciren  (3)  mit  Kj ,  summiren  nach  j 
von  1  bis  r  und  erhalten  so  die  Gleichungen 

w      ^ S  2^' ^^''^'^''^  =  yjijh(x')  (i  =  1  •  •  •  n). 

Jetzt  bestimmen  wir  a^  ■  •  •  ar  aus  dem  simultanen  Systeme 

1 

als  Functionen  einer  Hülfsveränderlichen  t  und  der  Grössen  A^-  -A^, 
indem  wir  die  Anfangsbedingung  a^  =  a^^  für  ^  =  0  hinzufügen.  Dabei 
erhalten  wir  gewisse  Reihenentwickelungen 

r 

(6)  «,  =  a^'  +  {  ^-  h^ßip^)  +  •  •  •      (^  =  1  •  •  •  0; 

auf  deren  einfaches  Bildungsgesetz  wir  nicht  näher  einzugehen  brauchen. 
Doch  wollen  wir  bemerken,  dass  die  Ij  darin  nur  in  den  Verbindungen 
w^  =  X^t,-  '  •  Wr  =  K  t  vorkommen.  Daraus  folgt  nämlich,  dass  die 
«Ä  auch  als  Functionen  der  neuen  Veränderlichen  w^-  •  -  Wr  angesehen 
werden  können.  Da  ausserdem  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  Determinante  2^4:  «ii(<^")  •  •  •  cLrr{p^)  nicht  verschwindet,  so  sind 
die  ak  unabhängige  Functionen  der  Wk^  und  es  sind  auch  umgekehrt 
w^'  •  '  Wr  als  Functionen  von  a^  -  -  •  ar   darstellbar  und   Verhalten  sich 
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als  solche  in  der  Umgebung  von  a^^  •  •  •  ^i/  regulär.  Zwischen  a^-a^ 
und  iü^  '  ■  ■  iv,.  besteht  demnach  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
«1^  •  •  •  a/  bezüglich  tv^  =  0  •  •  -  tv^  =  0  eine  eindeutig  umkehrbare  Be- 
ziehung. Wenn  wir  uns  daher  auf  solche  Transformationen  x{  =  fi{x,  d) 
beschränken,  deren  Parameter  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a^^ 
liegen,  so  dürfen  Avir  ohne  Weiteres  an  Stelle  der  ch  die  iVk  als 
Parameter  einführen. 

Wir  werden  übrigens  die  aj,  im  Folgenden  meistens  als  Functionen 
der  Hülfsveränderlichen  t  und  der  Grössen  X^  ■  -  - 1^  betrachten.  Indem 
wir  diese  Werthe  von  a^-  •  •  ür  in  die  Gleichungen  Xi  =  fi{Xj  a)  ein- 
setzen, erhalten  wir  auch  x^  -  •  -  Xn  dargestellt  als  Functionen  von  t 
und  von  A^  •  •  •  A^.  Es  ist  nun  sehr  leicht,  gewisse  Differential- 
gleichungen anzugeben,  denen  x^  •  •  ■  x^  als  Functionen  von  t  genügen. 
Wir  haben  ja: 


-^1    d  cij^ 


dt  X  \    dcij^    dt 

und   wenn   wir   das   simultane   System   (5)   benutzen,    dem    die  ük   ge- 
nügen, kommt: 

dx:       ^cxf     ^ 

1  1 

Mit    Hülfe    der  Gleichungen   (4)   können  wir  jetzt  ay--  a,.   ganz 

wegschafien  und  finden 
t 

1 

Wenn  wir  also  in  den  Gleichungen  Xi  ==  fiix,  a)  die  Grössen 
a^  •  •  '  ür  in  der  bekannten  Weise  durch  t  und  A^  •  •  •  A^  ausdrücken, 
so  erhalten  wir  für  x^  •  ■  ■  Xn  gewisse  Functionen  von  t,  welche  das 
simultane  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  (7)  befriedigen. 
Ausser  diesen  Differentialgleichungen  befriedigen  die  xl  natürlich  noch 
gewisse  Anfangsbedingungen;  für  a^  verwandelten  sich  ja  die  fi{x^  a) 
in  fi{Xy  a^)j  da  nun  die  a^  für  ^  =  0  die  Werthe  ak^  annehmen,  so 
kommen  die  betreffenden  Anfangsbedingungen  auf  das  folgende  hinaus: 
es  wird  x{=  ftipo,  a^)  für  ^  =  0. 

Zusammen  mit  den  angegebenen  Anfangsbedingungen  bestimmen 
die  Differentialgleichungen  (7)  offenbar  die  x!  vollständig.  Um  die 
betreffenden  Ausdrücke  für  die  Xi  angeben  zu  können,  brauchen  wir 
blos  irgend  ein  vollständiges  System  Integralgleichungen  des  simultanen 
Systems  (7).     Ist 

Sil  (^/  '  •  •  OCny    ly^t,    •  '  '   krt)  ^=  Ci         (^  =   1   •  •  •  fl) 
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ein  solches,  so  ergiebt  die  Anfangsbedingung  ^'/==/K^;  ^^)  f^r  ^  =  0 
sofort  die  Werthe  der  d,  also  bekommen  wir  zur  Bestimmung  der 
Xi'  die  Gleichungen: 

(8)     ^^(x,'  ■  ■  ■  X,:,  X,t,  ■■■  Xrt)  =  fl;  iU  {x,  ««)•••  fn  {x ,  a'),  0  •  •  •  0) 

(i  =  1  •••^0- 

Durch  Auflösung  erhalten  wir  hieraus  für  x^'  ■  ■  -  Xn  ganz  bestimmte 
Functionen  von  x^  ■  -  •  Xn^  X^t  =  w^,  ■  ■  •  Irt  =  Wr'. 

(8')  x;=^  V>{x,  ■■■Xn,  K^,---  ^rt)      (i  ==  1  •  •  •  n\ 

Also  sind  die  Vi  diejenigen  Functionen,  in  tvelche  sich  die  fi{x,  d) 
verwandeln j  wenn  ivir  a^  ■  ■  ■  ar  in  der  helannten  Weise  durch  ^^t,  ■  ■  •  l,  t 
ausdrucken.  Ersetzen  wir  daher  umgekehrt  in  den  Vi  die  h  t  =  iVk 
durch  ihre  Werthe  als  Functionen  von  a^^  ■  -ar,  so  verwandeln  sich 
die  Gleichungen  x;  =  Vi  wieder  in  die  ursprünglichen  Gleichungen 
Xi'=fi{x,  a). 

Die  Gleichungen  (8')  sind  somit  nur  eine  andere  Form  der 
Gleichungen  (1)  und  da  die  Beziehung  zwischen  a^  ■  -  ■  ar  und 
w^=  IJy-  ■  -Wr^  Irt  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a/  •  •  •  «/  be- 
züglich von  ^  =  0  eindeutig  umkehrbar  ist,  so  sind  die  Gleichungen 
(8')  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ^  =  0  vollständig  mit  den 
Gleichungen  (1)  äquivalent,  anders  ausgedrückt:  die  Gleichungen  (8') 
stellen  alle  Transformationen  (1)  dar,  deren  Parameter  a^  •  ■  -  ar  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  a^    ■  ■  ar^  liegen. 

Nun  aber  kann,  wie  aus  den  mit  (8')  äquivalenten  Gleichungen 
(8)  hervorgeht,  jede  Transformation  (8')  erhalten  werden,  wenn  man 
zwei  gewisse  Transformationen  nach  einander  ausführt:  erstens  die 
Transformation 

'      Xi  =  fi{x^  •  •  •  ^„,  <  •  •  •  «r)      (i  =  1  •  •  •  n), 

also  diejenige  Transformation  der  Schaar  (1),  welche  die  Parameter 
a^^-  •  ■  ar^  besitzt;  ferner  ziveitens  die  Transformation 

^i{x; ■  ■  ■  x;,  ij,--^krt)  =  sii{x, •  •  ■  :^„,  0 •  •  •  0)   Ci  ==  1  • " •  n). 

Nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  diese  letzten  Gleichungen  das  simultane 
System  (7)  und  ausserdem  noch  die  Anfangsbedingungen:  xl=Xi  für 
^  =  0  befriedigen,  so  erkennen  wir,  dass  die  Gleichungen 

sii{:x\it)  =  sii{x,  0) 

nichts  anderes  darstellen,  als  die  Transformationen  einer  gewissen  ein- 
gliedrigen Gruppe,  eben  derjenigen,  welche  durch  das  simultane  System  (7) 


72  Kapitel  4,  §  17,  18. 

bestimmt  ist.  Die  infinitesimale  Transformation,  von  welcher  die  be- 
treffende eingliedrige  Gruppe  erzeugt  ist,    hat  offenbar  die  Gestalt: 

Damit  ist  eine  allgemeine  Eigenschaft  gefunden,  die  allen  Schaaren 
von  oü-  Transformationen  x[  ==  f{x,  ■  •  ■  x,,  a,  -  -  •  «,)  gemeinsam  ist, 
welche  Differentialgleichungen  von  der  Form  (2)  befriedigen.  Wir 
können  diese  Eigenschaft  folgendermassen  aussprechen: 

Theorem  9.     Sind  in  den  Transformationsyleichungen 

Xi  =  fi{x^  •  •  ■  Xn ,  a^  '  -  •  ar)       (i  =  1 il) 

die  r  Parameter  a^  .  .  .  ar  sämmtlich  wesentlich  und  bestehen 
ausserdem  geivisse  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

d  xf         "^ 

_  =  2j  tjk(a,  ■  ■  ■  a,.)  ■  |v(^;  •  •  •  x:)     {i=l---n,  Je  =={•..  r) , 

welche  hei  der  Suhstitution  x,'  =  /;  (x,  a) ,  •  ■  •  x,;  =  /;  {x,  a)  zu 
Identitäten  werden,  so  kann  jede  Transformation  xf  =  fix,  a), 
deren  Parameter  a^  ■  ■  ■  ar  in  einer  gewissen  Umgehung  von 
a^^  •  ■  •  ar^  liegen,  dadurch  erhalten  tverden,  dass  man  zuerst  die 
Tr  ansformation 

^i  =  fi(xi  ■  ■  ■  Xn,  «1^  •  •  •  a/)      (i  =  1  .  .  .  n) 

ausführt  und  sodann  eine  geivisse  Transformation 

Xl  =  G)i{x^  ■  ■  'Xn) 

einer  eingliedrigen  Gruppe,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mation die  Form 


r  n 

^h^lM(x) 


1         -^  ^^/ 


hat,  unter  Aj  •  •  •  A^  gewisse  Constanten  verstanden. 

In  diesem  Theorem  bedeutet  a/  •  •  •  «/  ein  beliebiges  Werthsystem, 
für  welches  sich  die  il)jk  regulär  verhalten,  während  ihre  Determinante 
nicht  verschwindet. 

Beispiel.  Es  ist  ganz  nützlich,  an  einem  Beispiele  zu  zeigen, 
dass  Gleichungen  x-  =  f{x,  a)  mit  r  wesentlichen  Parametern  a^  .  .  .  ar 
sehr  wohl  Differentialgleichungen  von  der  Form  (2)  erfüllen  können, 
ohne  eine  Gruppe  darzustellen. 

Die  oo^  Transformationen 

X{  =  ^1  +  ^2  +  ^1  ;       X.^  =  X^  —  X^  +  a,^ 
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bilden  offenbar  keine  zweigliedrige  Gruppe;  wir  finden  aber: 

dx^ ^        dx^ ..        dx.^ ^        dx^  . 

also     genügen    unsere     oo^     Transformationen    dennoch     Differential- 
gleichungen   von    der   Form   (2),    wenn    wir    nämlich    den  Functionen 

^ji{x'),  tjk(ci)  die  Werthe  ertheilen: 


p 


1,     ^,,=^0,     ?,,  =  0,     §,,^1, 

§  18. 

Wenden  wir  nunmehr  die  vorstehenden  allgemeinen  Entwicke- 
lungen  auf  den  besonderen  Fall  an,  dass  die  oo''  Transformationen 
Xi'  =  fi(x^  -  '  ■  Xn ,  a^-    ■  ttj)  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden. 

Stellen  die  Gleichungen  (1)  eine  r-gliedrige  Gruppe  dar,  so  be- 
stehen nach  Theorem  3  immer  Differentialgleichungen  von  der  Form  (2); 
wir  brauchen  also  diese  Forderung  nicht  besonders  auszusprechen. 

Weiter  bemerken  wir,   dass   alle  infinitesimalen  Transformationen 
von  der  Form  (9)  sich  aus  den  r  folgenden: 
>i. 

1  * 

linear  ableiten  lassen,  denn  in  dem  Ausdrucke 

r 

1 
sind  alle  infinitesimalen  Transformationen  (9)  enthalten.     Die  infinite- 
simalen Transformationen   X^^f)  •  •  •  Xr{f)   sind  dabei,   wie   wir  schon 
in  der  Einleitung  dieses  Kapitels  betont  haben,   von   einander  unab- 
hängig. 

Demnach  können  wir  über  beliebige  r-gliedrige  Gruppen  das 
folgende  Theorem  aussprechen: 

Theorem  10.     Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe 

Xi    =  fi{Xi  •  •  ■  Xn,    «1  •  •  •  ür)         (i  =  1   •  •  •  n) 

gehören  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

n 

Xk(f)=      '  hi{oo,  •  ■  ■  x„)^     (/j  =  1  .  .  .  r), 

welche  zu  den  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  in  fol- 
gender Besiehung  stehen:   ist  x!  =  fi{x^  ••  •  ^«,  a^  •  -  -  ar^)   irgend 
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eine  Transformation  der  Gruppe,  so  Jcann  jede  Transformation 
xl  =f(Xya),  deren  Parameter  in  einer  gewissen  Umgehung  von 
a/  •  •  •  a/  liegen^  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zuerst 
die  Transformation  Xi  =  fi{x^  •  •  •  Xn  ,  a^^  •  ■  -  ar^)  ausführt  und 
sodann  eine  gewisse  Transformation  xl  =  oiix^-  •  •  Xn)  einer 
eingliedrigen  Gruppe,  deren  infinitesimale  Transformation  die 
Form  Aj Xj (/")  +  ••■  -f-  kr^r{f)  besitzt,  tvo  Aj  •  •  •  Ar  geivisse passend 
gewählte  Constanten  bedeuten. 

Wissen  wir  nicht  blos,  dass  die  Gleichungen  Xi'  =  fi{x,  a)  eine 
r-gliedrige  Gruppe  darstellen,  sondern  auch,  dass  diese  Gruppe  die 
identische  Transformation  enthält,  und  endlich  noch,  dass  die  Para- 
meter ak^  der  identischen  Transformation  ein  Werthsystem  im  Bereiche 
([ttk]}  darstellen,  so  können  wir  noch  mehr  aussagen.  Wählen  wir 
nämlich  als  Transformation  jci=  fi{x,  a^)  insbesondere  die  identische, 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  Transformationen  unserer  Gruppe 
keine  andern  sind,  als  die  Transformationen  derjenigen  eingliedrigen 
Gruppen,  welche  von  den  infinitesimalen  Transformationen 

x,x,{f)  +  ■  ■  ■  +  irX,.in 

erzeugt  werden.     Setzen  wir  daher  zur  Abkürzung 


^4X,(0  =  C(/-) 


1 
so  stellen  die  Gleichunfren 


x;  =  ^.  +  I  0(^;)  +  ^  0(0(^0)  +  •  •  •      (/  =  1  •  •  •  n) 

die  c5o^  Transformationen  der  Gruppe  dar.  Dass  hier  r  +  1  Para- 
meter: Aj  ••  •  Ar,  t  auftreten,  ist  blos  scheinbar,  denn  dieselben  kommen 
ja  nur  in  den  r  Verbindungen  l^t,  •  ■  Kt  vor.  Wir  können  daher  ruhig 
t  gleich  1  setzen.  Erinnern  wir  uns  ausserdem  der  in  Kapitel  3,  S.  52, 
Gl.  (7)  gegebenen  Darstellung  einer  eingliedrigen  Gruppe  durch  eine 
einzige  Gleichung,  so  erkennen  wir,  dass  sich  die  Gleichungen  unserer 
y-gliedrigen  Gruppe  in  die  einzige  Gleichung 

f(x;  ■  ■  ■  x:)  =  fix,  ■  •  ■  x„)  +  c{f)  +  ^  c(6'(/))  +  •  •  ■ 

zusammenfassen  lassen.  Dass  es  möglich  ist,  die  Transformationen 
der  Gruppe  paarweise  als  inverse  zusammenzuordnen,  bedarf  kaum 
der  Erwähnung. 

Die  vorstehenden  Ergebnisse  über  die  r-gliedrigen  Gruppen  mit 
identischer  Transformation  können  wir  kurz  folgendermassen  aus- 
sprechen: 


Die  r-gliedrigen  Gruppen  erzeugt  durch  eingliedrige.  75 

Theorem  11.     Enthält  eine  r-(jlledrl(je  Gruppe 

Xl   =  fi(x^   '  •  •  Xa  ,    üi   '  '   ■  ttr)  (i  =    1   .   •   •  n) 

die  identische  Transformation^  so  lassen  sich  ihre  c»'"  Trans- 
formationen derart  in  oo^~^  Schaaren  von  je  oo^  anordnen^  dass 
jede  dieser  oo^""^  Schaaren  aus  allen  Transformationen  einer 
eingliedrigen  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  he- 
steht.  Um  diese  eiiigliedrigen  Gruppen  0u  finden j  hilde  man 
die  hehannten  Gleichungen 

f~  =  ^  tA^i  •  ■  •  f^')  •  kii^i  ■  •  •  ^n)      {i=l  ■  ■  ■  n,  Jc=l  ■  ■  ■  r), 

ivelche  hei  der  Substitution  xi^==fi(x,d)  identisch  befriedigt 
werden,  man  setze  ferner 


2 


1 
dann  stellt  der  ÄusdrucJc 


/g,.(^,...x,.)g  =  X,(/)     (/.=  !...,•), 


2 


» 


1 

mit  den  r  tu illldlr liehen  Parametern  k^  •  •  •  Xr  die  infinitesi^ 
malen  Transformationen  jener  oo'"^  eingliedrigen  Gruppen 
darj  und  die  endlichen  Transformationen  derselben  haben  die 
Form 

r  l...r 

1  kj 

Der  Inbegriff  aller  dieser  Geldlichen  Transformationen  ist 
identisch  mit  dem  Inbegriff  aller  Transformationen  der  Gruppe 
x[  =  fi{x,  a).  Die  Transformationen  dieser  Gruppe  lassen  sich 
ilherdies  paartveise  als  inverse  zusammenordnen. 

§  19. 

Enthält  überhaupt  eine  r-gliedrige  Gruppe  alle  Transformationen 
einer  eingliedrigen  Gruppe  und  ist  diese  eingliedrige  Gruppe  in  dem 
früher  besprochenen  Sinne  von  der  infinitesimalen  Transformation 
X(f)  erzeugt,  so  sagen  wir,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe  die  infinite- 
simale Transformation  X{f)  enthält.  Nun  haben  wir  eben  gesehen, 
dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  auf 
die  Form 
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r 

f{x;  ■  ■  •  x,:)  =  f{x,  ■  ■  xn)  +  2  hXk{f) 

1 

gebracht  werden  kann,  wo  Aj  .  .  .  A^  willkürliche  Constauten  bedeuten, 
während  mit  X^(f)  .  .  .  Xr{f)  von  einander  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  bezeichnet  werden.  Also  können  wir  sagen,  dass 
Jede  solche  r-gliedrige  Gruppe  r  unabMngige  infinitesimale  Transforma- 
tionen enthält. 

Die  Vermuthung  liegt  sehr  nahe,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe 
nicht  mehr  als  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ent- 
halten kann. 

Um  über  diesen  Punkt  ins  Klare  zu  kommen,  wollen  wir  uns 
direkt  die  Frage  vorlegen,  wann  die  infinitesimnle  Transformation 


1 

in  der  r-gliedrigen  Gruppe  mit  den  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen  X^(f)  .  .  .  Xr(f)  enthalten  ist. 

Gehört    Y{f)    der    betreffenden   r-gliedrigen   Gruppe   an,    so.  gilt 
dies  auch  von  allen  Transformationen 

(^i  =  Xi  +  Y  Vi  (^)  +  ]r^  Y(7J^)  -{ (i  :=  1  . . .  w) 

der  von  Y(f)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Führen  wir  daher  zuerst 
eine  beliebige  Transformation  dieser  eingliedrigen  Gruppe  aus  und  so- 
dann eine  beliebige  Transformation 

^r  =  */  +  ^  4i;,-  +  ^  i^'  x;  (i,;)  + .  ■  • 

der  r-gliedrigen  Gruppe,  so  müssen  wir  eine  Transformation  erhalten, 
welche  ebenfalls  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehört.  Durch  Ausrech- 
nung finden  wir,  dass  diese  neue  Transformation  die  Form  hat: 

r 

xl'  =^Xi  +  x  rii  (x)  +  ^  hiki{x)  -\ ii=\'.  .  -n), 

1 

wo  alle  weggelassenen  Glieder  in  Aj  .  .  .  A^,  t  von  zweiter  und  höherer 
Ordnung  sind.  Diese  Transformation  muss  also  bei  beliebigen  A^  •  •  •  A^,  r 
der  r-gliedrigen  Gruppe  angehören.  Wären  nun  die  r  -{-  1  infinitesi- 
malen Transformationen  X^{f)  ■  -  ■  Xr{f)j  Y(f)  von  einander  unab- 
hängig,   so   würden   nach   dem   Satze  4  in  Kap.  3,   S.  65    die   zuletzt 
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geschriebenen  Gleichungen  c»^+^  verschiedene  Transformationen  dar- 
stellen; das  ist  aber  unmöglich,  denn  die  r-gliedrige  Gruppe  enthält 
ja  überhaupt  blos  (x>^  Transformationen.  Folglich  sind  Xi(f)  -  ■  -  Xr{f)y 
Y(f)  nicht  von  einander  unabhängig,  da  aber  Xj^(f)  •  •  ■  Xr(f)  es  sind, 
so  muss  Y(f)  sich  linear  aus  X^{f)  •  ■  •  Xr{f)  ableiten  lassen,  also  die 
Form  haben: 

r 

i 
wo  li    ■  ■  Ir  geeignete  Constanten  bedeuten.     Das  heisst,  es  gilt  der 

Satz  2.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  die  identische  Transfor- 
mation, so  enthält  sie  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
X^{f)---  Xr{f)j  und  jede  in  ihr  enthaltene  infinitesimale  Transformation 
besitzt  die  Form  l^X^( f)  -\-  •  •  •  -\-  krXr{f) ,  wo  l^  ■  ■  •  kr  Constanten  be- 
deuten. 

Oben  sahen  wir  sogar,  dass  jede  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form  X^X^{f)  +  •  •  •  +  krXr(f)  der  Gruppe  angehört;  wir 
werden  daher  künftig  den  Ausdruck  A^ X^  (/")  +  ••  +  KXr{f)  mit  den 
r  willkürlichen  Constanten  A^  ...  Ar  als  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  betreffenden  r-gliedrigen  Gruppe  bezeichnen. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  ergiebt  sich  auch  noch  der 
folgende  zwar  specielle,  aber  doch  wichtige 

Satz  3.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  die  m^r  von  einander 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  X^{f)  •  ■  ■  X„^{f),  so  ent- 
hält sie  auch  jede  infinitesimale  Transformation  von  der  folgenden  Gestalt: 
X^X^(f)  -\-  ■  ■  ■  -{-  k,nXrn(f),  WO  A^  •  •  •  A«  vollkommcn  ivillldlrliche  Con- 
stanten bezeichnen. 

Die  bisherigen  Untersuchungen  geben  allerdings  die  Mittel, 
um  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
Xi  =  fi(Xf  a)  mit  der  identischen  Transformation  zu  bestimmen.  Es 
ist  aber  möglich,  schneller  zum  Ziele  zu  kommen. 

Die  identische  Transformation  unserer  Gruppe  gehöre  zu  den  Para- 
metern: «1^  •  •  •  «/  und  zwar  möge  a^^  •  -  ■  ar^  im  Bereiche  ([a}  liegen, 
sodass  also  die  Determinante  U -j^  i^ni^^)  '  '  ' '^rr{ciP)  sicher  von  Null 
verschieden  ist.     Nun  haben  wir: 

r 

^  tjk{a,  ■  ■  ■  ür)  ■  ^ji{fi(x,  a)-  ■    fn  {x,  a))  =  ^  fix,  a) , 
also  wenn  a^  =  a^^  gesetzt  wird: 

r 

^  tjk(a^')  •  h(^i  '■■Xn)=\  ^f{^,  o)    ' 
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Diese  Gleichung   multipliciren   wir  mit  J   und   summiren  nach 


de 


von 


1  bis  fij  dann  ergiebt  sich: 

Da  nun  X^{f)  ■  ■  -  Xr{f)  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
sind,  da  ausserdem  die  Determinante  der  i{jjk{a^)  von  Null  verschieden 
ist,  so  stellen  die  rechten  Seiten  der  letzten  Gleichungen  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe  dar. 

Noch  etwas  einfacher  ist  das  folgende  Verfahren. 

Man  setze  a^  =  6?/  +  öh  unter  dt^  •  ■  dt,,  beliebige  unendlich 
kleine  Grössen  verstanden.     Dann  ergiebt  sich: 


-i         ^~       k 


Sh  + 


wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  zweiten  und  von  höherer  Ord- 
nung in  den  ötk  sind.  Hier  zeigt  es  sich  unmittelbar,  dass  unsere 
Gruppe  die  r  infinitesimalen  Transformationen 


Xj    —  Xj  -r-       K- 


L       *  J  «=a° 


enthält.  Ob  allerdings  diese  r  infinitesimalen  Transformationen  von 
einander  unabhängig  sind,  das  bedarf  in  jedem  einzelnen  Falle  noch 
einer  besonderen  Untersuchung,  wenn  man  nicht  von  vornherein  weiss, 
dass  die  Determinante  der  ^  für  a^  ==  %^  nicht  verschwindet. 

Beispiel.   Betrachten  wir  wiederum  die  allgemeine  projective  Gruppe 
^'  ^  _^  +  <h_ 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  ergeben  sich 
sehr  einfach  nach  der  soeben  entwickelten  Methode.  Es  ist  ja: 
«i    =  0,  «2^  =  0,  «3^  =  1,  also  bekommen  wir: 

^'  =  i^tr^^,  =  -^  +  ^^1  - ^ ■  ^k  ~x^-öt,  +  ..-, 

das  heisst  unsere  Gruppe  enthält  die  drei  von  einander  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen: 
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Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  unserer  Gruppe  hat  die  Form: 

ihre  endlichen  Transformationen  erhalten  wir  daher  durch  Integration 
der  gewöhnlichen  Differentialgleichung 

dx^ ^^  n, 

unter  Hinzufügung  der  Anfangsbedingung:  x   =  x  für  ^  =  0. 

Um  diese  Integration  durchzuführen,  bringen  wir  die  Differential- 

dx'  dx 


gleichung  auf  die  Form: 


x'  —  ^ 


ydt, 


indem 
also: 

wir  setzen: 
2«  =  - 

h= 

_    "-  + i  .  y 

h 

= 

I, 

''^'^,2ß^. 

r 


VK'  -^i^h 


Durch  Integration  finden  wir: 

l(x'  —  «)  -  l{x'  -  ß)  =  y  t  +  l{x  ~  a)  -  I{x  —  ß) 


oder: 


X   —  a  „,     X  —  cc 


x' —  ß  x  —  ß' 

und  es  hat  jetzt  gar  keine  Schwierigkeit  a^  ß,  y  durch  Aj,  k^,  A3  aus- 
zudrücken, um  auf  diese  Weise  die  00^  Transformationen  unserer  drei- 
gliedrigen Gruppe  in  c»^  eingliedrige  Gruppen  angeordnet  zu  be- 
kommen, gerade  wie  es  das  Theorem  11  ausspricht. 

Eine  bekannte  einfache  Form  unserer  Gruppe  ergiebt  sich  übri- 
gens, wenn  man  die  beiden  Parameter  a  und  ß  beibehält,  für  e^^  da- 
gegen den  neuen  Parameter  7  einführt;  dann  erscheint  unsere  Gruppe 
in  der  Form: 


X   —  a         -     X  —  a 


7 


X  —ß        "     x  —  ß 

§  20. 
Wenn    xl  =  fi{x^'  •  •  Xn,    a^  •  -  •  ar)     eine     beliebige    r-gliedrige 
Gruppe  ist,  so  bestehen  nach  dem  Theoreme  5,  Kap.  2,  S.  45  für  jede 
Function  f{x^  ■  ■  •  Xn)  gewisse  Relationen: 


'  n  r  n 

die  bei  der  Substitution  x-  =f,(x,a)  zu  Identitäten  werden. 


0 
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Bei  Anwendung  der  Abkürzungen 

1  ' 

können  wir  die  obigen  Relationen  schreiben: 

r  r 

(10')  ^J»j,ia)  .  Xj{f)+2>M«)  ■  XJif)  =  0     (fc  =  1  .  . .  r). 

1  1 

Erinnern  wir  uns  ferner,  dass  die  Determinante  der  ^jk{a)  ebenso- 
wenig identisch  verschwindet  wie  die  der  tjk(ci),  so  erkennen  wir, 
dass  sich  X^\f)  •  ■  •  X/ (f)  linear  durch  X^(f)  ■  -  •  Xr(f)  ausdrücken 
lassen  und  umgekehrt.    Es  besteht  daher  eine  Relation  von  der  Form 

r  r 

1  1 

dabei  können  entweder  die  Ck  willkürlich  gewählt  werden,  während 
die  Ck  Functionen  der  Ck  und  der  a  werden,  oder  es  können  die  e/  will- 
kürlich gewählt  werden,  während  die  Ck  Functionen  der  e/und  der  a 
werden. 

Um  die  Beziehung  zwischen  den  e/  und  den  Ck  wirklich  zu  er- 
mitteln, multipliciren  wir  (10')  mit  Xk  und  summiren  nach  k  von 
l'-r: 

2{2^'  ^^^  w  1  •  ^>(^)  +  2  j  Jf  ^^^.-^-w )  •  ^j(n  =  ^^  • 

Ueber  die  Multiplicatoren  A^  •  •■  A^  können  wir  offenbar  so  verfügen, 
dass 

r  r 

1  1 

wird.  Aus  der  zweiten  Reihe  dieser  Gleichungen  können  wir  sehr 
leicht  X^  ■  '  '  Xr  bestimmen,  wenn  wir  die  in  Kap.  2,  8.  31  definirten 
Functionen  akj(a)  benutzen.     Dann  finden  wir  nämlich: 

r 

Xk  =  —  ^J ccjk{a)  ■  e/ 
1 
und  daraus  folgt: 

6,  ==  —  ^  I ^  ^jk(a)  •  cink{a)^  ■  e;       (j  =  1  •  •  •  r) . 
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Diese  Gleichungen  lassen  sich  natürlich  auch  nach  e/  .  .  .  e/   auflösen. 

Wir  haben  demnach  den  folgenden 

Satz  4.  Stellen  die  Gleichungen  x-'  =  fi{x^  ■  ■  ■  Xn,  a^  •  -  ■  ür)  eine 
r-glieärige  Gruppe  dar  und  enthält  diese  Gruppe  die  r  unabhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen 

n 

MI)  =  'S  ^«(^i  ■  •  •  ^»)  £:   (/c  =  1  ■  •  •  r) , 

so  betvahrt  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 

hei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  xi  =  f{x^  a)  insofern  ihre  Form, 
als  für  jedes   Werthsystem  e^-  -  -  Cr  eine  Relation  von  der  Form 

r  r 

1  1 

besteht]  dabei  sind  e/  •  •  •  e/  unahhängige  lineare  homogene  Functionen  von 
e^' '  •  Cr  mit  Coefficienten,  die  Functionen  von  a^  •  •  •  a,-  sind. 


Endlich  noch  eine  allgemeine  Bemerkung  über  den  Begriff  der 
eingliedrigen  Gruppe. 

Begriffe  und  Sätze  der  Theorie  der  continuirlichen  Transformations- 
gruppen haben  oft  ihr  Analogon  in  der  Sidjstitntioncntheorie'^)^  das 
heisst.  in  der  Theorie  der  discontinuirlichen  Gruppen.  Im  Verlaufe 
unserer  Untersuchungen  werden  wir  diese  Analogien  nicht  jedesmal 
besonders  hervorheben,  doch  werden  wir  an  dieselben  öfters  dadurch 
erinnern,  dass  wir  die  Bezeichnungen  der  Substitutionentheorie  in  die 
Theorie  der  Transformationsgruppen  übertragen,  was  soweit  als  mög- 
lich geschehen  soll. 

Hier  wollen  wir  darauf  aufmerksam  machen,  dass  die  eingliedrigen 
Gruppen  m  der  Theorie  der  Transformationsgruppen  wesentlich  dieselbe 
Rolle  spielen  wie  die  CyJclen  in  der  Substitutionentheorie.  Allerdings 
kann  eine  r-gliedrige  Gruppe  auch  discontinuirliche  Schaaren  von  Trans- 
formationen enthalten,  die  Cyklen  im  Sinne  der  Substitutionentheorie 
sind.  Für  uns  haben  aber  derartige  Schaaren  von  Transformationen 
wenig  oder  gar  kein  Interesse. 

Wir  werden  die  eingliedrigen  Gruppen  oder  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  gewissermassen  als  die  Elemente  der  r-gliedrigen 
Gruppen  betrachten.     Bei    Untersuchungen    über   r-gliedrige   Gruppen 

*)  C.  Jordan,  Traite  des  substitutions,  Paris  1870. 

Theorie  der  Transformationsgruppen.  ß 


82  Kapitel  4,  5;  §§  20,  21,  22. 

ist  es  fast  unter  allen  Umständen  vortheilhaft  zunächst  die  Auf- 
merksamkeit auf  die  infinitesimalen  Transformationen  der  betreffenden 
Gruppe  zu  richten,  und  dieselben  als  üntersuchungsgegenstand  zu 
wählen. 


Kapitel   5. 

Die  vollständigen  Systeme. 

Die  Integrationstheorie  einer  einzelnen  linearen  partiellen  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung 


X 


df 


(n=2i-(^i-  ■^n)^  =  o 


oder  des  äquivalenten  simultanen  Systems  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen: 

setzen  wir  als  bekannt  voraus;  doch  stellen  wir  ohne  Beweis  als  Ein- 
leitung einige  darauf  bezügliche  Sätze  zusammen.  Auf  diese  Sätze 
gestützt;  werden  wir  in  aller  Kürze  die  Integrationstheorie  simultaner 
linearer  partieller  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ableiten.  Diese 
im  Wesentlichen  von  Jacobi  und  C  leb  seh  herrührende  Theorie  wer- 
den wir  dann  im  nächsten  Kapitel  in  ein  neues  Licht  setzen,  indem 
wir  den  Zusammenhang  zwischen  den  Begriffen  „lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung" und  ,,infinitesimale  Transformation"  näher  auseinander- 
setzen, einen  Zusammenhang,  den  wir  schon  früher  erwähnt  haben 
(Kap.  3,  S.  54). 

§  21. 

Es  mögen  l^  -  •  -  in  sich  regulär  verhalten  in  der  Umgebung  eines 
bestimmten  Werthsystems  x^^  •  •  •  Xr!^ ,  ausserdem  sei  noch  ln{x^^  ■  •  ■  Xr!^) 
von  Null  verschieden.  Unter  diesen  Voraussetzungen  kann  man  x^  •■■Xn—i 
derart  als  analytische  Functionen  von  Xn  bestimmen,  dass  bei  Sub- 
stitution dieser  Functionen  das  simultane  System 

identisch  befriedigt  wird,  und  dass  ausserdem  x^  ■  ■  ■  Xn-i  für  Xn  =  Xn^ 
gewisse  vorgeschriebene  Anfangswerthe  x^  ■  •  •  Xn-i  annehmen.  Diese 
Anfangswerthe  sind  als  die  Integrationsconstanten  aufzufassen. 

Die  Gleichungen,  welche  x^  •  -  ■  Xn-i  in  der  betreffenden  Weise 
als    Functionen    von  rr„  darstellen,    heissen  die  vollständigen  Integral- 
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ghichimgen  des  simultanen  Systems;  sie  können  die  Form  erhalten 

Xk  =  Xk  +  (^/  —  Xn)  •  %  {X^—  ^1%    •  •  •   Xn-l  —  x'n-l  ,    xj"  ~~  Xn) 

(k  =  l---n-  1), 

wo  die  '^k  gewöhnliche  Potenzreihen  ihrer  Argumente  bedeuten.  Ver- 
tauscht man  x^  -  ■  -  Xn-i ,  Xn  mit  bezüglich  x-^  •  -  •  Xn-i ,  x^,  so  erhält 
man  die  Integralgleichungen  wieder,  nur  nach  den  Anfangswerthen 
x^ '  '  ■  x'n-i  aufgelöst: 

Xk   ==  Xk  +  {Xn  —  Xr!")  ■  "^kix^  —  a:l^    ■  ■  •   Xn—  ^„^)  =  G)i,{x,   ■  ■  ■  Xn) 

(Jc  =  l-'-n—  1). 
Hier  sind   die  Functionen  cok  sogenannte  Integralfunctionen  des  simul- 
tanen Systems,  denn  die  Difierentiale  dieser  Functionen: 

daj,  =   X-  -^  dXi      (/c  =  1  .  .  .  n  —  1) 
1 
verschwinden  sämmtlich    vermöge   des    simultanen   Systems   identisch, 
und   jede    Function    von   dieser    Beschaffenheit    heisst    eine    Integral- 
function    des    simultanen    Systems.     Jede   solche    Integralfunction    ist 
aber  zugleich  eine  Lösung  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
^{f)  =  0,  also  sind  o^    •  •  con-i  Lösungen  von  X{f)  =  0  und  zwar 
offenbar  unabhängige.     In    einer   gewissen  Umgebung  von  x^  -  -  -  Xn 
verhalten  sich  diese   Lösungen   regulär;   ausserdem    reduciren   sie   sich 
für  Xn  =  Xn^  auf  bezüglich  x^-  •  •  Xn-i ;  deshalb  heissen  sie  die  Hmqd- 
lÖsungen  der  Gleichung  X(f)  =  0  in  Bezug  auf  Xn  =  Xn. 
Kennt  man  überhaupt  n  —  1  unabhängige  Lösungen 

^1  {X^"  '  Xn)    ■  •  •   tn-1  (X^-  ■  •  Xn) 

der  Gleichung  X(f)  =  0,  so  hat  die  allgemeinste  Lösung  derselben 
die  Form  ß(^i  •  •  tpn-i) ,  wo  Sl  eine  willkürliche  analytische  Function 
seiner  Argumente  bezeichnet. 

§  22. 
Genügt  eine  Function  ^(x^-  ■  ■  x„)  den  beiden  Gleichungen 

p  _  X,{f)  =  Q,    X,if)  =  0, 

so  befriedigt  sie  natürlich  auch  die  beiden  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung 

XAX,{f))  =  o,   XAX,(f))  =  ö 

und  in  Folge  dessen  auch  die  Gleichung 

XAX,(f))-X,{X,if))==0, 
welche   sich   aus   den   beiden  zuletzt   geschriebenen   durch   Subtraction 


ergiebt. 


6* 
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Ist  nun 

so  ergiebt  sich: 

x,(x,(/-))  -  XAX.if))  =^-  |x,(|.,)  -  x,(|,,)l  ^, 

weil  alle  Glieder  wegfallen,  welche  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung 
enthalten.     Also  gilt  der 

Satz  1.  Genügt  eine  Function  tpix^  ■  •  ■  Xn)  den  beiden  Biffcrcfiitial- 
gleichungen  erster  Ordnung: 

Mf)  =  ^  h<  («X  ■  •  ■  ^»)  ^  =  0     (/^  =  1 ,  2) , 

1 
so  genügt  sie  auch  der  Gleichung 

X,  (X,  (/■))  -  X,  (X,  if))  =  ^  { X,  (&,)  -  X,  (?.,)  1^  =  0, 

1  ' 

welche  ebenfalls  von  e^'ster  Ordnung  ist. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es  zu  wissen,  wie  der  Ausdruck 
Xi  (Xg  (/■))  — X2(Xi(/^))  sich  verhält,  wenn  an  Stelle  von  x^^  •  -  ■  Xn 
neue  unabhängige  Veränderliche  iJi'  •  ■  ijn  eingeführt  werden. 

Nehmen  wir  an,  dass  sich  bei  Einführung  der  y  ergiebt: 

^^  (/•)  =2^  ^*  (2/.)  ^  =  ^  nu  (!/.■;  2/»)  g^  =  Y,  if)      {k  =  1,  2). 

1*1  ' 

Da  f  hier  eine  ganz  beliebige  Function  von  x^^  -  ■  •  x»  bedeutet,  so 
können  wir  X^  (f)  oder  Xg  (f)  an  Stelle  von  f  einsetzen,  wir  haben 
daher: 

XAX,if))  =  Y,{X,{f))  =  Y,(Y,if)) 

x,(x.(/))  =  r,(x,  (/))  =  r,(r,  (/■)) , 

folglich  wird: 

x,(x,(/))  -  x,(x.(/))  =  Y,{Y,{f))  -  r,(r, (/■)). 

Also  haben  wir  den 

Satz  2.  Gehen  die  Ausdrücke  Xi(/)  und  X^{f)  bei  Einführung 
neuer  unabhängiger  Veränderlicher  über  in  Y^{f)  bezüglich  Y.^(^f)^  so 
geht  der  Ausdruck  X,  {X,  (f))  - X,  (X,  {f))  über  in  Y,  (  Y^  (f))  -  Y,  (  Y,{f)). 

Diese  Eigenschaft  des  Ausdruckes  X^  (Xg  (/'))  — X2(Xi(/'))  wird 
im  Verlaufe  unserer  Untersuchungen  häufig  benutzt  werden.  Dieselbe 
lässt  sich  kürzer  so  aussprechen:  der  Ausdruck  X^(X2{f))  —  X2{X^(f)) 
verMlt  sich  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  invariant. 
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Betrachten  wir  jetzt  g  Gleichungen 

(1)  x.(/)  =  o,  ■••  x,(/-)  =  o 

und  fragen  wir  nach  ihren  etwaigen  gemeinsamen  Lösungen. 

Es  ist  denkbar,  dass  zwischen  den  Ausdrücken  Xk  (/)  Relationen 
von  der  Form 

(2)  .^^X^(x,--x„)-Mf)=0 

1 

bestehen.  Wäre  dies  der  Fall,  so  würden  gewisse  unter  unseren 
Gleichungen  eine  Folge  der  übrigen  sein  und  könnten  bei  der  Er- 
ledigung des  aufgestellten  Problems  ohne  Weiteres  weggelassen  werden. 
Demnach  ist  es  ganz  berechtigt,  wenn  wir  die  Voraussetzung  machen, 
dass  keine  Relation  von  der  Form  (2)  besteht,  dass  also  die  Gleichungen 

(1)  nach    q    von    den    Differentialquotienteu    -^    auflösbar    sind.      In 

diesem  Sinne  ist  es  zu  verstehen,  wenn  wir  die  Gleichungen  (1)  kurz 
als  von  einander  unabhämjlg  bezeichnen.  — 

Nach    dem,    was    oben    über    zwei   Gleichungen   X^{f)  =  Q    und 
X^{f)  =  0  gesagt  wurde,  ist  es  klar,  dass  die  etwaigen  gemeinsamen 
Lösungen  unserer  q  Gleichungen  auch  alle  Gleichungen  von  der  Form 
X,(X,(/-))-X.(X-(/))  =  0 

befriedigen.     Da  können  nun  zwei  Fälle  eintreten. 

Erstens  können  die  auf  diese  Weise  erhaltenen  Gleichungen  eine 
Folge  der  früheren  sein,  indem  für  jedes  i  und  h  <^  q  eine  Relation 
von  der  folgenden  Form   besteht: 

=  Xiklix,   ■   ■   ■  Xn)  X,{f)   H [-   Xik,  (X,---  Xn)  X,(f). 

Mit  Clebsch  sagen  wir  alsdann,  dass  die  q  von  einander  unahhängigen 
Gleichungen  Zj  (/")  =  0  •  •  •  X^  (/")  =  0  ein  q-gliedriges  vollständiges 
System  bilden. 

Im  Allgemeinen  wird  jedoch  der  zweite  mögliche  Fall  eintreten; 
es  werden  sich  unter  den  neu  gebildeten  Gleichungen 

MMf))  -  x,(x,(/))  =  0 

eine  gewisse  Anzahl  finden,  welche  von  einander  und  von  den  q  vor- 
gelegten unabhängig  sind.     Wir  fügen  dieselben,  etwa 

X,+i(/')  =  0,  .■■X^,(/')  =  0 

zu  den  q  ursprünglichen  hinzu  und  behandeln  jetzt  die  erhaltenen 
q  -j-  s  Gleichungen  genau  so  wie  früher  die  q  gegebenen.  So  fahren 
wir  fort;  da  wir  aber  nicht  auf  mehr  als  n  von  einander  unabhängige 
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Gleichungen  X,(/')  =  0  kommen  können,  müssen  wir  schliesslich  zu 
einem  vollständigen  Systeme  gelangen,  welches  aus  n  oder  weniger 
unabhängigen  Gleichungen  besteht.     Wir  haben  daher  den  Satz: 

Satz  3.  Die  Bestimmmuj  der  gemeinsamen  Lösungen  von  q  gegebenen 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  L  0.  X^  /"  =  0 ,  •  •  •  X,  /"  =  0 
lässt  sich  stets  durch  Differentiationen  und  Eliminationen  auf  die  Inte- 
gration eines  vollständigen  Systems  zurüclcfilhren. 

Nehmen    wir    jetzt    an,    dass    X^{f)  =  0,  •  •  •  X^  (/")  =  0    ein 
g-gliedriges  vollständiges  System  bilden.    Offenbar  dürfen  diese  Gleich- 
ungen durch  q  andere 
'/ 
Yk{f)  =^f  t,j{x,  .  •  •  x,)-Xj(f)==0      {k=l  ...  2) 
1 

ersetzt  werden.  Erforderlich  ist  dabei  nur,  dass  die  Determinante 
der  i^^j  nicht  identisch  verschwindet,  damit  sich  auch  die  Xj(f')  linear 
durch  die  Yk(f)  ausdrücken.  Augenscheinlich  bestehen  alsdann  Re- 
lationen von  der  Form: 

(3)  Yi{Y,if))  -  MY,(n)  =^J  'oaAx,  ■  ■  ■  x,;).Yjify, 

1 
es  bilden  also  auch  die  Gleichungen   Yk{f)  =  0   ein  g-gliedriges  voll- 
ständiges  System   und   sind   daher    mit    den   Gleichungen   Xk{f')  =  0 
vollständig  äquivalent. 

Wie  zuerst  von  Clebsch  hervorgehoben  worden  ist,  kann  man 
über  die  tkj  immer  so  verfügen,  dass  alle  (Duj  verschwinden.  Um 
dies  am  einfachsten  zu  erreichen,  wählen  wir  mit  A.  Mayer  die 
ijjkj  derart,  dass  die  Yk(f')  =  0  nach  q  von  den  Differentialquotienten, 
etwa  nach  ^ —  .  •  •  ^- aufgelöst  erscheinen: 

(4)  y.a)  =  ^-+|i*..^  =  o    (/.  =  !...,). 

Die  Ausdrücke    Yi(Yk(f))  —  Yk{Yi(f))   werden   dann   sämmtlich  von 

g^  _       '  '  'Wx^  ^^^'  folglich  können  sie  die  Form  ^  (Oi^j  Yj  (/)    nur 

dann  haben,  wenn  alle  cjikj  verschwinden.     Also: 

Satz  4.    Löst  man  ein  q-gliedriges  vollständiges  System 

X,{f)  =  0.--X,(f)==0 

nach  q  von  den  Differentialquotienten  auf,  so  stehen  die  Jiervorgehenden 
Gleichungen 


Die  vollständigen  Systeme.  87 

(4)  ^'^if)  -W~,  +  J  '»-  4  =  0      (^  =  1  .    .  2) 

paarweise  in  der  Besiehung 

(5)  %(Y,{f))~Y,(T,{f))  =  0. 

§  23. 
Wir  denken  uns  ein  vorgelegtes  ^-gliedriges  vollständiges  System 
auf  die  eben  besprochene  Form 

(4)       ^^if)-wir^,+2'^^'^r''   (''  =  i"2). 

gebracht.    Es  wird  sich  zeigen,  dass  dieses  System  n^  q  unabhängige 
Lösungen  besitzt,  zu  deren  Bestimmung  es  genügt,  q  einzelne  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  nach  einander  zu  integriren. 
Zuerst  integriren  wir  die  Differentialgleichung 

von  deren  n  —  1  unabhängigen  Lösungen  x^  ■  ■  x'n-i  die  folgenden 
q  —  1,  nämlich: 

Xn—q-]-l  =  ^n— 5+1  7    ■  ■  ■   ^n—1  ==  ^n—1 

sofort  bekannt  sind.  Werden  die  w  ~  1  Ausdrücke  x^  --  -  x'n-i  nebst 
der  von  ihnen  unabhängigen  Grösse  Xn  als  neue  Veränderliche  ein- 
geführt, so  erhält  unser  vollständiges  System  die  Gestalt: 


n — q 

0 


Da  nun  die  Ausdrücke  Yi{Yj,{f))  -  Yk{Yi{f))  sich  bei  Einführung 
neuer  Veränderlicher  invariant  verhalten  (vgl.  Satz  2  dieses  Kapitels), 
so  müssen  sie  auch  jetzt  wieder  verschwinden,  woraus  folgt,  dass 
alle  'Y]ki  Functionen  von  x^  •  -  -  x'n-i  allein,  von  Xn  aber  frei  sind.  Das 
ursprüngliche  Integrationsproblem  ist  somit  darauf  zurückgeführt,  die 
gemeinsamen  Lösungen  der  q  —  1  Gleichungen 

-q^k 

zu  ermitteln,  und  zwar  stehen  diese  Gleichungen,  welche  nur  n  —  1 
unabhängige  Veränderliche,  nämlich  x{  •  •  •  a?„'_i,  enthalten,  wiederum 
paarweise  in  der  Beziehung:   Y;{Yk{f))  —  Yk{Y'{f))  =  0. 


^^'(/■) = äÄ:i  +  "2  ''^'^*''  •  •  ■  *"-'^  Ä  =  ° 
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Dieses  Ergebniss  formuliren  wir  folgenclermassen: 
Satz  5.  Bie  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  eines  q-gliedrigen 
vollständigen  Systems  in  n  Vcränderliehen  lassen  sich  auch  definiren  als 
die  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  eines  (q  —  \)-gliedrigen  voll- 
ständigen Systems  in  n  —  1  Veränderliehen.  Um  dieses  neue  vollständige 
System  aufstellen  zu  Immen ^  hat  man  hlos  eine  einzige  lineare  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  in  n  ~  q  +  1  Veränderlichen  zu 
integriren. 

Das  neue  vollständige  System  erscheint  wieder  in  aufgelöster 
Form;  wir  können  daher  unser  obiges  Verfahren  sogleich  wieder  auf- 
nehmen und  erhalten  durch  im  Ganzen  (<2'  — l)-malige  Anwendung  des- 
selben Folgendes: 

Satz  6.  Die  gemeinsamen  Lösungen  der  Gleichungen  eines  q-gliedrigen 
vollständigen  Systems  in  n  Veränderlichen  lassen  sich  auch  definiren  als 
die  Lösungen  einer  einzigen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  in  n  —  q+l  Veränderlichen,  Um  diese  eine  Gleichung  auf- 
stellen zu  können j  genügt  es  nach  einander  q—  1  einzelne  Gleichungen 
dieser  Art  zu  integriren. 

Hieraus  folgt  ohne  Weiteres: 

Satz  7.    Ein  q-gliedriges  vollständiges  System  in  n  unabhängigen  Ver- 
änderlichen besitzt  stets  n  —  q  unabhängige  Lösungen. 
Umgekehrt  gilt  aber  auch: 

Satz  8.  Haben  q  unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung 

in  n  unabhängigen  Veränderliehen  gerade  n  —  q  unabhängige  Lösungen 
gemein^  so  bilden  sie  ein  q-gliedriges  vollständiges  System. 
Zum  Beweise  bemerken  wir,  dass  die  Gleichungen 

x,(/)  =  o,...xx/')  =  o 

nach  dem  Früheren  ein  vollständiges  System  mit  q  oder  mehr  Gliedern 
bestimmen;  enthielte  nun  dieses  vollständige  System  mehr  als  q  un- 
abhängige Gleichungen,  so  besässe  es  nicht  n  —  q,  sondern  nur  eine 
geringere  Zahl  von  unabhängigen  Lösungen;  unter  den  Voraussetzungen 
des  Satzes  ist  es  daher  g-gliedrig,  das  heisst  es  wird  von  den 
Gleichungen  X,{f)  =  0,  ■  ■  ■  Xq(f)  =  0  selbst  gebildet.  — 

Sind  irgend  n  —  q  unabhängige  Functionen  co^  -  -  -  con-q  *von 
x^"  '  Xn  vorgelegt,  so  kaun  man  immer  q  unabhängige  lineare  partielle 
Differentialgleichungen  aufstellen,  welche  von  allen  co  identisch  be- 
friedigt werden.     Setzen  wir  nämlich  voraus,  dass  die  Determinante 
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Zj  ±  dx 


dx^ 


1  -      n-q 

nicht  identisch  verschwindet,  was  wir  ohne  Beschränkung  thun  können, 
so  sind  die  q  Gleichungen 

d£  df  df       ' 

dx^ 


d  coj 
dxi 


dco. 


dx. 


2^„-, 

^^n-,+, 

d  co^ 

d(o^ 

^^n-.; 

^^n-^, 

^««-9 

3'»»-, 

dx^ 


-q      ^^n-q+k 


0 


(/.  =  1  .  .  .  q) 

derartige  Dilierentialgleichuugen;  denn  bei  der  Substitution  f  =  coj 
werden  sie  zu  Identitäten  und  von  einander  unabhängig  sind  sie  auch, 
wie  ihre  Form  zeigt.  Nach  dem  letzten  Satze  bilden  diese  Gleichungen 
ein  g-gliedriges  vollständiges  System.     Also: 

Satz  9.  Sind  n  —  q  unabhämßge  Functionen  von  n  Veränderlichen 
x^'  '  '  Xn  vor(jele(jt,  so  giebt  es  in  x^  •  •  -  x»  immer  ein  bestimmtes  q-gliedriges 
vollständiges  System,  von  'welchem  diese  Functionen  ein  System  Lösungen  sind, 

§  24. 

Für  unsere  Zwecke  genügt  es  aber  nicht,  die  Existenz  der  Lösungen 
eines  vollständigen  Systems  nachgewiesen  zu  haben,  es  ist  vielmehr 
nöthig,  auch  auf  die  analytische  Beschafienheit  dieser  Lösungen  etwas 
näher  einzugehen. 

Zu  diesem  Behufe  werden  wir  annehmen,  dass  in  dem  vorgelegten 
g-gliedrigen  vollständigen  Systeme: 


Y.{f) 


df 


dx„ 


-q-^k  ^ 


Vki 


IL 

dx. 


0       (/;  =  1  •  .  .  q) 


die  analytischen  Functionen  ijt,  sich  in  der  Umgebung  von 

X^  —  *  •  •  —  x^  —  u 
regulär  verhalten.    Als  Grössen  x^' •  -  -  Xn-i  wählen  wir  jetzt  unter  den 
Lösungen  der  Gleichung 


=  0 


die  früher  definirten  Hauptlösungen  dieser  Gleichung  in  Bezug  auf 
Xn==  0.  Wir  wissen,  dass  diese  Hauptlösungen  x^  •  •  -  x'n-i  in  einer 
gewissen  Umgebung  you  Xi==  -  ■  -  ==  Xn=  0  gewöhnliche  Potenzreihen 


90  Kapitel  5,  §§  24,  25. 

nach  x^'  ■  '  Xn  sind,  und  dass  sie  sich  für  Xn  =  0  auf  bezüglich 
Xi  '  '  '  Xn—i  reduciren.     Die  bereits  oben  erwähnten  Losungen 

OOn-q+l  =  Xn-q^i  y    '   ■   •    Xn-i  =  Xn-i 

sind  demnach  Hauptlosungen. 

Umgekehrt  sind  nach  den  Bemerkungen  in  §  21  auch  x^"-  Xn-i 
analytische  Functionen  von  rc/  •  •  •  Xn-i ,  Xn  und  verhalten  sich  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems  a;/  =  •  •  •  =  Xn-i  =  Xn  =  0  regulär.  Da 
nun  in  dem  neuen  vollständigen  Systeme  Y/  (f)  =  0  die  Coefficienten 
■rjki  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x^  =  •  --  ==  Xn  =  0  sich  als 
Functionen  von  x^  •  -  •  Xn  regulär  verhalten,  werden  sie  auch  gewöhn- 
liche Potenzreihen  nach  x^'  -  •  -  Xn-i ,  Xn  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  x{  ==  Oj  '  '  •  Xn—i  =  0  j  Xn  =  0  und  zwar  werden  sie,  wie  wir 
wissen,  von  Xn  frei. 

Wir  bestimmen  jetzt  die  Hauptlosungen  der  Gleichung 

in  Bezug  auf  Xn-i  =  0.  Dieselben,  x^' -  •  •  Xn-'i  mögen  sie  heissen, 
verhalten  sich  als  Functionen  von  a?/  •  •  •  Xn-\  regulär  in  der  Umgebung 
von  a;/  ==  •  •  •  =  Xn-\  ==  0  und  sind  daher  auch  als  Functionen  von 
x^"  '  Xn  regulär  in  der  Umgebung  von  a;i  =  •••==  :r„  =  0.  Bei  der 
Substitution  x'n-x  =  0  reduciren  sich  x^'  ■  •  •  Xn-2  auf  a;/ •  •  •  Xn-2 ,  folg- 
lich bei  der  Substitution  S0n~i  ==  Xn  =  0  auf  rr^  •  •  •  Xn-2-  Die  Coeffi- 
cienten des  nächsten  (q  —  2)-gliedrigen  vollständigen  Systems  werden 
natürlich  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x^''  -  •  -  Xn-2- 

Nach  g-maliger  Wiederholung  dieser  Ueberlegungen  erhalten  wir 
endlich  n  —q  unabhängige  Lösungen:  x^^^  •••  x^^^  unseres  vollständigen 
Systems.  Dieselben  sind  gewöhnliche  Potenzreihen  nach  den  x^ß~'^^ 
in  einer  gewissen  Umgebung  von  ic^'^~^)  =  •  .  .  =  iJ?J^^~M_i  =  0  und 
ebensolche  Reihen  nach  den  Xi  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
x.  =  '''  =  Xn  =  0.     Für  ic^^-^l,  =  0  reduciren  sich  x['i^  •  •  •  x^'^^      auf 

n — r/4-1  1  n — q 

bezüglich  x'f-^^  •  •  •  x^^-^^  und  daher  für  Xn-q-\.i  =  •  •  •  =  a?„  =  0  auf 
x^  '  '  •  Xn—q.     Es  ist  also: 

4^  =  ^•,  +  ?,(^i  --'Xj       (i  =  1  •  .  .  71  — q), 
wo  die  ^j  für  Xn—q-\-i  ==■''==  Xn  =  0  sämmtlich  verschwinden. 

Wir  nennen  die  Lösungen  x^f  •  •  •  x^^l_  unseres  vollständigen 
Systems  seine  Hauptlösungen  in  Bemg  auf  Xn—q-^i  =  0,  •  ■  ■  Xn  =  0, 

Das  gewonnene  Ergebniss  sprechen  wir  in  etwas  allgemeinerer 
Form  aus,  indem  wir  an  Stelle  des  speciellen  Werthsystems 

Xt         '  U/o     '       •  •  •  =:  jQ^  ^=  yj 

ein  allgemeines:  x^^  •  -  -  Xn    einführen.     Dann  können  wir  sagen: 
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Theorem  12.     Jedes  q-gliedrige  vollständige  System 

df 


^^n-q+k 


+  ^i  nki{Xi  .•.Xn)ß-  =  o      (/^  =  1 . . .  ^), 


dessen  Coefficienten  rj^  sich  in  der  Umgehung  von  x^  =x^^*''' 
Xn  =  xl  regulär  verhalten^  besitzt  n — q  unabhängige  Lösungen 
x(^2)  .  .  .  a;J{^  ,  welche  sich  in  einer  getvissen  Umgebung  von 
Xi  =  x^^,  ' '  '  Xji  ^  Xn  regulär  verhalten  und  sich  ausserdem  bei 
der  Substit'utio n  Xn—q+i=Xn-q-\-i ,  -"  Xn  =  Xn  auf  bezüglich  Xj^-  --x^. 
rcduciren. 

In  dieser  präcisen  Fassung  ist  der  Hauptsatz  aus  der  Theorie  der 
vollständigen  Systeme  weder  von  Jacobi  noch  von  Clebsch  aufgestellt 
worden.  Implicite  ist  derselbe  indess  in  den  bekannten  Untersuchungen 
enthalten,  welche  von  Cauchy,  Weierstrass,  Briot  und  Bouquet, 
Kowalevsky  und  Darboux  herrühren  und  welche  die  Frage  nach  der 
Existenz  von  Lösungen  gegebener  Differentialgleichungen  behandeln. 

§  25. 
Die  Theorie  einer  einzelnen  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

A'(/')=^|,(x,  •■•:»„)  g^  =  0 

1 

steht,  wie  schon  gesagt,  in  dem  engsten  Zusammenhange  mit  der 
Theorie  des  simultanen  Systems 

Etwas  ganz  analoges  findet  nun  auch  bei  Systemen  von  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen  statt,*) 

Es  seien  q  unabhängige  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  vorgelegt,  welche  aber  kein  vollständiges  System  zu 
bilden  brauchen.  Der  Einfachheit  wegen  denken  wir  uns  die  Gleich- 
ungen nach  q  von  den  Differentialquotienten  aufgelöst: 

n — 7 

(4')     r,(/-)  =  g-^^  +  ^^,(^....^„)g  =  0     {h  =  l-.-q). 

Ist  Gi{x^  •  •  •  Xn)  eine  gemeinsame  Lösung  dieser  Gleichungen, 
so  ist 
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')  Diesen  Zusammenhang  hat  zuerst  Boole  entwickelt.     Vgl.  auch  A.  Mayer, 
üeber  unbeschränkt  integrable  Differentialgleichungen,  Math.  Ann.  Bd.  V. 
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n — (/ 

den 


also  wird: 


==--^'2*41    ('«  =  !••■!/); 


Das   Differential   dco  verschwindet    somit  vermöge   der  n  —  q  totalen 
Differeutialtrleicliimsjen 


9 


(6)  dXi  =  ^  rjkidXn-,j-^k  =  0       (i  =  1  .  .  .  ;i  —  q) 

1 

identisch.  Jede.  Function  von  dieser  Beschaffenheit  nennt  man  aber 
eine  Integralfunction  dieses  Systems  von  totalen  Differentialgleichungen. 
FolgHch  können  wir  sagen: 

Jede  gemeinsame  Lösung  der  q  linearen  partiellen  Dijferenüal- 
gleiehimgen  (4')  ist  eine  Integral funetion  des  Systems  von  n  —  q  totalen 
Diff'erentialgleielmngen  (6). 

UmgeJcehrt  ist  aber  auch  jede  Integralfunction  des  Systems  (6)  eine 
gemeinsame  LÖsimg  der  Gleichungen  (4'). 

Ist  nämlich  ivi^x^  •  -  •  Xn)  eine  Integralfunction  von  (6),  so  ver- 
schwindet der  Ausdruck 

1    * 

vermöge  (6)  identisch,  das  heisst  es  ist: 

woraus  erhellt,  dass  w  die  Gleichungen  (4)  identisch  befriedigt. 

Nun  aber  ist  die  Integration  des  Systemes  (6)  gleichbedeutend 
mit  der  Auffindung  aller  seiner  Integralfunctionen;  denn  was  heisst 
es,  das  System  (6)  integriren?  Bekanntlich  nichts  anderes,  als  alle 
möglichen  Functionen  Q^  -  •  Qn-q  von  x^  •  ■  ■  Xn  bestimmen,  welche  den 
Ausdruck 

^  Qi  (^1  •  •  •  oCn)  I  dXi  —  ^  riki  dXn-q+k  I 

zu  einem   vollständigen  Differential  machen,   also   zu   dem  Differential 
einer  Integralfunction. 

Mit  anderen  Worten: 


Die  voll  ständigen  Systeme.  93 

Bie  Integration  des  Systems  von  q  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen (4')  ist  geleistet  j  ivcnn  das  System  der  n  —  q  totalen  Diffe- 
rentialgleichungen (6)  integrirt  ist  und  umgehehrt. 

Dieser  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Systemen  (4')  und  (6) 
setzt  natürlich  voraus,  dass  sie  Lösungen  bezüglich  Integralfunctionen 
besitzen;  doch  besteht  ein  gewisser  Zusammenhang  auch  dann  noch, 
wenn  es  keine  gemeinsamen  Lösungen  von  (4')  und  also  auch  keine 
Integralfunctionen  von  (6)  giebt.  Darüber  bei  einer  anderen  Gelegen- 
heit (Kap.  6,  S.  105). 

Da  die  Gleichungen  (4')  höchstens  n  —  q  unabhängige  Lösungen 
gemein  haben,  so  besitzt  das  System  (6)  höchstens  n  —  q  unabhängige 
Integralfunctionen.  Besitzt  es  deren  gerade  n  —  q  unabhängige,  so 
heisst  das  System  (6)  unheschränM  integrahel,  dieser  Fall  tritt  also  nur 
dann  ein,  wenn  die  q  Gleichungen  (4')  ein  g'-gliedriges  vollständiges 
System  bilden. 

Nehmen  wir  an,  das  System  (6)  ist  unbeschränkt  integrabel,  oder 
was  dasselbe  ist,  es  verschwinden  alle  Ausdrücke  Yk{Yj(f)) —  Yj{Y,,(f)) 
identisch.     Denken  wir  uns  ferner  die  7t  —  q  Hauptlösungen 

des  vollständigen  Systems  (4')  in  Bezug  auf 

" — 5+1  "^w — 9-|-l  ?    '  *  *  ^n.   ^n 

bestimmt.     Dann  heissen  die  Gleichungen 

(öj  [X^^   •   •  •  Xn )  =  ö^j  ,  •   •   •  COn — q \X^   •   •   '  X^  j   =  ttn — q 

mit  den  n  —  q  willkürlichen  Constanten  a^  •  •  •  an—q  die  vollständigen 
Integralgleichungen  des  Systems  (6).  Diese  Integralgleichungen  sind 
offenbar  nach  x^  ■  •  •  Xn—q  auflösbar,  da  sich  ja  a^    •  •  cHn—q  für 

•^n — q-\-l  ^^'^^  ^n — q-\-l  y    '   '   '  '^n   <^n 

auf  bezüglich  x^    ■  ■  Xn—q  reduciren.     Wir  erhalten  daher: 

Xi  =  ifji^Xn-q+i  •  ■  ■  Xn,  ö^i  •  "  '  ««-5)      {i  =  1  ■  ■  ■  n  —  q) , 
Es  lässt    sich  leicht  einsehen,  dass   die  Gleichungen  (6)  bei  der 
Substitution  Xi=  ilf^,  •  •  ■  Xn—q  =  ipn—q  zu  Identitäten  werden.    Zunächst 
haben  wir  nämlich 

Xi  —  2lJi{Xn-q-\-l  ■   '  •  Xn,    CO^   •  '  '  G)n-q)  ^0  (t  =    1   '  '  '  H   —   q) '^ 

setzen  wir  daher  Xj  —  t/;,  in  Yk{f)  für  f  ein,  so  bekommen  wir 
natürlich  wieder  einen  identisch  verschwindenden  Ausdruck,  und  da 
alle   Yk{G)^)  '  •  -  Yk{(j3n—q)  identisch  Null  sind,  so  ergiebt  sich: 

r]ki{Xi  '  •  '  Xn)   —  ö- llJi{Xn-q-{.l  —  'Xn,    «i  •  •  •  G9.„_^)  ^E  0 

O^n—q-^-k 

(Je  =z  l  .  •  .  q^  i  =  l  .  .  .  n  —  q) , 
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Macheu  wir  hierin  die  Substitution  x^^  il^^,  ■  --  Xn-q  =  ipn-g,  so  komuit 

Das  multipliciren  wir  mit  dXn-q^k  und  summiren  nach  h  von  1  bis  q^ 
dann  erkennen  wir,  dass  wirklich  der  Ausdruck 


dXi    —   ^nki{x^  ■  •  •  Xn)dXr> 


'n—q-{-k 

l 


bei  der  Substitution  x^  =  ti,"  •  ^n-q  =  tn-q  identisch  verschwindet. 
Nehmen  wir  uoch  hinzu,  dass  wir  aus  den  Gleichungen  o;  =  ai  die 
tti  stets  so  bestimmen  können,  dass  für  Xn-q+i  ==  icJ-^+i,  •  •  •  Xn  =  xi 
die  Veränderlichen  x^^  ■  •  •  Xn—q  vorgeschriebene  Anfangswerthe  x^---  x^-q 
annehmen,  so  können  wir  sagen: 

Ist  das  System  der  totalen  Differentialgleichimgen  (6)  unhcschränJct 
integrdbely  so  ist  es  stets  möglieh  x^  •  -  -  Xn-q  derart  als  analytische 
Functionen  von  Xn-q-\-i  •  -  ■  Xn  zu  bestimmen,  dass  das  System  (6)  iden- 
tisch befriedigt  wird  und  dass  x^  -  •  -  Xn-q  für  Xn-q+i  =  Xn-q^i,  ■'■  Xn=xl 
vorgeschriebene  Anfangswerthe  annehmen. 

§  2Q. 

Der  Bequemlichkeit  wegen  führen  wir  für  die  Zukunft  einige  Ab- 
kürzungen ein. 

Zunächst  soll  die  Klammer  um  das  f  in  X{f)  von  jetzt  ab  häufig 
weggelassen  werden. 

Da  ferner  Ausdrücke  von  der  Form  X{Y{f))  —  Y{X{f))  im 
Folgenden  immer  häufiger  auftreten,  wollen  wir  schreiben: 

x{Y{f))  -  r(x(/-))  =  xr/--  Fx/-=  (xr); 

auch  werden  wir  uns  nicht  selten  der  Redeweise  bedienen:  der  Ausdruck 
oder  die  infinitesimale  Transformation  {XY)  sei  durch  „Zusammen- 
setzung'^ oder  „Combination"  von  Xf  und   Yf  entstanden. 

An  dieser  Stelle  mag  auch  noch  die  folgende  Bemerkung  ihren 
Platz  finden: 

Zwischen  drei  beliebigen  Ausdrücken  Xf,  Yf,  Zf  besteht  immer 
die  folgende  Identität: 

(7)  iiX  Y)Z)  +  ({YZ)X)  +  ((ZX)  Y)  EE  0. 

Dieselbe  ist  ein  besonderer  Fall  der  sogenannten  Jacobi' sehen  Iden- 
tität, welche  wir  später  kennen  lernen.  Hier  wollen  wir  uns  damit 
begnügen,  die  Richtigkeit  der  speciellen  Identität  (7)  zu  verificiren; 
an  der  betreffenden  späteren  Stelle  (vgl.  Abschnitt  2)  soll  auch  auf 
den  Siun  der  Jacobi'schen  Identität  eingegangen  werden. 
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Man  hat  offenbar: 

i{XY)Z)  =  XYZf-  YXZf-ZXYf+ZYXf-, 

vertauscht  man  hierin  Xf,  Yf,  Zf  cyklisch  mit  einander  und  addirt 
die  drei  erhaltenen  Relationen  zusammen,  so  hebt  sich  auf  der  rechten 
Seite  alles  weg  und  man  bekommt  ohne  weiteres  die  oben  angegebene 
Identität. 

Diese  specielle  Jacobi'sche  Identität  erweist  sich  bei  allen  Unter- 
suchungen  über  Transformationsgruppen   als   ausserordentlich  wichtig. 


K  a  p  i  t  el    6. 

Neue  Auffassung  der  Lösungen  eines  vollständigen  Systems. 

Wenn  wir  in  den  Entwickelungen  des  vorigen  Kapitels  die  Aus- 
drücke X(f)  als  Symbole  infinitesimaler  Transformationen  auffassen, 
oder,  was  dasselbe  ist,  als  Symbole  eingliedriger  Gruppen,  so  bekommt 
alles  daselbst  Gesagte  einen  neuen  Sinn.  Deuten  wir  andererseits  die 
Veränderlichen  x^  -  •  ■  Xn  als  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  von  n 
Dimensionen,  so  erhalten  die  damaligen  Ergebnisse  auch  eine  gewisse 
Anschaulichkeit. 

Dies  beides  im  Einzelnen  zu  zeigen  und  sodann  in  Verbindung 
zu  bringen,  ist  die  Aufgabe  des  gegenwärtigen  Kapitels;  dazu  macht 
sich   aber  die  Einführung   verschiedener  neuer  Begriffe  noth wendig.  *) 

§  27. 
Es   sei  x-  =  fi{x^  '  •  '  Xn)   eine  Transformation   in   den   Veränder- 
lichen x^"  '  Xn,   und    ^{x^  "  ■  Xr^   sei   irgend   eine  Function;    ist   nun 
zufällig  diese  Function  so  beschaffen,  dass  die  Relation 

identisch  besteht,  so  sagen  wir:  (üe  Function  Q){x^  -  "  Xn)  gestattet  die 
Transformation  x{  =  fi{x^  "  -  Xn)  oder  sie  lässt  dieselbe  mt-,  wir  drücken 
uns  auch  so  aus:  die  Function  Q{x^''-Xn)  bleibt  bei  der  besprochenen 
Transformation  invariant,  sie  verhält  sich  derselben  gegenüber  als  In- 
variante. 

Gestattet  eine  Function  0{xi  "  -  oc^)  alle  oo^  Transformationen 
Xi  =' fiioc^  '  •  '  Xn  j  a^  '  ■  •  ar)   einer   r-gliedrigen   Gruppe,   so   sagen  wir, 

*)  Die  in  diesem  Kapitel  gegebenen  BegrifFsbildungen  sind  von  Lie  ent- 
wickelt in  den  Verhandlungen  der  Gesellscliaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania 
1872,  1873,  1874  und  19.  Februar  1875.  Vgl.  auch  Math.  Ann.  Bd.  VIII,  IX 
und  XI, 


9G  Kapitel  G,  §§  2G,  27. 

dass  SIC  hei  dieser  Gruppe  invariant  bleibt,  dass  sie  diese  Gruppe  ge- 
stattet; wir  nennen  dabei  0  eine  dbsolnte  Invariante  oder  kurz  eine 
Invariante  der  Gruppe. 

Hier  beschränken  wir  uns  auf  eingliedrige  Gruppen.  Es  sei  also 
die  eingliedrige  Gruppe 

n 

vorgelegt,  deren  endliche  Transformationen  die  Form 

a;/  =  *-  +  ^  h  +  j^  X(|,)  +  . .  .  (i  =  1  . .  .  „) 

haben.     Wir  fragen  nach  allen  Invarianten  dieser  Gruppe. 

Soll  ^(^1  •  •  Xn)  eine  solche  Invariante  sein,  so  muss  für  jedes 
t  die  Gleichung 

identisch  bestehen.  Entwickeln  wir  hier  die  linke  Seite  nach  der  all- 
gemeinen Formel  (7)  in  Kapitel  3,  S.  52  in  eine  Reihe  nach  Potenzen 
von  t,  so  erhalten  wir  die  Bedingung: 

®K  ■■■<«.)  +  {■  X(^)  +  j^X(X(*))  + . . .  =  «(^.  . . .  ^„) 

für  jedes  t.  Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  der  Ausdruck  X(0) 
identisch  verschwinden  muss,  wenn  0  unsere  eingliedrige  Gruppe  ge- 
statten soll;  also  haben  wir  damit  ein  nothivendiges  Kriterium  für  die 
Invarianz  der  Function  O  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  X(f). 

Der  Ausdruck  X(0)  bestimmt,  wie  wir  früher  gesehen  haben, 
(vgl.  Seite  53)  den  Zuwachs,  welchen  die  Function  Q  bei  der  infini- 
tesimalen Transformation  X  (f)  erhält.  Da  nun  dieser  Zuwachs 
dO  =  X(0)dt  zugleich  mit  X(0)  verschwindet,  so  liegt  es  nahe  die 
folgende  Redeweise  einzuführen:  wenn  der  Ausdnich  X(0)  identisch 
verschwindet,  so  sagen  wir,  dass  die  Function  Q  die  infinitesimale  Trans- 
formation X(f)  gestattet. 

Unser  obiges  Resultat  lässt  sich  daher  auch  so  aussprechen: 
Soll  eine  Function  Q  von  x^  ■  •  ■  Xn  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  X(f)  gestatten ,  so  ist  es  eine  nothwendige  Bedingung, 
dass  sie  die  infinitesimale  Transformation  X(f)  der  betreffenden  Gruppe 
gestattet. 

Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  diese  nothwendige  Bedingung 
zugleich  hinreichend  ist.  Mit  X(0)  verschwinden  ja  auch  alle  Aus- 
drücke X{X{0)),  X(X(X(0)))  u.  s.  w.  identisch,  also  reducirt  sich 
die  Gleichung 

0(x,'  •  •  .  x:)  =  0{x,  ...x„)-\-\  X(0)  -f  .  •  • 
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für  jeden  Werth  von  t  auf  ^{x')  =  Q(x),  womit  bewiesen  ist,  dass 
die  Function  (X>(x)  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
X(f)  gestattet.  Da  nun  die  Functionen  0(x^  ■  ■  ■  Xn),  für  welche  der 
Ausdruck  X(0)  identisch  verschwindet,  nichts  anderes  sind,  als  die 
Lösungen  der  linearen  partiellen  DiflPerentialgleichung  X(f)  =  0,  so 
können  wir  das  folgende  Theorem  aussprechen: 

Theorem  13.  Die  Lösungen  der  linearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

n 

sind  Invarianten  und  zwar  die  einsigen  Invarianten  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  X{f). 

Es  darf  freilich  nicht  vergessen  werden,  dass  die  Invarianten  der 
eingliedrigen  Gruppe  X(f)  zugleich  auch  die  Invarianten  einer  jeden 
eingliedrigen  Gruppe 

n 

q{x,  ■  •  .  x,)^^,(x,  .  .  .  a;„)  ^  =  p  X{f) 

1  i 

sind,  welche  Function  seiner  Argumente  auch  q  sein  mag.  Das  folgt 
einfach  daraus,  dass  man  die  Gleichung  X(f)  =  0,  welche  die  be- 
treffenden Invarianten  definirt,  mit  jeder  beliebigen  Function  q  von 
x,--'Xn  multipliciren  kann.  Wir  können  diesen  Umstand  auch  so 
ausdrücken:  wenn  eine  Function  von  x,  ■  ■  •  Xn  die  infinitesimale  Trans- 
formation X(f)  zulässt,  so  gestattet  sie  zugleich  jede  infinitesimale 
Transformation  q{x^  ■  -  ■  x„)  ■  X(f). 

Man  sieht,  dass  die  Begriffe:  eingliedrige  Gruppe  X(f)  und  in- 
finitesimale Transformation  X(ß  specieller  sind  als  der  Begriff:  lineare 
partielle  Differentialgleichung  X(f)  =  0. 

Unsere  frühere  Bemerkung,  dass  die  gemeinsamen  Lösungen  zweier 
Gleichungen  X,(f)  =  0  und  X,(f)  =  0  gleichzeitig  die  dritte  Gleichung 
*Xi{X},{f))  —  XkiXi{f))  =  0  befriedigen,  können  wir  jetzt  auf  Grund 
unserer  obigen  Entwickelungen  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  1.  Gestattet  eine  Function  von  x^^-Xn  die  leiden  infinitesi- 
malen Transformationen  X,(/)  und  X,{f)  in  diesen  Veränderlichen,  so 
gestattet  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation  Xi{Xk{f))  —  Xk(Xi(f). 

Anders  ausgedrückt: 

Satz  2.  Gestattet  eine  Function  von  x^  ■  ■  ■  x^  die  beiden  eingliedrigen 
Gruppen  Xi(f)  und  Xk(f),  so  gestattet  sie  auch  die  eingliedrige  Gruppe 
MMf))  -  MX,{f)y 

Theorie  der  Transformationsgruppen.  <7 
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Sind  ^1  •  •  •  il^n-q  ein  System  unabhängiger  Lösungen  des  q-g\ie- 
drigen  vollständigen  Systems  X^^f)  ==  0^  -  •  ■  Xq(f)  =  0,  ist  also 
SKiIj^  '  ■  '  i^n—q)  die  allgemeine  Form  einer  Lösung  dieses  vollständigen 
Systems,  so  gestattet  Sl^^^  •  •  •  il^n-<^  überhaupt  jede  infinitesimale 
Transformation  von  der  Gestalt 

(1)  %i(^i  --'^n)-  X,(f)  +  --■  +  %q{x,  • .  .  a;„)  •  X,(/-), 

wie  man  auch  die  Functionen  %^'  •  •  %q  wählen  mag.  Es  ist  sogar  klar, 
dass  es  ausser  den  eben  geschriebenen  keine  infinitesimalen  Trans- 
formationen giebt,  bei  welchen  alle  Functionen  von  der  Form 
^(i/'i  •  •  •  ^n-^  invariant  bleiben;  denn  wir  wissen,  dass  das  g-gliedrige 
vollständige  System  X^{f)  =  0,  •  •  •  Xq{f)  ==  0  durch  seine  Lösungen 
^j  •  •  •  ipn-q  bestimmt  ist. 

Die  Functionen  Sl  gestatten  natürlich  auch  alle  endlichen  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppen  (1).  Man  kann  übrigens  alle 
endlichen  Transformationen  angeben,  bei  welchen  sämmtliche  Functionen 
•^(^1  •  •  •  "^n-s)  gleichzeitig  invariant  bleiben.  Die  Form  dieser  Trans- 
formationen ist  offenbar 

i/'A«  •  •  •  Xn)  =  M^i  •  •  •  ^«)      (/c==l-  --n  —  q) 

wo  die  U;  der  Bedingung  unterworfen  sind,  dass  eine  wirkliche  Trans- 
formation entstehen  muss.  üeberdies  müssen  die  Xk  wie  die  Xj,  inner- 
halb gewisser  Bereiche  bleiben. 

Wir  wollen  sagen,  dass  das  Gleichungensijstem 

^lipCl  •  •  •  ^n)  =  0,     ■  ■  -7tm  {X,  •  •  -  Xn)  =  0 

die  Transformation  xl=  fi{x^  ■  ■  ■  Xn)  gestattet,  wenn  das  Gleichungensystem 

1t^{x;-  •  '  Xn)  =  0,     ■■■  7t,nix,'-  -  ■  Xn)  =  0 

hei  der  Substitution  xl  =  fi{x^  ■  ■  ■  Xn)  mit  7t^{x)  =  0,  ■  ■  •  7tm{x)  ==  0 
äquivalent  wird,  wenn  also  jedes  Werthsystem  x^-  •  -Xn,  welches  den 
m  Gleichungen  7t^,{x)  =  0  genügt,  auch  die  m  Gleichungen 

%(/i  W  •  •  •  fn{x))  ==  0,     .  •  •  Ttmiflix)  •  •  .  fn{x))  =-  0 

befriedigt. 

Bei  Einführung  dieser  Definition  ist  es  nicht  einmal  nöthig  voraus- 
zusetzen, dass  die  m  Gleichungen  ;ri  =  0,  •  •  •  jr^  =  0  von  einander  un- 
abhängig sind,  doch  werden  wir  im  Folgenden  immer  diese  Voraussetzung 
machen,  wo  nicht  das  Gegentheil  ausdrücklich  zugelassen  wird.  — 
Aus  dem  Früheren  ergiebt  sich  nunmehr  sofort  der 
Satz  3.  Sind  W^,  W^  -  -  ■  Wm{m<.n— q)  heliehige  unabhängige 
Lösungen  des  q-gliedrigen  vollständigen  Systems  Xi(f)==0,  ■  ■  'Xg(f)  =  0 
in  den  n  unabhängigen  Veränderliehen  x^-  ■  -x»'^  sind  ferner  a^  ■  -  •  am  irgend 
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welche  willUirlich  geivählte  Constanten,  so  gestattet  das  Gleichungensystem 

W^  =  a^,  ...  W,n  =  am 
eine  jede  eingliedrige  Gruppe  von  der  Form 

^  X,{x,  ■■■X.)-  X,if), 

1 

unter  x^  •  ■  -  i,j  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  verstanden, 

§  2S. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  die  Integrationstheorie  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  dadurch  in  ein  neues  Licht 
gesetzt,  dass  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  und  die  ein- 
gliedrigen Gruppen  damit  in  Verbindung  brachten.  Jetzt  wollen  wir 
einen  andern  Weg  einschlagen,  wir  wollen  versuchen,  diese  Integrations- 
theorie und  was  damit  zusammenhängt  durch  Mannigfaltigkeits- 
betrachtungen  der  anschaulichen  Auffassung  zugänglich  zu  machen. 

Wenn  wir  x^  • -- Xn  als  Coordinaten  in  einem  ?i-fach  ausgedehnten 
Räume  i?„  deuten,  so  bekommt  das  simultane  System 

einen  gewissen  anschaulichen  Sinn;  es  ordnet  nämlich  jedem  Punkte 
x^' '  •  Xn  des  Bn  eine  gewisse  Richtung  zu. 

Die  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems  bestimmen  n~l 
von  den  Veränderlichen  x^ -- -  Xn  also  etwa  x^  - --  Xn-i  als  Functionen 
der  w*«^•  Xn  und  der  Anfangs werthe  x^^-Xn',  folglich  stellen  diese 
Integralgleichungen  bei  bestimmt  gewählten  Anfangswerthen  eine  be- 
stimmte einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  dar,  welche  wir  als  eine 
Integralcurve  des  simultanen  Systems  bezeichnen.  Jede  solche  Integral- 
curve  berührt  in  jedem  ihrer  FunJäe  die  dem  PunJcte  ^geordnete  Richtung. 

Es  giebt  im  Ganzen  oo«-i  verschiedene  Integral curven  unseres 
simultanen  Systems  und  zwar  geht  durch  jeden  Punke  des  Bn  im  All- 
gemeinen eine. 

Sind  ^1  .  .  .  i^„_i  unabhängige  Integralfun ctionen  des  simultanen 
Systems,  so  werden  die  sämmtlichen  Integralcurven  auch  durch  die 
^  —  1  Gleichungen 

mit  den  n—  1  willkürlichen  Constanten  (7,  •  •  •  C,_i  dargestellt.  Setzt 
man  eine  beliebige  Integralfunction  ß  (i/^i  •  •  •  i/;„_i)  gleich  einer  will- 
kürlichen Cons  tauten: 

7* 
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SO  erhält  man  die  Gleichung  von  oo^  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten, welche  sämmtlich  von  Integralcurven  erzeugt  sind,  und 
zwar  jede  einzelne  von  cx)"— ^  verschiedenen  Integralcurven.  Setzt  man 
endlich  überhaupt  m<in  —  1  unabhängige  Integralfunctionen  ißj  •  •  •  flm 
gleich  willkürlichen  Constanten: 

^^c  (^1  •  •  -  ^n-l)  =  -^^       (^  =  1  . .  .  m) , 
so   bekommt    man    den   analytischen   Ausdruck  einer  Seh  aar  von  oo™ 
(n  —  m)-fach    ausgedehnten   Mannigfaltigkeiten,    von    denen   jede    aus 
^^n-m-i  Integralcurven  besteht. 

Die  Integralfunctionen  unseres  simultanen  Systems  sind  zugleich 
die  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 

Jj|,(^,.-.^„)^  =  X(/)  =  0. 
1 

Die  Integralcurven  des  simultanen  Systems  nennen  wir  zuweilen 
auch  die  Charaicieristiken  der  linearen  ]partiellen  Differentialgleichung 
X(/")==0,  indem  wir  eine  von  Monge  für  w  =  3  eingeführte  Be- 
nennung wieder  aufnehmen.  Mit  Benutzung  dieser  Ausdrucksweise 
können  wir  auch  sagen:  jede  Lösung  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichung X(/)  =  0  stellt,  gleich  Constans  gesetzt,  eine  Schaar  von 
oo^  Mannigfaltigkeiten  dar,  die  aus  je  cx)'*-^  Charakteristiken  von 
X(f)  =  0  bestehen. 

Denken  wir  uns  jetzt  zwei  lineare  partielle  Differentialgleichungen 
vorgelegt,  etwa  X^{f)  =  0  und  X2{f)  =  0. 

Es  ist  möglich,  dass  beide  Gleichungen  gemeinsame  Charakteristiken 
haben.     Dieser  Fall  tritt  ein,  wenn  eine  Identität  von  der  Form 

%iK  •  •  •  ^«)  •  x,{f)  +  i^ix^  •  •  •  ^„)  •  x^iS)  =  0 

besteht,  ohne  dass  %i  und  x^  beide  verschwinden.  Natürlich  befriedigt 
alsdann  jede  Lösung  von  X^^f)  =  0  auch  X^^f)  =  0  und  umgekehrt. 

Haben  die  beiden  Gleichungen  Xi(/)  =  0  und  X^if)  =  0  ver- 
schiedene Charakteristiken,  so  haben  sie  nicht  sämmtlich e  Lösungen 
gemein;  es  fragt  sich  dann,  ob  sie  überhaupt  Lösungen  gemein  haben, 
oder,  wie  wir  es  jetzt  ausdrücken  können:  ob  die  Charakteristiken  von 
Xj^(f)  ==  0  sich  in  Mannigfaltigkeiten  zusammenfassen  lassen,  welche 
aus  Charakteristiken  von  X^  (f)  =  0  bestehen. 

Diese  Frage  lässt  sich  direkt  beantworten,  wenn  man  die  Charakte- 
ristiken der  beiden  Gleichungen  kennt;  doch  wollen  wir  uns  dabei 
nicht  aufhalten.  Wir  werden  im  Folgenden  uns  darauf  beschränken, 
die  früher  durch  analytische  Methoden  abgeleiteten  Resultate  in  der 
Sprache  der  Mannigfaltigkeitslehre  auszudrücken. 
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Es  mögen  die  q  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 

x.(/-)  =  o,.-.x,(/-)  =  o 

ein  g-gliedriges  vollständiges  System  bilden;  f^  -  •  -  tn—cj  seien  unab- 
hängige Lösungen  desselben.     Dann  stellen  die  Gleichungen 

mit  den  n  —  g  willkürlichen  Constanten  Ck  eine  Schaar  von  cx)**— « 
^-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  dar,  von  denen  jede  aus  je 
oo''— ^  Charakteristiken  jeder  einzelnen  unter  den  q  Gleichungen 
Xi(/')  ==  0,  •  •  •  ^i{f)  =  0  besteht.  Wir  bezeichnen  diese  oo«-^  Mannig- 
faltigkeiten als  die  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  des  vollständigen 
Systems. 

Setzt  man  irgend  n  —  q  —  m  unabhängige  Functionen  von  i'i"-  ij^n-q 
willkürlichen  Constanten  gleich: 

Sl^(tl  •  •  •  tn-q)  =  ^i,   •  '   •  ^n-q-m{ti  '  '  '  '^l^n-q)  =  Än-q-m  , 

SO  erhält  man  den  analytischen  Ausdruck  einer  Schaar  von  oo"-'^-"* 
(g'  +  m)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  von  denen  jede  einzelne 
aus  oo"*  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  besteht. 

Die  Gleichungen  der  cxd'*-'^  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten 
zeigen,  dass  jeder  Punkt  des  B^  einer  und  nur  einer  charakteristischen 
Mannigfaltigkeit  angehört.  Folglich  können  wir  sagen,  dass  der  ganse 
Rn  in  oo^-2  q-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  zerlegt  ist^  dass  also 
unser  vollständiges  System  eine  Zerlegung  des  Baumes  'bestimmt. 

Umgekehrt  lässt  sich  jede  Zerlegung  des  Bn  in  oo^-'^  g-fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeiten: 

(P^{X^"  '  Xn)   =  A^j   •  •  '    (pn-qipCl    "  '  Xn)  =  A n-q 

durch  ein  (/-gliedriges  vollständiges  System  definiren-,  denn  g)^-"(pn~q 
sind  nothwendig  unabhängige  Functionen,  also  giebt  es  nach  Satz  9, 
S.  89  ein  g-gliedriges  vollständiges  System,  dessen  allgemeinste  Lösung 
eine  willkürliche  Function  von  q)^  -  •  •  (pn—q  ist;  dieses  vollständige 
System  definirt  dann  die  betreffende  Zerlegung. 

Eine  einzelne  lineare  partielle  Differentialgleichung  X(f)  =  0 
ordnete  jedem  Punkte  des  Bn  eine  gewisse  Richtung  zu.  Hat  man 
mehrere  solche  Gleichungen,  etwa  die  folgenden,  welche  ganz  beliebig 
gewählt  sein  mögen: 

Mf)  =^-  h-ii^i  •  ■  •  ^»)  ^  =  0    (7«  =  1  •  •  •  g) , 

1 

SO  ordnet  jede  derselben  jedem  Punkte  des  Raumes  je  eine  Fort- 
schreit ungsrichtuug  zu.  Zum  Beispiele  sind  die  zum  Punkte  x^^  •  •  •  Xn^ 
gehörigen  q  Richtungen  durch  die  Gleichungen 
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dx,'  :  d:r/ :  .  .  .  :  dx,,'  =  |,,(^")  :  ^,,{x')  ;  .  .  .  ;  §,,(^0) 
(Ä  =  1  .  .  .  .i) 

bestimmt.  Wir  nennen  diese  q  BicUmnjen  in  dem  (jewählten  Pimlcte 
Xj^  ■  "  Xn^  von  einander  unabhängig,  wenn  sich  keine  derselben  aus  den 
übrigen  b"near  ableiten  lässt,  das  heisst:  wenn  es  nicht  möglich  ist 
q  Zahlen  X^-  ■  -  l^  anzugeben,  die  nicht  sämmtlich  verschwinden  und 
doch  die  n  Gleichungen 

befriedigen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  q  Gleichungen  X^{f)  =  0,  •  •  •  X^{f)  =  0 
jedem  FimUe  allgemeiner  Lage  q  unabhängige  Richtungen  zuordnen, 
wenn  sie  selbst  von  einander  unabhängig  sind,  wenn  also  die  Gleichung»- 


7 


f   lk{x,   ■   "Xn)  •  X^{f)  =  0 


nur  durch  Xi=0,  - .  -  Xq  =  0  identisch  befriedigt  werden  kann. 

Will  man  sich  geometrisch  veranschaulichen,  was  unter  „unab- 
hängigen Richtungen"  zu  verstehen  ist,  so  wird  man  am  besten  im 
gewöhnlichen,  dreifach  ausgedehnten  Räume  B^  den  Anfang  machen; 
da  liegt  es  geradezu  auf  der  Hand.  In  einem  Punkte  des  B^  heissen 
zwei  Richtungen  von  einander  unabhängig,  wenn  sie  überhaupt  ver- 
schieden sind;  drei  Richtungen  sind  unabhängig,  wenn  sie  nicht  in 
dieselbe  Ebene  durch  den  Punkt  fallen;  mehr  als  drei  von  einander 
unabhängige  Richtungen  giebt  es  in  einem  Punkte  des  B^  überhaupt 
nicht. 

Dementsprechend  sind  q  Richtungen  in  einem  Punkte  des  B„  dann 
und  nur  dann  von  einander  unabhängig,  wenn  dieselben  zusammen- 
genommen in  keiner  ebenen  Mannigfaltigkeit  durch  diesen  Punkt  ent- 
halten sind,  welche  weniger  als  q  Dimensionen  hat. 

Jede  etwaige  gemeinsame  Lösung  der  q  Gleichungen 

Zi(/')  =  0,  ...z,(o  =  o 

befriedigt  auch  alle  Gleichungen  von  der  Form 

(2)  ^-  »(»1  ■■■Xn)-  X,{f)  =  0. 

1 

Der  Inbegriff  aller  dieser  Gleichungen  ordnet  nun  einem  jeden  Punkte 
des  Bn  eine  ganze  Schaar  von  Richtungen  zu.  Setzen  wir  voraus, 
dass  die  Gleichungen  Z^ (/*)==  0,  •  •  •  Xq(f)  ==  0  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  beschränken  wir  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung 
nicht;  wir  erhalten  dann  durch  die  Gleichungen  (2)  zu  jedem  Punkte 
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x^'  '  '  Xn  eine  Schaar  von  <xß-^  verschiedenen  Richtungen  zugeordnet. 
Man  erkennt  leicht,  dass  diese  oos-i  Richtungen  in  jedem  Punkte 
ein  ebenes  Bündel  bilden  und  also  eine  ebene  g-fach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  durch  diesen  Punkt  bestimmen,  nämlich  die  kleinste 
ebene  Mannigfaltigkeit  durch  den  Punkt,  welche  die  g  unabhängigen 
Richtungen  der  g  Gleichungen  Zi(/)  =  0,  •  •  •  XgC/")  =  0  enthält. 
Jede  etwaige  gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen 

befriedigt  auch  die  sämmtlichen  Gleichungen  von  der  Form 

Auch  diese  Gleichungen  ordnen  einem  jeden  Punkte  x^--  'Xy,  gewisse 
Richtungen  zu,  im  Allgemeinen  werden  aber  die  betreffenden  Richtungen 
nur  ausnahmsweise  dem  vorhin  besprochenen  Bündel  von  oo^-^  Rich- 
tungen im  Punkte  x^-  --  Xn  angehören.  Nur  in  einem  Falle  gehört  in 
jedem  Punkte  des  Raumes  jede  der  von  den  Gleichungen 

X.(ZX/'))  -  X,(X.(0)  =  0 
zuö-eordneten   Richtunsjen    dem   bewussten  Bündel   an,    dann    nämlich, 
wenn  für  jedes  li  und  j  eine  Relation  von  der  Form 

1 

besteht,  das  heisst,  wenn  die  Gleichungen  Zi(/')  =  0,  •  •  •  X,//)  ==  0 
zufällig  ein  g'-gliedriges  vollständiges  System  bilden.  — 

Wir  können  das  Bündel  von  Richtungen,  welches  durch  die 
Gleichungen  XJ=Oy  •  •  •  X/==  0  in  jedem  Punkte  x^  •  •  -  Xn  bestimmt 
ist,  auch  durch  die  Gleichungen 

dx,:"-:  dXn  =  ^^  Xk{x)  ■  Jm  {od)  :  -  ■  -  :  ^k  Xk  (x)  •  ^,«  (x) 
1  1 

definiren.  Wenn  wir  hieraus  die  willkürlichen  Functionen  Xi  -  -  -  Xq 
wegschaffen  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  wir  alle  ((j  +  l)-reihigen 
Determiuanten  der  Matrix 

(v  X I       (l  Xa      '      '      ^lX)i 

bli       §12      '    ■      riln 


gleich  Null  setzen,  so  erhalten  wir  ein  System  von  n  —  q  unabhängigen 
totalen  Differentialgleichungen.    Dieses  System  ordnet  zu  jedem  Punkte 
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Xi'  -  '  Xn  genau  dasselbe  ebene  Bündel  von  oo?-!  Riehtungen  hinzu 
wie  die  Gleichungen  (2).  Folglich  ist  auch  umgekehrt  durch  das  eben 
besprochene  System  totaler  Differentialgleichungen  der  Inbegriff  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (2)  vollständig  bestimmt. 

Besonders  bequem  werden  die  Formeln,  wenn  man  die  q  Gleichungen 
^lif)  =  ^}  •  •  •  ^q(f)  =  0  durch  q  andere  ersetzt,  welche  nach  q  von 
den  Differentialquotienten  -^  aufgelöst  siiid,  etwa  durch  die  q  folgenden 


-'i+^-  j 


Der  Inbegriff  aller  Gleichungen   (2)   ist  äquivalent  mit  dem  In- 
begriff" aller  Gleichungen: 


7 


also  werden  die  Richtungen,  welche  dem  Punkte  Xi  •  -  •  Xn   zugeordnet 
sind,  auch  durch  die  Gleichungen 

dx,:-  ■  ■:  dxn^j :  dXn-,^_^i  :  •  •  •  :  dx,,  = 

1  1 

dargestellt.     Wenn  wir  daher  x^  -  ■  ■  %,  wegschaffen,  erhalten  wir  das 
folgende  System  von  totalen  Differentialgleichungen: 

(3)  dXi  —^,  riki  (x)  •  dXn-,+k  =  0       (^  =  1  .  .  .  ,^  _  g). 

Dass  zwischen  dem  Systeme  der  linearen  partiellen  Differential- 
gleichungen Y,(f)  =  0,  •  •  •  Y,{f)  ==  0  und  dem  obigen  Systeme  von 
totalen  Differentialgleichungen  ein  Zusammenhang  besteht,  haben  wir 
schon  im  vorigen  Kapitel,  S.  91  bis  93  gesehen.  Nur  beschränkten  wir 
uns  damals  auf  den  speciellen  Fall,  dass  die  q  Gleichungen 

Yi(f)  =  0,   ...Y,(f)  =  0 
gemeinsame  Lösungen  besassen,  und  wir  wiesen   nach,    dass   die  Be- 
stimmung dieser  gemeinsamen  Lösungen  auf  die  Integration  der  obigen 
totalen  Differentialgleichungen  zurückkommt  und  umgekehrt. 

Bei  den  vorhin  durchgeführten  Entwickelungen  dagegen  ist  von 
Integrabilität  der  betreffenden  Systeme  von  Differentialgleichungen 
keine  Rede  gewesen.  Der  Zusammenhang  zwischen  dem  Systeme  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichungen  Y^(f)  =  0^  •  .  .  Y^i^f)  =  Q 
und  dem  Systeme  der  totalen  Differentialgleichungen  (3)  ist  demnach 
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von  der  Integrabilität  dieser  beiden  Systeme  vollständig  unabhängig; 
dieser  Zusammenhang  beruht  eben  darauf,  dass  beide  Systeme  einem 
und  demselben  Punkte  ein  und  dasselbe  ebene  Bündel  von  oo'^~^ 
Richtungen  zuordnen. 

Zum  Schlüsse  noch  die  folgende  Bemerkung,  welche  zwar  selbst- 
verständlich erscheint,  aber  doch  gemacht  werden  muss:  bilden  die 
q  Gleichungen  X^f  =  0^  •  ■  -  Xqf==  0  ein  ^-gliedriges  vollständiges 
System,  so  berührt  in  jedem  Punkte  x^  •  •  •  Xn  die  hindurchgehende 
charakteristische  Mannigfaltigkeit  des  vollständigen  Systems  jede  einzelne 
der  ooi—^  Richtungen,  welche  alle  Gleichungen  von  der  Form  (2)  diesem 
Punkte  zuordnen. 

§  29. 

Es  ist  endlich  zweckmässig,  die  Mannigfaltigkeitsbetrachtungen 
des  vorigen  Paragraphen  mit  den  Entwickelungen  von  §  27  in  Ver- 
bindung zu  bringen.     Darüber  jedoch  nur  einige  Andeutungen. 

Jede  Transformation  x-  =  fi{x^  •  •  •  ^«)  lässt  sich  deuten  als  eine 
Operation,  welche  die  Punkte  des  Bn  unter  einander  vertauscht,  indem 
sie  jeden  Punkt  x^^  •  •  ■  Xn  in  die  neue  Lage  x^=  f^(x),-  ••  x'n  =  fnioc) 
überführt.     (Kap.  1,  S.  25  und  2^), 

Ein  System  von  m  unabhängigen  Gleichungen 

'^iC^i  •  •  •  :r„)  ==  0,  •  •  •  Sl,n(x^  ■  ■  •  x,)  =  0 
stellt  eine  {yi  —  m)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  des  14  dar.  Wir 
sagen,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  die  Transformation  x!=  fi(x^-  ■  •  x,^ 
gestattet,  wenn  das  Gleichungensystem  ^^  =  0,-  -  ■  ^,a=  0  dies  thut. 
Nach  §  27  ist  das  der  Fall,  wenn  jedes  Werthsystem  x^  •  •  -  oj«, 
welches  die  Gleichungen  ^^{x)  =  0,  •  •  •  Sl„,  {x)  =  0  befriedigt,  zugleich 
den  Gleichungen 

^At[{^)  ■  •  •  Ux))  =  0,  - . .  .^M\{x)  •  ■  •  fn{x))  =  0 

genügt.     Daher  können  wir  uns  auch  so  ausdrücken: 
Die  Mannigfaltiglmt 

^^{X^  '  ■  ■Xn)  =  0,     ■  ■  ■  Slrn(00i  -  ■  ■  Xn)  =^  0 

gestattet  die  Transformation 

X^   ==  fi  [X^   •  •   •  Xu) ,     •   •   •  Xn    =  In  [X^  •   ■   •  Xn)  , 

tvenn  jeder  Fiinlä  x^  ■••  Xn  der  Mannigfaltigkeit  hei  dieser  Transformation 
in  einen  Funld  x^  -  ■  -  Xn  übergeht ,  ivelcher  ebenfalls  der  Mannigfaltigleit 
angehört. 

In  Kapitel  3,  S.  59  und  60  haben  wir  gesehen,  dass  durch  jeden 
Punkt  x^  '  -  '  Xn  von  allgemeiner  Lage  in  E^  eine  Bahncurve  der  infini- 
tesimalen Transformation 
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n 

df 


X(/)=2^fc(*,  •••*,)£ 


hindurchgeht.  Wir  definirten  diese  Bahncurve  als  den  Inbegriff  aller 
Lagen,  welche  der  Punkt  x^-  -  -  Xn  bei  allen  oo^  Transformationen  der 
eingliedrigen  Gruppe  X(/")  annimmt;  der  Punkt  x^-  -  ■  Xn  konnte  dabei 
auf  der  betreffenden  Bahncurve  ganz  beliebig  gewählt  werden.  Hieraus 
geht  hervor,  dass  jeder  Punkt  x^-  -  -  x^  bei  jeder  Transformation  der 
eiugliedrigen  Gruppe  X{f)  auf  der  hindurchgehenden  Bahncurve  bleibt, 
dass  also  jede  Bahncurve  der  infinitesimalen  Transformation  X(f)  hei  den 
oo^  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  X(f)  invariant  Ueiht.  Das 
gleiche  gilt  natürlich  von  jeder  Mannigfaltigheit,  die  aus  Bahncurven  besteht. 
Die  Bahncurven  der  infinitesimalen  Transformation  X{f)  sind 
aber  nichts  anderes  als  die  Integralcurven  des  simultanen  Systems 

dx.  dx„ 

1    n 

IT  17 

und  daraus  folgt  wieder,  dass  die  oben  besprochenen  Charakteristiken 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  X(f)  =  0  mit  den  Bahn- 
curven der  infinitesimalen  Transformation  X{f)  zusammenfallen. 

Schon  früher  (Kap.  3,  S.  58)  haben  wir  hervorgehoben,  dass  eine 
infinitesimale  Transformation  Xf  jedem  Punkte  x^  •  -  -  Xn  von  allge- 
meiner Lage  eine  gewisse  Fortschreitungsrichtung  zuordnet,  diejenige 
nämlich,  welche  die  hindurchgehende  Bahncurve  berührt.  Offenbar 
fällt  diese  Fortschreitungsrichtung  mit  der  Richtung  zusammen,  welche 
die  Gleichung  X/*=0  dem  betreffenden  Punkte  zuordnet. 

Mehrere,  etwa  q  infinitesimale  Transformationen 

X,f  =^  I«  (^1  •••*»)  ^      (/£  =  1  ■  •  •  2) 

1 

bestimmen  in  jedem  Punkte  x^  -  -  -  Xn  von  allgemeiner  Lage  q  ver- 
schiedene Fortschreitungsrichtungen;  in  Uebereinstimmung  mit  dem 
Früheren  nennen  wir  diese  letzteren  von  einander  unabhängig,  ^wenn 
die  Gleichungen  X^f=  0,  •  •  •  Xqf  =  0  von  einander  unabhängig  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  q  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f '  •  ■  Xqf  jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  gerade 
h^q  unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  zuordnen,  wenn  zwar  alle 
{h  +  l)-reihigen  nicht  aber  alle  /i-reihigen  Determinanten  der  Matrix 

feil    •    •    bin 


identisch  verschwinden.  — 
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Was  wir  sonst  noch  hier  zu  sagen  haben,  mag  in  einem  Satze 
zusammengefasst  werden  : 

Satz  4.  Sind  die  q  infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  -  -  XJ 
des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  x^  -  •  -  Xn  so  beschaffen,  dass  die  q 
Gleichungen  X^f=0,  •  •  •  Xqf  =  0  von  einander  unabhängig  sind,  so 
ordnen  X^f  •  •  •  X^f  jedem  Punkte  x^  -  ■  •  x»  von  allgemeiner  Lage  q  un- 
abhängige Fortschreitungsrichtungen  zu;  bilden  überdies  die  Gleichungen 
Xi/"=  0,  •  •  •  Xqf==  0  ein  q-gliedriges  vollständiges  System,  so  bestimmen 
XJ'- '  -  Xqf  eine  Zerlegung  des  Baumes  in  oo"~'^  q-fach  ausgedehnte 
Manhigfaltiglceiten,  die  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  des  voll- 
ständigen Systems.  Jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  wird  in  jedem  ihrer 
Funkte  von  den  Ilichtungen,  welche  X^f  -  •  -  X^f  dem  Funkte  zuordnen, 
berührt;  jede  kann  erzeugt  werden  aus  c»'?-^  Bahncurven  einer  jeden  in- 
finitesimalen Transformation  von  der  Form 

%lfe  •  •  •  Xr,)'XJ-\ h  Xq(x,  '"Xn)   -XJ, 

unter  %i  -  -  -  %q  vollkommen  willkürliche  Functionen  ihrer  Argumente  ver- 
standen; endlich  gestattet  jede  der  besprochenen  Mannigfaltigkeiten  alle 
Transformationen  einer  jeden  eingliedrige}!  Gruppe 


Kapitel    7. 

Bestimmung  aller  Gleiehungensysteme ,  welche  gegebene 
infinitesimale  Transformationen  gestatten. 

Zunächst  werden  wir  definiren,  was  der  Ausdruck  bedeuten  soll: 
das  Gleichungensystem 

Sl^ix^  •  •  •  ^«)  =  0,    •  •  •    ^n~m{Xy  -  '  ■  Xri)  =  0 

gestattet   die   infinitesimale   Transformation   X{f),     Sodann  erledigen 
wir  das  äusserst  wichtige    Problem,    alle   Gleichungensysteme  zu  be- 
stimmen, welche  gegebene  infinitesimale  Transformationen  gestatten.*) 
Vorher  wollen  wir  jedoch  noch  Folgendes  bemerken: 
Wir  betrachten  natürlich  nur  solche  Gleichungensysteme 

ß,  =  0,  .  •  .  Sln-m  =  0, 

welche  wirklich  von  gewissen  Werthsystemen  Xj^-  •  -Xn  befriedigt  werden; 
dabei  beschränken  wir  uns  stets  auf  solche  Werthsysteme  x^  ■  -  -  Xn,  in 


*)  Vgl.  Lie,  Gesellsch.  der  Wiss.  zu  Christiania  1872—74,   wie  auch  Math. 
Ann.  Bd.  XI,  Bd.  XXIV,  S.  542—544. 
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deren  Umgebung  sich  die  Functionen  Sl^  •  ■  Sln-m  regulär  verhalten. 
Ausserdem  wollen  wir  ein  für  alle  Male  festsetzen:  wenn  nicht  das 
Gegentheil  ausdrücklich  zugelassen  wird,  soll  jedes  Gleichungensystem 
ißi  =  0,  •  •  •  ^n-m  =  0,  welches  wir  betrachten,  so  beschaffen  sein,  dass 
nicht  alle  (n  —  m)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


(1) 


dSl, 

cSl^ 

dx^ 

8x„ 

^K-,u 

»•»„-,„ 

dx^ 


dx^ 


vermöge  ^ß^  =  0 ,  •  •  •  ^n-m  =  0  verschwinden.  Es  ist  erlaubt ,  diese 
Voraussetzung  zu  machen;  denn  ein  Gleichungensystem,  welches  die 
verlangte  Eigenschaft  noch  nicht  besitzt,  kann  immer  auf  eine  solche 
Form  gebracht  werden,  dass  es  der  gestellten  Forderung  genügt. 

§  30. 

In   den    Veränderlichen    x^  •  •  -  Xn    sei    eine    infinitesimale    Trans- 
formation 


xf=^U^ 


vorgelegt.  Bei  Untersuchungen,  welche  sich  auf  dieselbe  beziehen, 
werden  wir  uns  immer  auf  solche  Werthsysteme  beschränken,  für  welche 
die  5/  sich  regulär  verhalten. 

Soll  ein  Gleichungensystem  ü^  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0    alle  endlichen 
Transformationen 

x/=  Xi  +  e  •  Xxi  -\-  ■  ■  •      (i  z=  \  .  . .  n) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  gestatten,  so  muss  das  Gleichungensystem 

^k{x^  +  a •  ^^1  +  •  •  •  ?  •  •  •  Xn  +  e- XXn  +  •••)==  0 

(h  =  l  ' '    n  —  m) 

oder,  was  dasselbe  ist,  das  System: 

Slk  +  e-  XSlk  -\ =  0      {k=\.  .  -n  —  m) 

für  alle  Werthe  von  e  mit  dem  Gleichungensysteme 

ß,   =  0,  •  •  •  ^n-rn  =  0 

äquivalent  sein.  Hierzu  ist  offenbar  nolhwendig,  dass  alle  X^k  für 
die  Werthsysteme  von  ißi  =0,  •  •  •  ^n—'m=  0  verschwinden,  dass  also 
das  Increment  XSlk^l,  welches  Slk  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation x/=  Xi  +  ^idt  erhält,  vermöge  i^^  =  0,  •  •  •  Sln—m  =  0  ver- 
schwindet. 
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Diese  üeberlegungen  führen  uns  darauf,  die  folgende  Definition 
aufzustellen  : 

Ein  Gleichungensystem 

gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xfj  sobald  alle  n  —  m  Aus- 
drücke XSli;  vermöge  des  Gleichungensystems  verschwinden. 

Bei  Zugrundelegung  dieser  Definition  gilt  dann  offenbar  der 

Satz  1.  Soll  ein  Gleichungensystem  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Xf  gestatten,  so  muss  es  jedenfalls  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  gestatten. 

Ausserdem  erkennen  wir  sofort,  dass  ein  Gleichungensystem,  ivelches 
die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet,  mgleich  jede  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form  %{x^  •  •  -  Xn)  •  Xf  mlässt,  vorausgesetzt 
natürlich,  dass  die  Function  %  sich  für  die  in  Betracht  kommenden  Werth- 
systeme  des  Gleichungensystems  regtdär  verhält. 

Man  kann  ohne  Schwierigkeit  einsehen,  dass  die  obige  Definition 
von  der  Wahl  der  Veränderlichen  unabhängig  ist,  dass  also  jedes 
Gleichungensystem  Sl^  =  0 ,  •  •  -  Sln—m  =  0,  welches  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  in  dem  oben  angegebenen  Sinne  gestattet,  dies  noch 
thut,  wenn  neue  unabhängige  Veränderliche  y^  ■  •  •  yn  an  Stelle  der  x 
eingeführt  werden.  Dass  dies  wirklich  der  Fall  ist,  folgt  unmittelbar 
aus  dem  Verhalten  des  Symbols  Xf  bei  Einführung  neuer  Veränder- 
licher. Dabei  wird,  wie  immer,  vorausgesetzt,  dass  die  y  gewöhnliche 
Potenzreihen  in  den  x  und  die  x  gewöhnliche  Potenzreihen  in  den  y 
werden    für    alle    in    Betracht    kommenden    Werthsysteme    x^  ■  -  -  Xn  y 

Vi'   -yn. 

Es  bleibt  noch  nachzuweisen,  dass  die  oben  aufgestellte  Definition 
auch   von    der    Form    des   Gleichungensystems    ßj  =  0,  •  •  •  ^n-m  =  0 
unabhängig  ist.     Erst  wenn  wir  das  bewiesen  haben,  ist  die  Berefch-' 
tigung  der  Definition  wirklich  dargethan. 

Um  nun  diesen  Nachweis  führen  zu  können,  geben  wir  zunächst 
einige  allgemeine  Entwickelungen,  die  auch  an  und  für  sich  schon 
von  Wichtigkeit  sind  und  später  mehrfach  Verwendung  finden  werden. 

Es  gestatte  das  Gleichungensystem  Sl^  =  0,  ••■  Sln—m  =  0  die  in- 
finitesimale Transformation  Xf.  Da  nicht  alle  m-gliedrigen  Deter- 
minanten der  Matrix  (1)  vermöge  ß^  =  0  •  •  •  fln-vi  =  0  verschwinden, 
so  können  wir  annehmen,  dass  die  Determinante 


^ 


^^1  ^^n-m 


+  -^ 


dx^         dx^ 
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zu  den  nicht  verschwindenden  gehört.  Dann  ist  es  möglich,  die 
Gleichungen  Slj,  =  0  nach  x^  •  •  •  x^  aufzulösen,  was  natürlich  ein  mit 
dem  Systeme  Sl^  =  0, -- -  Sl„-m  =  0  analytisch  äquivalentes  Gleich- 
ungensystem 

liefert.  Wenn  wir  daher  die  Substitution  Xj^  =  cp^,  •  •  Xn-m  =  9«-m 
durch  das  Zeichen  []  andeuten,  so  haben  wir: 

dass  ferner  das  Gleichungensystem  ßj  =  0  •  •  •  Sln-m  =  0  die  infinite- 
simale Transformation  Z/"  gestattet,  wird  durch  die  Identitäten 

[Zi^J  ^  0,  • . .  [Xß,_„j  =  0 

ausgedrückt. 

Es  sei  jetzt  ^(x^-  --  x^^  eine  beliebige  Function,  welche  sich  für 
die  in  Betracht  kommenden  Werthsysteme  x^  •  -  -  Xn  regulär  verhält. 
Dann  ergiebt  sich: 

[Z<5]=_§[Xx,.]r^*' 

1 

und  andrerseits 


d  X, 


n — m 


also  wird: 

n — 7?» 

(2)  [X*]  =  [X[®]]  +  ^  iX{x,  ~  9>,)]  PI]  • 

Setzen  wir  hier  der  Reihe  nach  die  Functionen  Sl^--  Sln-m  an  Stelle 
von  ^  ein  und  berücksichtigen,  dass  [Slj]  und  also  auch  X[Slj\,  sowie 
[X[ißJ]  identisch  verschwinden,  so  finden  wir: 

n—in 

{j  =  1  '  ■ '  n  —  m) . 
Da  nun   [XSlj^   ebenfalls  identisch   verschwindet,  während   die  Deter- 
minante 


2±m-^k5 


dies  nicht  thut,  so  folgt: 

\X{xk  -  g)*)]  ^0     (Ä;  =  1 .  ■  .  ?^  -  m) , 
also  nimmt  die  Gleichung  (2)  die  Form  an: 

(3)  rX^]Ei:[X[0]]. 
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Diese  für  jede  Function  ^^x^  -  -  •  Xn)  gültige  Formel  wird  uns 
später  sehr  nützlich  sein.  Hier  brauchen  wir  sie  nur  für  den  be- 
sonderen Fall,  dass  O  vermöge  £l^  =  0,-  -  -  Sln—m  ==  0  verschwindet; 
dann  ist  [0]  identisch  Null  und  ebenso  [X[^]];  unsere  Formel  zeigt 
daher,  dass  auch  [XQ]  identisch  verschwindet.  In  Worten  können  wir 
dieses  Ergebniss  folgendermassen  ausdrücken: 

Satz  2.     Gestattet  das  Gleichungensystem 

^1  (X^-  '  -Xn)  =  0,'  -  '  Un-mi^i  '  '  '  Xn)  ==  0 

die  infinitesimale  Transformation 

n 
Xf=-^HXl'--^n)§[_, 

und  ist  V(xj^  -  -  ■  Xn)  eine  Function,  welche  vermöge  dieses  Gleichungen- 
systems  verschwindet  j   so   verschwindet   auch   die  Function  XV  vermöge 

Ist  nun   Fl  ==  0,  •  •  •  Vn—m  ==  0  ein  beliebiges  mit 

^1  =  0,  •  •  .  Sln-.n  =  0 

analytisch  äquivalentes  Gleichungensystem,  so  verschwinden  nach  dem 
eben  ausgesprochenen  Satze  alle  n  —  m  Ausdrücke  X  V^  vermöge 
ßj  =  0,  •  •  •  ^n—m  =  0  und  also  auch  vermöge  F^  =  0,  •  •  •  Vn-m  =  0; 
mit  andern  Worten:  auch  das  Gleichungensystem  Fj  ==  0,  •  •  •  Vn-m  =  0 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xf. 

Damit  ist  endlich  nachgewiesen,  dass  unsere  obige  Definition  für 
die  Invarianz  eines  Gleichungensystems  bei  einer  infinitesimalen  Trans- 
formation auch  von  der  Form  dieses  Gleichungensystems  unabhängig 
ist.     Die  Einführung  dieser  Definition  ist  deshalb   ganz   naturgemäss. 

Wir  wissen,  dass  ein  Gleichungensystem  nur  dann  alle  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  gestatten  kann,  wenn  es 
die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet.  Diese  noth wendige 
Bedingung  ist  aber  zugleich  hinreichend;  es  lässt  sich  nämlich  nach- 
weisen, dass  jedes  Gleichungensystem,  welches  die  infinitesimale  Trans- 
formation Xf  gestattet,  überhaupt  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Xf  zulässt. 

In  der  That,  das  Gleichungensystem  Slj^  =  0,- -  ■  Sln-m  =  0  ge- 
statte die  infinitesimale  Transformation  X/";  ferner  sei  wie  oben 
^1  =  9^1  ?  '  ■  •  ^n-m  ==  (pn-m  ciuc  aufgelöste  Form  des  Gleichungen- 
systems iii  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0 ;  endlich  möge  die  Substitution  x^^  =  (p^^ 
wieder  durch  das  Zeichen  []  angedeutet  werden. 

Unter    diesen    Voraussetzungen    ist    zunächst    [Slk\  ^  0 ,     ferner 
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[XSlk]  ^0  und  aus  dem  soeben  aufgestellten  Satze  2  ergiebt  sich 
weiter  i 

[ZXßJ  =  0 ,     [XXXSl,]  =  0  . .  • . 

Folglich  verschwindet  die  unendliche  Reihe 

5^,  + 1  xsh  +  ^  xxsi,  +  .  • . 

bei  der  Substitution  rr„  =  g)^,  identisch,  welchen  Wertli  auch  der  Para- 
meter e  haben  mag.     Das  Gleichungensystem 

Slk  +  e-XSlk  -\ (]c=l---n  —  m) 

wird  also  bei  beliebigem  e  von  den  Werthsystemen  des  Gleichungen- 
systems ^1  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0  befriedigt,  was  nach  dem  früher  Ge- 
sagten nichts  anderes  heisst  als:  das  Gleichungensystem 

gestattet  alle  Transformationen 

x-i  =  Xi  -{-  c  ■  Xxi  +  •  •  •     {i  =  1  •  •  •  n) 
der  eingliedrigen  Gruppe  Xf. 

Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung  bewiesen;  wir  haben 
demnach  das 

Theorem  14.     Bas  Gleichungensystem 

gestattet  dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Xfj  ivenn  es  die  infinitesimale  Transforma- 
tion Xf  gestattet,  das  heisst,  tvenn  alle  n  —  m  Äusdrüclce  XSlk 
vermöge  i^^  =  0,  •  •  •  ^n-m  =  0  verschwinden. 

Dieses  Theorem  ist  bewiesen  unter  der  Voraussetzung,  die  wir 
immer  machen,  wo  nicht  ausdrücklich  etwas  anderes  bemerkt  wird, 
unter  der  Voraussetzung  nämlich,  das  nicht  alle  (n  —  m)-reihigen  De- 
terminanten der  Matrix  (1)  vermöge  Sl^  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0  ver- 
schwinden. Ausserdem  müssen  sich,  wie  schon  gesagt,  sowohl  die  Slk 
als  die  h,i  für  die  in  Betracht  kommenden  Werthsysteme  x^^  •  •  -  Xn  re- 
gulär verhalten. 

Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  das  Theorem  14  nicht  mehr 
gültig  bleibt,  wenn  jene  Voraussetzung  über  die  Determinanten  der 
Matrix  (1)  nicht  erfüllt  ist.  Betrachten  wir  nämlich  zum  Beispiel 
das  Gleichungensystem 

iSij  =  X^     =  U  ,    •  •  •  ^in—rn  '^^^  ^n — m  '^  ^  ; 

vermöge  dessen  alle  (n  —  m)-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1) 
verschwinden.  Wir  finden  bei  demselben :  X^k  =  Xk  •  Xxk,  also  ver- 
schwinden hier   die   XSlk    sämmtlich   vermöge  ß^  =  0,  •  •  •  ^n—m  =  0, 
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welche  Form  auch  Xf  haben  mag.  Wäre  demnach  das  Theorem  14 
auch  jetzt  noch  richtig,  so  müsste  das  Gleichungensystem 

X-^     =  U,  •  •  •  X-n—m  ^^^^  v/ 

jede  beliebige  eingliedrige  Gruppe  Xf  gestatten,  was  natürlich  nicht 
der  Fall  ist. 

Wir  schliessen  hieraus  Folgendes:  Wenn  das  Gleichungensystem 
i^i  =  0  •  •  •  Sln-m  =  0  alle  {n  —  m)-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1) 
zum  Verschwinden  bringt,  so  ist  das  Verschwinden  aller  XSl^  ver- 
möge i^i  =  0  •  •  •  Sln-m  =  0  zwar  nothwendig,  damit  dieses  Gleich- 
ungensystem die  eingliedrige  Gruppe  Xf  gestattet,  jedoch  nicht  hin- 
reichend. 

Nun  aber  führen  allgemeine  Untersuchungen  öfters  auf  Gleichungen- 
systeme, bei  denen  man  kein  Mittel  hat,  um  zu  entscheiden,  ob  jene 
mehrfach  erwähnte  Forderung  erfüllt  ist.  Woran  soll  man  dann  er- 
kennen, ob  das  betreffende  Gleichungensystem  eine  vorgelegte  ein- 
gliedrige Gruppe  gestattet  oder  nicht? 

In  derartigen  Fällen  leistet  ein  Kriterium,  welches  wir  jetzt  ent- 
wickeln wollen,  häufig  gute  Dienste. 

Es  sei 

^l(^l  •  •  •  Xn)  =  0,  .  •  •  zJs(x^  ■  .  •Xn)==0 

ein  Gleich ungensystem.  Wir  setzen  voraus,  dass  die  Functionen 
/J^--'Js  sich  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  B  in  der  Um- 
gebung derjenigen  Werthsysteme  x^"-Xny  welche  dem  Gleichungen- 
systeme genügen,  regulär  verhalten.  Dagegen  setzen  wir  nichts  über 
das  Verhalten  der  Functionaldeterminanten  der  z/  voraus;  wir  ver- 
langen nicht  einmal,  dass  unsere  s  Gleichungen  von  einander  unab- 
hängig sind,  die  Zahl  s  kann  also  unter  Umständen  auch  grösser  sein 
als  n. 

Ferner  sei 

n 

eine  infinitesimale  Transformation,  und  es  mögen  unter  den  Werth- 
sy Sternen  x^  -  -  •  Xn,  für  welche  sich  5i  •  •  •  5«  regulär  verhalten,  solche 
vorhanden  sein,  welche  die  Gleichungen  z/^  =  0,  •  •  •  z/,  =  0  befrie- 
digen und  überdies  dem  Bereiche  B  angehören. 

Wenn  nun  unter  diesen  Voraussetzungen   die  s  Ausdrücke  Xz/^ 
sich  folgendermassen  darstellen  lassen: 

s 

X^o  =  ^  Qat{x,  '-'Xn)-  ^t(x,  '  •  ■  X^)         (ö  =  1  •  •  •  s)  , 
1 
Theorie  der  Transformationsgruppen.  g 
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und  weiiu  sich  dabei  alle  Qat  für  die  betreffenden  Werthsysteme  von 

regulär  verhalten,  so  gestattet  unser  Gleichungensystem  jede  Trans- 
formation 

x-  =  a?,  +  Y  •  Xxi  +  .  •  •      (i  =  1  .  .  .  n) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Xf. 

Der  Beweis  hierfür  ist  sehr  einfach.     Wir  haben: 

^a{0Ci    •  •  •  X,!)  =  ^a(x,   '  •  '  Xn)  +  y  '  ^^a  +   '  '  "  ? 

es  ergiebt  sich  aber: 

WO   die  Coefficienten   der  z/   auf  der   rechten  Seite  sich   wiederum  für 

die    Werthsysteme    von    z/^  =  0,  •  •  •  z/^  =  0    regulär    verhalten.  In 

gleicher  Weise  drücken  sich  die  XXX^a  linear  durch  J^-  -  ■  J,  aus 
und  so  fort.     Kurz  wir  finden: 

s 

z/^K'  •  •  •  Xn)  =  ^ ^atix^  •  "Xn,  e)'  J,t{x)     ((?  ==  1  •  •  •  s) , 

1 

wo  die  il^at  gewöhnliche  Potenzreihen  von  e  sind  und  sich  ausserdem 
für  die  Werthsysteme  von  z/^  =  0,  •  •  •  z/«  =  0  regulär  verhalten. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  jedes  Werthsystem  x^-  ■  •  Xn,  welches  den 
Gleichungen  ^^{x)  =  0 ,  •  ■  -  Js{x)  ==  0  genügt,  auch  die  Gleichungen 

Ja{x,+\'Xx,-\-'--,---Xn+\-XXn-{-"^  =  0       (ö  =  1  •  •  •  s) 

befriedigt,  dass  also  das  Gleichungensystem  z/^  =  0,  •  •  •  z/^  =  0  wirk- 
lich die  eingliedrige  Gruppe  Xf  gestattet. 

Demnach  haben  wir  den 

Satz  3.     Ist  in  dm  Veränderlichen  x^  -  •  •  Xn   ein  Gleichungensijstem 

z/i(aJi  "  '  Xa)  =  0,-"  Js{x^  '  '  -Xn)  =0 

vorgelegt,  von  dem  nicht  feststeht,  ob  seine  Gleichungen  von  einander  un- 
ahhängig  sind  iiHd  noch  weniger,  ob  die  s- reihigen  Determinanten  der 
Matrix 

sämmtlich  vermöge  z/j  =  0,  •  •  •  z/,  =  0  verschwinden  oder  nicht,  so  ge- 
stattet  dieses   Gleichungen  System  sicher   dann   alle   Transformationen   der 
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eingliedrigen  Gruppe  Xf,  wenn  die  s  Ausdrücke  XzJa  in  der  Form 

s 

X^a  —■  ^  Qat{sC^  ■  ■  '  Xn)  '  ^t       ((?  =  1  •  •  •  s) 
1 

dargestellt  werden  können,  und  wenn  sich  dabei  die  Qat  für  diejenigen 
WertJisy  Sterne  x^-  ■  -  Xn  regtdär  verhalten  ^  welche  das  Gleichungensystem 
^1  =  0,    '  ■  ^s  ==  0  befriedigen. 

§  31. 
Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Bestimmung 
aller  Gleichungensysteme,  welche  die  eingliedrige  Gruppe  Xf  gestatten, 
darauf  hinauskommt,  alle  Gleichungensysteme  zu  bestimmen,  welche 
die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestatten.  Es  entstellt  daher  die 
Frage  nach  allen  Gleichungensystemen  ii^  ==  0,  •  •  •  Sln-m  ==0(m<n), 
welche  die  infinitesimale  Transformation 

gestatten. 

Diese  Frage  soll  im  gegenwärtigen  Paragraphen  ihre  Beantwor- 
tung finden. 

Es  müssen  zwei  Fälle  unterschieden  werden,  entweder  nämlich 
verschwinden  nicht  alle  n  Functionen  li  •  •  •  |«   vermöge 

oder  die  Gleichungen  g^  =  0,  •  •  •  |„  =  0  sind  eine  Folge  von 

Behandeln  wir  zunächst  den  ersten  Fall. 

Es  möge  etwa  |„  nicht  vermöge  iij  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0  ver- 
schwinden. Dann  gestattet  das  betreffende  Gleichungensystem  auch 
die  infinitesimale  Transformation 

Ist  nun  x^^  '  ■  -  Xn^  ein  Werthsystem,  welches  den  Gleichungen  i^i.  =  0 
genügt  und  |„  nicht  zum  Verschwinden  bringt,  so  denken  wir  uns 
die  Hauptlösungen  von  Xf  =  0  oder,  was  dasselbe  ist,  von  Yf=0 
in  Bezug  auf  Xn  =  xj^  bestimmt;  diese  Hauptlösungen,  welche  y^--  2/„_i 
heissen  mögen,  verhalten  sich  in  der  Umgebung  von  x^^  -  -  •  Xn^  regulär 
und  sind  von  Xn  unabhängig.  Wenn  wir  daher  an  Stelle  der  x  die 
neuen  unabhängigen  Veränderlichen  y^  ■  ■  -  ^/n-i,  «/«  ==  ^«  einführen,  so 
ist  das  eine  erlaubte  Transformation.    Dabei  erhält  Yf  die  Form  ^ 

8* 
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und  das  Gleichungensystem  .ßj  =  0,  •  •  •  ^n—m==  0  geht  in  ein  neues: 

.  -^1  (2/1  •  •  •  2/n)  =  0,  •  •  •  fln-m(yi  "  "  '  2/n)  =  0 

über,  welches  nun  die  infinitesimale  Transformation  ^ —  gestattet. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  das  Gleichungensystem  ii^;  =  0  nicht 
nach  yn  auflösbar  ist.  Wäre  es  nämlich  nach  yn  auflösbar  und  ergäbe 
sich  etwa  yn  —  fpijji-  •  •  yn—i)  =  0,  so  müsste  der  Ausdruck 

vermöge  Sl^  =  0,  ■  ■  •  ^n—m  =  0  verschwinden,  was  widersinnig  ist. 
Folglich  kann  «/«  in  den  Gleichungen  Slk  =  0  höchstens  formell  vor- 
kommen, das  heisst,  wir  können  diese  Gleichungen  unter  allen  Um- 
ständen auf  eine  solche  Form  bringen,  dass  sie  Relationen  zwischen 
yi  ■  '  yn—i  allein  darstellen.  Dabei  ist  die  Form  dieser  Relationen 
keiner  weiteren  Beschränkung  unterworfen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  zurück, 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  das  Gleichungensystem  Slk  =  0  sich  durch 
Relationen  zwischen  n  —  1  unabhängigen  Lösungen  y^  -  •  •  «/«-i  der 
Gleichung  Xf  =  0  ausdrücken  lässt.  Dieses  Ergebniss  ist  offenbar 
unabhängig  von  der  Voraussetzung,  dass  gerade  ^^  nicht  Vermöge 
Sl}^  =  0  verschwinden  sollte;  wir  sehen  also,  dass  jedes  Gleichungen- 
system, welches  die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet  und 
li  •  •  •  |„  nicht  zum  Verschwinden  bringt,  durch  Relationen  zwischen 
Lösungen  von  Xf  =  0  dargestellt  wird.  Andererseits  wissen  wir,  dass 
ganz  beliebige  Relationen  zwischen  den  Lösungen  von  Xf  ==  0  ein 
Gleich ungensystem  darstellen,  welches  nicht  blos  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  sondern  alle  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  Xf  gestattet  (Kap.  6,  Satz  3,  S.  98).  Mithin  bestätigt  sich 
das  früher  bewiesene  Resultat,  dass  unser  Gleichungensystem  ^j,  =  0 
die  eingliedrige  Gruppe  Xf  gestattet. 

Wir  kommen  nunmehr  zu  dem  zweiten  der  oben  unterschiedenen 
beiden  Fälle;  derselbe  kann  natürlich  nur  dann  eintreten,  wenn  es  über- 
haupt Werthsysteme  Xy^-  •  •  Xn  giebt,  für  welche  alle  n  Functionen  ^i 
verschwinden. 

Ist  x^  •  •  '  Xn  irgend  ein  Werth System,  für  welches  alle  %i  ver- 
schwinden, so  reduciren  sich  die  Transformationen 

xl  =  Xi  +  -~  li  +  -"t^  Xli  -\ (i  =  1  .  .  .  n) 

unserer  eingliedrigen  Gruppe  bei  der  Substitution  Xi  =  Xi^  auf 

T        /v"  0         .    ,    ,    /y       /y»   " 

«^1     «^1     ;  '^ii  '*^n    ; 
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was  wir  so  ausdrücken:  das  Werthsystem  x^  -  -  -  Xn  bleibt  bei  allen 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  invariant.  Hierin  liegt, 
dass  jedes  Gleich ungensystem  von  der  Form 

li  =  0,  •  •  •  5«  =  0,  i/;i(a?i  ••  'Xn)  =  0,  ip^{x^  .  . .  ^^)  =  0  .  •  •, 
welches  überhaupt  von  Werthsystemen  x^-  •  •  Xn  befriedigt  wird,  alle 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  gestattet.  In  dieser 
Form  sind  aber  alle  Gleichungensysteme  enthalten,  welche  ^^  •  •  •  1^^ 
zum  Verschwinden  bringen;  folglich  ist  damit  auch  der  zweite  der 
früher  unterschiedenen  Fälle  erledig-t. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  dem 
Theorem  15.     Es  gieht  zwei  Arten  von  solchen  Gleichungen- 
systemen, ivelche  die  infinitesimale  Transformation 


Xf='^h{x,---x,)^f 


dx. 
1  ^ 

und  also  überhaupt  alle  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe  Xf  gestatten.  Die  Gleichungensysteme  der  ersten  Art 
iverden  durch  ganz  beliebige  Relationen  zwischen  den  Lösungen 
der  linearen  partiellen  Differentialgleichung  Xf  =  0  darge- 
stellt.   Die  Gleichungensysteme  der  zweiten  Art  haben  die  Form: 

il  =  0,  •  •  •  ^«   =  0,        iJi(Xj^   .  .  .  Xn)  =  0,       ^^{X^  '  •  •  Xn)  =  0,  •  •  •, 

wobei  die  il)  vollkommen  ivillhürlich  sind,  nur  muss  es  natür- 
lich Werthsysteme  x^  -  -  -  Xn  geben,  welche  die  betreffenden 
Gleichungen  befriedigen. 

Wir  knüpfen  hieran  noch  eine  kurze  Bemerkung. 

Es  seien  G^-  •  •  Gn—m  willkürliche  Constanten,  ferner  seien  Sl^-  •  •  ^n~m 
Functionen  der  x,  dagegen  von  den  G  frei;  endlich  möge  jedes 
Gleichungensystem  von  der  Form 

bh^\X^   •   •   •  Xn)  =  ^15  ■  *  ■  ^n—m\^i   "   "   "  ^ii)  =  ^n—in 

die  von  den  G  freie  infinitesimale  Transformation  Xf  gestatten.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  müssen  die  n  —  m  Ausdrücke  X^k  vermöge 

bh^  =  Cj^,  •  •  •  btn—m  =  ^n—m 

verschwinden  und  zwar  für  alle  Werthe  der  G.  Da  aber  die  X^u 
alle  von  den  G  frei  sind,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  die  XÜt^  iden- 
tisch verschwinden,  das  heisst,  wenn  die  Sl^,  Lösungen  der  Gleichung 
Xf=  0  sind.     Also  gilt  der 

.  Satz  4.     Stellen  die  Gleichungen 

Sl-^{X^  •  •  •  Xn)  ==  ^1  ;    •  ■  •  ^n—m{p^i  '  "  *  ^n)  =  ^n^i7i 

mit  den  tvillMrlichen  Gonstanten  6\  •  •  •  Gn-m  ein  Gleichungensystem  dar, 
tvelches  die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet,  so  sind  Sl^  ■  ■  -Sln—m 
Lösungen  der  von  den  G  freien  Differentialgleichung  Xf  =  0. 
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§  32. 
Nunmehr  seien  q  beliebige  infinitesimale  Transformationen 

n 

vorgelegt  und  gesucht  die  Gleichungensysteme  ß^  ==  0,  ^.^  =  0  •  •  - ,  welche 
alle  diese  infinitesimalen  Transformationen  gestatten.  Wir  beschränken 
uns  dabei  wie  immer  auf  Werthsjsteme  x^-  ■  -  Xny  für  welche  sich  alle 
Iäi  regulär  verhalten. 

Zunächst  ist  klar,   dass  jedes   der  gesuchten  Gleichungensysteme 
auch  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form 


5, 
'j%k{x^  •  •  •Xn)-Xjcf 


gestattet,  vorausgesetzt,  dass  sich  Xr-Xi  für  die  Werthsysteme  x^--- a;„-, 
welche  dem  Gleichungensysteme  genügen,  regulär  verhalten.  Aus  dem 
vorigen  Paragraphen  ersehen  wir  überdies,  dass  jedes  solche  Gleichungen- 
system auch  alle  endlichen  Transformationen  derjenigen  eingliedrigen 
Gruppen  gestattet,  welche  von  den  besprochenen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  werden. 

Ferner  erinnern  wir  an  Kap.  6,  Satz  1,  S.  97.  Wir  sahen  damals, 
dass  jede  Function  von  x^-'-Xn,  welche  die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen  X^f  und  X^f  gestattet,  auch  die  Transformation 
Xj  X^f —  Xg  Xj  f  zulässt.  Genau  dasselbe  gilt  auch  von  jedem  Gleichungen- 
systeme, welches  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  Xj^f  und 
Xg/  zulässt. 

In  der  That,  das  Gleichungensystem 

^kix^ '  •  '  Xn)  =  0  (k=  l  "  '  n  —  m) 
gestatte  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  XJ'  und  Xg/", 
es  mögen  also  alle  Ausdrücke  X^Slj  und  X^Slj  vermöge  des  Systems 
5i^  =0,  •  •  •  ^n-m=  0  verschwinden.  Dann  gilt  dasselbe  nach  Satz  2, 
S.  111  auch  von  allen  Ausdrücken  X^X^Slj  und  X^X^Sljj  folglich  ver- 
schwindet auch  jedes  X^X^^j  —  XgX^ii^  vermöge  des  Gleichungen- 
systems üj  =  0,  •  •  •  Sln—m  =  0.     Damit  haben  wir  aber  den 

Satz  5.     Gestattet  ein  Gleichungensystem 

ßi(^i  •  •  •  rr«)  =  0,  •  . .  Sln-m  (Xi"  '  Xn)  =  0 
die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  X^f  und  Xg/",  so  gestattet  es 
auch  die  infinitesimale  Transformation  X^X.J' — X^XJ'. 

Diesen  Satz  benutzen  wir  jetzt  in  ähnlicher  Weise  wie  seiner  Zeit 
den    Satz  1,    S.  84,    als    es    sich    darum    handelte,    die    gemeinsamen 
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Lösungen  von  q  gegebenen  Gleichungen  X^f  =  0,  -  ■  ■  Xqf=  0  zu  be- 
stimmen. Damals  führten  wir  das  gestellte  Problem  auf  die  Be- 
stimmung der  Lösungen  eines  vollständigen  Systems  zurück.  Jetzt 
verfahren  wir  folgendermassen. 

Wir  bilden  alle  infinitesimalen  Transformationen 
X,Xjf-XjX,f=iX,Xj} 
und  untersuchen,  ob  die  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
(XkXj)==0  eine  Folge  von  X^f==  0,-  -  ■  Xqf==  0  sind.  Ist  dies  nicht 
der  Fall,  so  fügen  wir  zu  den  infinitesimalen  Transformationen 
X^f "  •  Xqf  alle  Transformationen  (X^X/)  hinzu*),  was  erlaubt  ist,  da 
jedes  Gleichungensystem,  welches  X^f  •  •  -  Xqf  gestattet,  auch  (XkXj) 
zulässt.     Nunmehr  behandeln  wir  die  infinitesimalen  Transformationen 

xj.--x,f,{x,x;)    (]c,j  =  i-.-q) 

zusammengenommen  gerade  so  wie  vorher  XJ'-  •  •  Xqf  allein,  das 
heisst,  wir  bilden  alle  infinitesimalen  Transformationen 

((X,Z,)X,),    ((XiX,)(Z,X,)) 
und  untersuchen,  ob  diese  Ausdrücke  gleich  Null  gesetzt  Gleichungen 
ergeben,   welche  aus  Xkf==  0,  (XkXj)  =  0      (Jc^  j  =  1  •  •  -  q)   folgen. 
Wenn  dies  nicht  der  Fall  ist,  fügen  wir  alle  gefundenen  infinitesimalen 
Transformationen  zu  Xkf,  (Xj^Xj)      (^,  j  =  1  -  •  •  Ö')  hinzu. 

Auf  diese  Weise  fahren  wir  fort  und  müssen  so  schliesslich  eine 
Reihe  von  infinitesimalen  Transformationen: 

XJ---XJ,X,+,f---X,'f      (q'^q) 
erhalten,  welche  so  beschaffen  sind,  dass  jede  Gleichung 

(x.X;)  =  o    (k,j  =  i..-a') 

eine  Folge  von  Xi/'==  0,  ■  ■  •  X,/f=  0  ist.     Die  Gleichungen 

XJ^O,---X,'f=0 

bestimmen  alsdann  ein  vollständiges  System  mit  q'  oder  weniger 
Gliedern.     Also  haben  wir  das 

Theorem  16.  Die  Aufgahe^  alle  Gleicliungensysteme  zu  he- 
stimmen,  welche  q  gegebene  infinitesimale  Transformationen 
X^f  '  '  •  Xqf  gestatten,  lässt  sich  immer  darauf  zurüchführen 
alle  Gleichungensysteme  zu  bestimmest,  tvelche  ausser  XJ'---Xqf 
noch  geiüisse  weitere  infinitesimale  Transformationen 

X,+,f---X,f      {q'>q) 
gestatten,  ivo  nunmehr  die  Gleichungen 
XJ  =  0,  •  •  •  X,f=  0,    X,+i/'=  0,  •  •  •  X//-=  0 

*)  In  der  Praxis  wird  man  im  Allgemeinen  nicht  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen {Xj,Xj)  hinzufügen,  sondern  nur  gewisse  unter  ihnen. 
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ein  vollständiges  System  bestimmen,  tvelches  ebensoviel  Glieder 
hat,  als  es  unter  diesen  Gleichungen  unabhängige  giebt. 

Wir  können  uns  demnach  von  jetzt  ab  auf  das  folgende  speciellere 
Problem  beschränken: 

Gegeben  sind  in  den  Veränderlichen  x^-  •  •  Xn  q  infinitesimale  Trans- 
formationen 

von  solcher  Beschaffenheit ^  dass  unter  den  q  Gleichungen 

gerade  p  "^q  von  einander  unabhängige  vorhanden  sindj  und  dass  irgend 
p  unabhängige  unter  diesen  q  Gleichungen  ein  p-gliedriges  vollständiges 
Sy stein  bilden,  welchem  X^f==  0,  ■  ■  ■  Xqf=  0  sämmtlich  angehören.  Ge- 
sucht werden  alle  Gleichungensysteme  in  x^  -  ■  •  Xn,  tvelche  die  infinitesimalen 
Transformationen  X^f  -  •  -  X^f  gestatten. 

Es  ist  klar,  dass  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  an- 
nehmen dürfen,  dass  X^f  -  •  ■  XcJ'  als  infinitesimale  Transformationen 
von  einander  unabhängig  sind.  Ferner  bemerken  wir,  dass  unter  den 
Voraussetzungen  des  Problems  die  (p -|- l)-reihigen  Determinanten  der 
Matrix 

(4)  .... 

alle  identisch  verschwinden,  während  nicht   alle  |)- reihigen  dies   thun. 

Der  erste  Schritt  zur  Erledigung  unseres  Problems  ist  der,  dass 
wir  die  Gleichungensysteme,  welche  die  q  infinitesimalen  Transforma- 
tionen XJ'-  '  •  Xqf  gestatten,  in  zwei  getrennte  Classen  eintheilen;  als 
Eintheilungsgrund  nehmen  wir  dabei  das  Verhalten  der  ^-reihigen 
Determinanten  von  (4). 

In  die  erste  C lasse  rechnen  wir  alle  Gleichungensysteme ,  vermöge 
deren  nicht  alle  p -reihigen  Determinanten  der  Matrix  (4)  verschwinden. 

In  die  zweite  Classe  rechnen  wir  alle  Gleichungensysteme ,  vermöge 
deren  die  bewussten  p-reihigen  Determinanten  sämmtlich  verschwinden. 

Diese  beiden  Classen  untersuchen  wir  jetzt  der  Reihe  nach. 

§  33. 

Unter  den  q  Gleichungen  X^f=  0,  •••  Xqf=0  wählen  wir  irgend 
p  von  einander  unabhängige  aus;  es  seien  etwa  X^f=  0,  •••  Xpf  =  0 
solche,  so  dass  also  nicht  alle  ^- reihigen  Determinanten  der  Matrix 
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bn   •   •   birt 
(5)  •    •  •     • 

identisch  verschwinden.  Wir  suchen  nun  von  den  Gleichungensystemen 
ß^  =  0,  •  •  •  Sln—m  =  0  der  ersten  Art  diejenigen,  welche  die  Unab- 
hängigkeit der  Gleichungen  X^f==0,--'Xpf==0  nicht  aufheben, 
welche  somit  nicht  alle  p- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (5)  zum 
Verschwinden  bringen.  Dabei  wollen  wir  zunächst  die  specielle  Voraus- 
setzung machen,  dass  eine  bestimmte  ^- reihige  Determinante  der 
Matrix  (5),  etwa  die  folgende, 

bl,  n—p-{-l     '    bin 
^p,  n—n-\-l    '    bjyn 

weder  identisch  noch  auch  vermöge  5ii  =  0,  •••  Sln-m  =  0  verschwindet. 
Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen   Identitäten  von 

der  Form 

p 

XpJ^jf  =  ^n  Xjn  (^1  •  •  •  X,)  '  Xrtf        (j  =  1  '  '  '  Q  —  p)- 
1 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  xm  haben  wir  dabei  die  Gleichungen: 

p 
^  U'-Xjn  =  ip-\-j,v     (v  =  1  •  •  •  W;  j  ==  1  •  •  •  g  -|>); 

1 

da  nun  die  Determinante  D  nicht  vermöge  5^^  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0  ver- 
schwindet, so  erkennen  wir,  dass  die  %;^  sich  für  die  Werthsysteme 
von  5^1  ==  0,  •  •  •  ^n-m  ==  0  regulär  verhalten,  dass  wir  also  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  die  infinitesimalen  Transformationen 
Xp^if-  •  •  Xgf  weglassen  können;  denn  gestattet  das  Gleichungensystem 
Sl^  =  0,  •  •  •  Sln-m  die  Transformationen  XJ'---  Xpf^  so  gestattet  es 
auch  sofort  Xp^if  -  •  •  Xqf, 

Die    infinitesimalen    Transformationen    X^f  -  -  -  Xpf  ersetzen    wir 
jetzt  durch  p  andere  von  der  besonderen  Form: 


X    df 
^"■^  dx.. 


{lt=\-   ■   ■  P). 


Wir  dürfen  dies,  denn  zur  Bestimmung  von   Y^f  ■  •  •  Ypf  erhalten  wir 
die  Gleichungen 

p 

^  Ij,  n~p^n  '   Ynf  =  Xjf        (^-  =   1  .  •  •  J>), 
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welche  auflösbar  sind,  und  für  die   Y„f  Ausdrücke  von  der  Form 

p 
Yjtf  =^-  QnJ^X^  ■  •  •  X,,)  ■  Xjf       (tt  =  1  .  .  .  p) 
1 

liefern,  deren  Coefficienten  q„j  sich  für  die  Werthsysteme  von 

regulär  verhalten.  Gestattet  daher  das  Gleichungensystem  Sl/,  =  0  die 
infinitesimalen  Transformationen  Xif  •  •  •  Xj/,  so  gestattet  es  auch 
Yif'  •  •  Ypf  und  umgekehrt. 

Es  sei  Xj^  •  ■  ■  Xn^  irgend  ein  Werthsystem,  welches  die  Gleichungen 
5^1  ==  0,  •  •  •  Sln-7u  befriedigt  und  die  Determinante  D  nicht  zum  Ver- 
schwinden bringt.  Dann  verhalten  sich  die  rj^i  in  der  Umgebung  von 
Xj^  '  ■  ■  xj^  regulär.  Nun  bilden  die  Gleichungen  YJ=  0,  •  •  •  Y^/ =  0 
ebenso  wie  die  Gleichungen  X^f==  0,  •  ••  X^f  =  0  ein  ^-gliedriges  voll- 
ständiges System,  sie  besitzen  daher  nach  Theorem  12,  S.  91  n—p 
Hauptlösungen  ij^-  ■  •  yn-p,  welche  sich  in  der  Umgebung  von  x^^  • -- Xn^ 
regulär  Verhalten  und  sich  für  Xn-pj^i  =  xl-pj^i ,  -  -  -  Xn  =  xl  auf  be- 
züglich x^-  '  '  Xn-p  reduciren. 

Setzen  wir  daher  noch  y-n-p+i  =  Xn-p-^-i,  "  ■  y^  =  Xn,  so  können 
wir  y^^'  '  '  yn  an  Stelle  der  x  als  neue  Veränderliche  einführen.  Dabei 
erhalten  die  infinitesimalen  Transformationen   Y^f  die  Form: 

das  Gleichungensystem  Slj,  =  0  aber  geht  über  in: 

^i(yi  '•  ■yn)  =  o,'-- sin-m(yt  •  ••yn)  =  o, 

und  dieses  neue  Gleichungen  System  muss  nun  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen  ^ — - — ,   •  .  .    -^    gestatten.      Hieraus    folgt,    dass    die 

Gleichungen  Sl],  =  0  nach  keiner  von  den  Veränderlichen  yn—p+i -•  -yn 
auflösbar  sind,  dass  sie  also  diese  Veränderlichen  höchstens  scheinbar 
enthalten  und  sich  unter  allen  Umständen  so  umformen  lassen,  dass 
sie  Relationen  zwischen  «/i  •  •  •  yn—p  allein  darstellen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn 
zurück,  so  sehen  wir,  dass  die  Gleichungen  ii^  =  0,  •  •  •  Sln—m.  =  0 
nichts  anderes  sind  als  Relationen  zwischen  den  Lösungen  des  voll- 
ständigen Systems  Fi/  =  0,  •••  Ypf=0  oder,  was  dasselbe,  des  voll- 
ständigen Systems  XJ' =  0, -- •  Xpf  ==  0.  Dieses  Ergebniss  ist  über- 
dies unabhängig  von  der  Voraussetzung,  dass  gerade  die  Determinante 
D  nicht  vermöge   5^^  =  0,  •  •  •  S^n—m  ==  0  verschwinden  sollte-,    es   gilt 
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immer  dann,  wenn  die  ^-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (5)  nicht 
siimmtlich  vermöge  i^j  =  0,  •  •  •  Sln—m  =  0  verschwinden. 
Also  können  wir  das  folgende  Theorem  aussprechen: 
Theorem  17.    Liefern  die  q  infinitesimalen  Transformationen 
XJ'-  ■'  Xqfin  den  Veränderlichen  x^  ■••  Xn  gl£ich  Null  gesetzt  gerade 
p^q  unabhängige  Gleichungen^  etwa  X^f  =  0,  •  •  •  Xpf=  0,  und 
bilden  diese  letzteren  ein  p-gliedriges  vollständiges  System,  so 
ivird  jedes  Gleichungensystem 

tvelches  die  q  infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  -  -  X^f  ge- 
stattet, jedoch  die  Unabhängigkeit  der  Gleichungen 

XJ=Or-'X,f=0 
nicht  aufhebt,  durch  Relationen  stoischen  den  Lösungen  des 
p-gliedrigen  vollständigen  Systems  X^f=Q,-'  •Xpf=0  dargestellt. 
Durch  dieses  Theorem  ist  die  Bestimmung  aller  Gleichungen- 
systeme geleistet,  welche  unserer  ersten  Classe  angehören.  An  Stelle 
von  XJ==  0,  •  •  •  Xj)f=  0  brauchen  wir  nur  der  Reihe  nach  alle  ^jsteme 
von  p  unabhängigen  unter  den  q  Gleichungen  X^f  =  0,  •  •  •  X^f  =  0 
einzusetzen. 

§  34. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  zweiten  Classe  der  Gleichangensysteme, 
welche  die  infinitesimalen  Transformationen  XJ'-  •  •  X^^f  gestatten;  zu 
den  Gleichungensystemen  nämlich,  welche  alle  ^-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  (4)  zum  Verschwinden  bringen. 

Hier  müssen  sogleich  eine  Ileilie  von  Unterfällen  unterschieden  tverden. 
Nämlich  das  Gleichungensystem 

i^l  =  0,  •  • .  p.,_,,  =  0 

hami  ja  möglicherweise  ausser  den  p- reihigen  Determinanten  der  Matrix 
(4)  auch  noch  alle  {p — \)- reihigen,  ja  alle  (p  —  2) -reihigen  u.  s.  tu.  zum 
Verschwinden  bringen. 

Wir  sehen  also,  dass  zu  jedem  der  gesuchten  Gleichungensysteme 
eine  bestimmte  ganze  Zahl  h  <Cp  gehört  von  der  Beschaffenheit,  dass 
das  betreffende  Gleichungensystem  alle^-reihigen,  alle  (p— l)-reihigen,--- 
alle  (/^+ l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (4)  zum  Verschwinden 
bringt,  nicht  aber  alle  h-reihigen.  Demnach  müssen  wir  die  ver- 
schiedenen möglichen  Werthe  von  h,  also:  1,2  ---p —  1  einzeln 
durchgehen  und  zu  jedem  dieser  Werthe.  die  zugehörigen  Gleichungen- 
systome  aufstellen,  welche  X^f  -  -  -  Xqf  gestatten. 

Es  sei  h  irgend  eine  der  Zahlen  1,  2  -  --  p  —  1.  Ein  Gleichungen- 
system,  welches   alle   {h -{- 1)-Yeihigen   Determinanten   der   Matrix   (4) 
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zum  Verschwinden  bringt,  nicht  aber  alle  /i-reihigen,  enthält  jedenfalls 
alle  Gleichungen,  welche  sich  durch  Nullsetzen  sämmtlicher  Qi  +  1)- 
reihigen  Determinanten  z/^  •  •  •  z/,  von  (4)  ergeben.  Sollten  nun  die 
Gleichungen  z/^  =  0,  •  •  •  z/,  =  0  gar  nicht  durch  solche  Werthsysteme 
x^-  '  -  Xn  befriedigt  werden  können,  für  welche  sich  die  lu  {x)  regulär 
verhalten,  oder  sollten  die  Gleichungen  z/^  =  0,  •  •  •  z/,  =  0  auch  alle 
/^reihigen  Determinanten  von  (4)  zum  Verschwinden  bringen,  so  wäre 
das  ein  Zeichen,  dass  zu  der  gewählten  Zahl  h  gar  kein  Gleichungen- 
system von  der  verlangten  Beschaffenheit  gehört.  Nehmen  wir  daher 
an,  dass  keiner  dieser  beiden  Fälle  eintritt. 

Zunächst  wird  zu  untersuchen  sein,  ob  das  Gleichungensystem 
z/i  =  0,  •  .  •  z/,  =  0  reducibel  ist.  Wenn  dies  der  Fall  ist,  so  muss 
jedes  irreducible  Gleichungensystem  für  sich  betrachtet  werden,  welches 
sich  aus  z/^  =0,  •  •  •  z/«  =  0  ergiebt,  und  welches  nicht  alle  A-reihigen 
Determinanten  von  (4)  zum  Verschwinden  bringt. 

Es  sei  TTi  =  0,  •  *  .  TF;  =  0  eines  der  gefundenen  irreducibeln 
Gleichungensysteme,  und  es  sei  dasselbe  bereits  auf  eine  solche  Form 
gebracht,  dass  nicht  alle  /-reihigen  Determinanten  der  Matrix 


dWi 

dW, 

dx^ 

dx^ 

vermöge  TFi  =  0,  •-  Tfi  =  0  verschAvinden.  Wir  müssen  dann  suchen, 
alle  Gleichungensysteme  zu  bestimmen,  welche  Zj/'- ••  X^/"  gestatten, 
welche  die  Gleichungen  TTj  =  0,  •  •  •  Wi  =  0  enthalten  und  dabei 
nicht  alle  7i-reihigen  Determinanten  von  (4)  zum  Verschwinden  bringen. 
Wenn  wir  das  für  jedes  einzelne  der  aus  z/^  =  0,  •  •  •  z^^  =  0  erhaltenen 
irreducibeln  Gleichungensysteme  ausführen,  so  finden  wir  alle  Gleichungen- 
systeme, welche  XJ---  Xqf  gestatten  und  zu  der  Zahl  h  gehören. 

Im  Allgemeinen  wird  das  Gleichungensystem  TTi  =  0,  •  •  •  Wi  =  0 
an  und  für  sich  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  •  •  X^/' nicht 
gestatten.  Zu  einem  Gleichungen  Systeme,  welches  TFi  =  0,-"  Wi  =  0 
enthält  und  ausserdem  noch  X^f  •  •  •  X^/"  gestattet,  gehören  daher  jeden- 
falls noch  alle  Gleichungen 

X,F,  =  0,   X^Xj,W,  =  0      (/c,  j=l.-.g,  A-l-.-O 

und  so  weiter.  Diese  Gleichungen  bilden  wir  und  untersuchen,  ob  sie 
unter  einander  oder  mit  TTj  ==  0,  •  •  •  Wi  =  0  in  Widerspruch  stehen, 
und  ob  sie  etwa  alle  /i- reihigen  Determinanten  von  (4)  zum  Ver- 
schwinden bringen.     Ist   eins  von   beiden   der  Fall,   so   giebt  es  kein 
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Gleichungensystem  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  tritt  keins  von 
beiden  ein,  so  stellen  die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen 

ein  Gleichungeusystem  dar,  welches  X^^f-  •  ■  X^f  gestattet.  In  diesem 
Gleichungensysteme,  welches  natürlich  reducibel  sein  kann,  stecken  alle 
Gleichungensysteme,  welche  X^f-  •  •  X^f  gestatten  und  die  Gleichungen 
TFj=0,---  Wi==0  enthalten,  welche  dagegen  kein  kleineres  Gleichungen- 
system von  derselben  Beschaffenheit  umfassen. 

Die  betreffenden  Gleichungensysteme  sind  offenbar  die  kleinsten 
Gleichungensysteme,  welche  X^f.-  •  •  Xqf  gestatten  und  dabei  alle 
(Ji  -{-  l)-reihigen,  nicht  aber  alle  7i-reihigen  Determinanten  von  (4)  zum 
Verschwinden  bringen. 

Es  sei  nun 
(6)  W,  =  Or'Wn-m  =  0      {n  —  m^l) 

eines  der  gefundenen  irreducibeln  Gleichungensysteme;  dann  wird  es 
sich  noch  darum  handeln,  zu  demselben  in  allgemeinster  Weise  solche 
neue  Gleichungen  hinzuzufügen,  dass  man  ein  Gleichungensystem  erhält, 
welches  X^f---  X^/"  gestattet,  aber  nicht  alle  7^-reihigen  Determinanten 
von  (4)  zum  Verschwinden  bringt. 

Da  nicht  alle  h-reihigen  Determinanten  von  (4)  vermöge 

(6)  W,=0,---    Wn-„,  =  0 

verschwinden,  können  wir  annehmen,  dass  etwa  die  Determinante 

1//,  n—I/-{-l     •    ?//« 

ZU  den  nicht  verschwindenden  gehört  und  können  uns  die  Aufgabe 
stellen,  alle  Gleichungensysteme  zu  bestimmen,  welche  X^f-  ■  •  Xqf  ge- 
statten und  dabei  z/  nicht  gleich  Null  machen.  Wenn  wir  diese  Auf- 
gabe für  jede  einzelne  /i- reihige  Determinante  von  (4)  durchführen, 
welche  nicht  schon  vermöge  (6)  verschwindet,  so  erhalten  wir  offenbar 
alle  die  gesuchten  Gleichungensysteme,  welche  lFi==0,  •  •  •  Wn—m  =  0 
umfassen. 

Die  Unabhängigkeit  der  Gleichungen  X^f=  0,  •  •  •  Xj,f=  0  wird 
unter    den    gemachten   Voraussetzungen    von    W^  =  0,  •    •   Wn—m  =  0 
nicht  aufgehoben,  dafür  bestehen  aber  für  die  Werthsysteme  von  (6) 
gewisse  Relationen  von  der  Form: 
h 

^h+jf^^^^JkiPl  '  -  'Xn)'X,f       (j  =1  ■  -  -  q  —  h), 


126  Kapitel  7,  ^  34. 

wo  die  ipjk  aus  den  Gleichungen 

h 

b>+j,r  =  ^kfjk  ^kv  (j  =  1  ■  ■  ■  q  —  h'^  V  =  l  ■  '  ■  n) 
1 
zu  bestimmen  sind.  Da  alle  (/i  +  1)- reihigen  Determinanten  von  (4) 
vermöge  (6)  verschwinden,  während  z/  dies  nicht  thut,  so  sind  die 
Functionen  il^jk  vollkommen  bestimmt  und  verhalten  sich  regulär  für 
die  Werthsysteme  von  (6).  Wir  dürfen  daher  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  die  infinitesimalen  Transformationen  Xu^if  •  •  •  X^J  weg- 
lassen; denn  jedes  Gleichungensystem,  welches  die  Gleichungen  (6) 
enthält,  dabei  die  Determinante  z/  nicht  zum  Verschwinden  bringt  und 
endlich  XJ-  •  •  Xnf  gestattet,  lässt  ohne  Weiteres  auch  Xh+if-  -  •  X/  zu. 
Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  sich  aus  den  Gleichungen  (6) 
keine  Relation  zwischen  Xn-hJ\-i  -  •  ■  Xn  allein  herleiten  lässt.  Ergäbe 
sich  nämlich  eine  solche,  etwa: 

Xn   —  a  {Xn-h+l  •  •  •  Xn-l)  =  0, 

SO  müssten  die  h  Ausdrücke: 

Xk(Xn  —   Co)  =  ^kn   —  V;    -ö— -" li-,  n-h-{-J  (Jc  =   1    -  ■  -  h) 

vermöge  (6)  verschwinden;  das  aber  ist  unmöglich,  denn  z/  ver- 
schwindet nicht  vermöge  (6).  Wir  ziehen  hieraus  den  Schluss,  dass 
die  Zahl  n  —  m  jedenfalls  nicht  grösser  ist  als  n  —  h  und  dass  die 
Gleichungen  (6)  sich  nach  n  —  m  von  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn—h 
auflösen  lassen,  etwa  nach  x^-  -  ■  Xn—m' 

(7)     Xk  =  q)k  (xn-m+i  ■  •  '  oCn)      (ß  =  1  -  -  •  u  —  m)      (n  —  m  ^  u  —  k). 
Durch  diese  Gleichungen  können  wir  daher   das  System  (6)  ersetzen. 
Jedes  Gleichungensystem,   welches  die  Gleichungen  (6)  bezüglich 
(7)  enthält,   lässt   sich   offenbar  auf  eine    solche  Form  bringen,  dass 
es  ausser  den  Gleichungen  (7)  nur  noch  eine  Anzahl  Relationen 

Vj(Xn-m+l  •  ■  ■Xn)  =  0         (j  =   1,   2  •  •  •) 

zwischen  Ä^n-m+i  •  •  -^n  allein  enthält.  Soll  nun  das  betreffende  Gleichungen- 
system die  infinitesimalen  Transformationen  X^^f-  •  •  X^f  gestatten,  so 
müssen  alle  Ausdrücke  XkVj  vermöge  (7)  und  Fj  =  0,  •  •  •  verschwin- 
den; oder,  wenn  wir  die  Substitution  Xj^  =  cp^,  -  •  -  Xn-m=  ffn—m  wieder 
durch  das  Zeichen  [  ]  andeuten:  es  müssen  die  Ausdrücke 

^  cV. 

[XkVj']  =    ^^l[lk,n-m-U^-^ 

vermöge  F^  =  0,  •  •  •  verschwinden.  Das  aber  können  wir  auch  so 
ausdrücken:  das  Gleichungensystem  Fi=0,  •  •  •  in  den  Veränderlichen 
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Xn—m+i  ■  '  •  ^n  muss  die  h  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen 

x,f  =  y}  ik  »-»+,<]  „^-  (Ä  =  1  •  •  •  Ä) 

in  diesen  Veränderlichen  gestatten.  Ausserdem  darf  das  Gleichungen- 
system Fj  =  0^  •  •  •  natürlich  die  Determinante  [^]  nicht  zum  Ver- 
schwinden bringen. 

Umgekehrt  giebt  jedes  Gleichungensystem  Fi  =  0,---,  welches 
die  eben  besprochenen  Eigenschaften  besitzt,  zusammen  mit  (7)  ein 
Gleichungensystem,  welches  z/  nicht  Null  macht,  und  ausserdem 
Xj^f  ■  •  ■  Xhf  sowie  auch  X/^^if  •  •  •  Xqf  gestattet. 

Somit  ist  unser  ursprüngliches  Problem  auf  das  einfachere  zurück- 
geführt, alle  Gleichungensysteme  in  m  <^  n  Veränderlichen  zu  be- 
stimmen, welche  die  h-^m  infinitesimalen  Transformationen  X^/"- ••  X*/^ 
gestatten  und  dabei  die  Determinante 

X,    H~  [ll,  n— A+l]  •  •  •  [Iä,  n— Ä-f/J 

nicht  Null  machen. 

Wir  fassen  das  bisherige  zusammen  in  dem 

Theorem  18.     Sind  die  q  infinitesimalen  Transformationen 

SO  'beschaffen^  dass  alle  {p-\-  l)-reihigen,  nicht  aber  alle  p-reihigen 


t  t 

r)ql    '    '    riqn 

identisch  verschtvinden  und  dass  irgend  p  unabhängige  von  den 
Gleichungen  XJ=  0,  ■  ■  •  X,jf==  0  ein  p-gliedriges  vollständiges 
System  bilden,  so  findet  man  folgendermassen  alle  Gleichungen- 
systeme in  x^-  ■  ■  Xn,  welche  X^f  -  •  •  Xqf  gestatten  und  dabei  alle 
(]i-\-l)- reihigen  nicht  aber  alle  h-reihigen  Determinanten  der 
obigen  Matrix  zum  Verschwinden  bringen:  Man  suche  zunächst 
durch  Beter minantenbildung  die  Ideinsten  Gleichungensysteme, 
für  welche  alle  Qi -\- 1)  - r eihig en  nicht  aber  alle  h-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  verschwinden.  Giebt  es  Gleichungen- 
systeme dieser  Art  und  ist  Tfi  =  0,  •  •  •  Wi  =  0  ein  solches,  so 
bilde  man  die  Gleichungen  Xk  Wi  =  0,  XjXk  TFi  =  0,  •  •  •  und  be- 
stimme auf  diese  Weise  die  etwa  vorhandenen  Jdeinsten  Gleich- 
ung ensysteme,  welche   W^  =  0,  •  •  •  Wi  =  0  umfassen,    XJ-  •  •  Xqf 
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gestatten  und  nicht  alle  h-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
Null  machen;  ist  T^j  =  0,  •  •  •  Wn-m  =  0  (n  —  m^l)  ein  solches 
Gleichung ensyste^yi,  tvelches  etwa  die  Determinante 

nicht  zum  Verschwinden  bringt,  so  ist  h^m,  und  die  Gleichungen 
W^  =  Qj-  •  Wn-m  =  0  lassen  sich  nach  n  —  m  von  den  Veränder- 
lichen x^-  ■  '  Xn-h  auflösen,  etiva  wie  folgt: 

^k  =  (fk  (Xn-m+l  '  •  •  Xn)       Qc  =  1  .  ■  .  n  —  m). 

Endlich  bestimme  man  in  den  m  Veränderlichen  Xn-m-\-\  •  •  •  Xn 
alle  Gleichungensysteme,  welche  die  h  verhilrzten  infinitesimalen 
Transformationen 


Xkf ^c  ik^n-m+fi  (jPi  •  •  ■  (pn-my     Xn-m+1  '  '  '  Xn) 


df 


^^n-7n-\-fi 


=  yi  [I.,  „_„.+„]  K^^    (/.  =  1 . . .  h) 

gestatten  und  die  Determinante 

[^]  =^  ±  [li,n-/.+i]  •  •  •  Vh.n-n+n'] 
nicht  zum  Verschwinden  bringen.  Jedes  dieser  Gleichungen- 
systeme stellt  bei  Ilinzufügung  von  x^=(p^,-  •  •  Xn-m  =  q^n-7n  ein 
Gleichungensystem  von  der  verlangten  Beschaffenheit  dar. 
Wenn  man  die  angegebenen  Entwickelungen  für  alle  möglichen 
Fälle  durchführt,  so  erhält  man  alle  Gleichungensysteme  von 
der  verlangten  Beschaffenheit. 

Es  kommt  öfters  vor,  dass  man  schon  ein  Gleichungensystem 
f/i  =  0,  [Jg  =  0  •  •  •  Uns  =  0  kennt,  welches  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen Xj/"- ••  X/  gestattet  und  welches  alle  (/^  +  1)- reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (4)  zum  Verschwinden  bringt,  von  den 
Ä-reihigen  dagegen  etwa  die  Determinante  z/  nicht.  Dann  kann  man 
nach  allen  Gleichungensystemen  fragen,  welche  die  Gleichungen 
CTj  =  0  •  •  •  Uns  =  0  umfassen,  X^f  •  •  ■  Xqf  gestatten  und  ebenfalls  z/ 
nicht  zum  Verschwinden  bringen. 

Die  Bestimmung  aller  dieser  Gleichungensysteme  lässt  sich  gerade 
so  durchführen,  wie  oben  in  dem  speciellen  Fall,  wo  das  kleinste 
Gleichungensystem  W^  =  0  ■  ■  •  Wn-m  =  0  von  der  betreffenden  Be- 
schaffenheit bekannt  war  und  alle  Gleichungensysteme  gesucht  wurden, 
welche  Xj^f-  •  •  X^f  gestatten,  das  System  W^  =  0  ■  •  Wn-m  ==  0  um- 
fassen und  z/  nicht  zum  Verschwinden  bringen. 
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Geradeso  wie  oben  beweist  man  nämlich  zunächst,  dass  h<,s 
und  dass  die  Gleichungen  11^  =  0,'  -  -  ün—s  =  0  sich  nach  n  —  s  von 
den  Veränderlichen  x^  ■  -  ■  Xn—h  auflösen  lassen^  etwa  wie  folgt: 

Um  nun  die  gesuchten  Gleichungensysteme  zu  finden,  bilde  man   die 
li  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen 


df 


s 

und    bestimme    nunmehr    in    den    s   Veränderlichen   Xn-s-^i  -  ■  •  Xn    alle 
Gleichungensysteme,    welche    X^f  ■  -  ■  X^f   gestatten    und    die    Deter- 


minante 


^   =  ^    ±  ^1,  n-h+l    •  '  •    ^h,  n- 


-h-\-h 


nicht  zum  Verschwinden  bringen.    Fügt  mau  dieselben  der  Reihe  nach 
zu  den  Gleichungen  x^  —  ^i  =  0,  •  •  •  Xns  —  ipn-s  =  0  hinzu,   so  er- 
hält man  alle  Gleichungensysteme  von   der  verlangten  Beschaffenheit. 
Es  ist  nicht  nöthig,  das  eben  Gesagte  näher  zu  begründen. 

§  35. 

Das  zu  Anfang  von  §  32  gestellte  Problem  ist  nunmehr  im 
Grunde  erledigt.  Es  ist  ja  nach  dem  letzten  Theoreme  darauf  zurück- 
geführt, alle  Gleichungensysteme  in  den  m  Veränderlichen  Xn-ra-\-i  '"X„ 
zu  bestimmen,  welche  die  h  infinitesimalen  Transformationen  X^f-  -'Xhf 
gestatten.  Das  ist  aber  ein  Problem  von  derselben  Art,  wie  das  ur- 
sprüngliche, nur  vereinfacht  insofern,  als  die  Zahl  m  der  Veränder- 
lichen kleiner  ist  als  n. 

Auf  dieses  reducirte  Problem  sind  nun  dieselben  Betrachtungen 
anzuwenden  wie  auf  das  ursprüngliche.  Das  heisst  also:  wenn  die 
Gleichungen  X^f=  0,  •  •  •  Xhf=  0  nicht  an  und  für  sich  ein  7^-gliedriges 
vollständiges  System  bilden,  so  hat  man  für  Ä;,  ^  =  1  •  •  •  h  die  infini- 
tesimalen Transformationen  (Xk  XJ)  aufzustellen  und  zu  untersuchen,  ob 
die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen  Xjcf=Oy  {XkXj)==0  ein 
vollständiges  System  bilden  und  so  weiter,  kurz  ebenso  wie  bei  dem 
ursprünglichen  Probleme.  Nur  der  Unterschied  findet  gegen  früher 
statt,  dass  von  vornherein  blos  solche  Gleichungensysteme  gesucht 
werden,  welche  die  Unabhängigkeit  der  Gleichungen 

Z,/'=0,...Z;/=0 
Theorie  der  Transformationsgruppen.  9 
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nicht  aufheben,  und  insbesondere  die  Determinante  [z/]  nicht  zum 
Verschwinden  bringen. 

Gerade  wie  oben ^ das  ursprüngliche,  lässt  sich  jetzt  das  reducirte 
Problem  theilweise  erledigen,  theilweise  auf  ein  ähnliches  in  noch 
weniger  Veränderlichen  zurückführen  und  so  fort.  Kurz  man  sieht, 
dass  die  vollständige  Erledigung  des  ursprünglichen  Problems  durch 
eine  endliche  Anzahl  von  Schritten  erreicht  werden  kann. 

Wir  brauchen  darauf  nicht  weiter  einzugehen,  wollen  aber  einen 
besonders  wichtigen  speciellen  Fall  etwas  näher  betrachten. 

Das  Gleichungensystem 

(7')       iCi   —  g?i  {Xn-m-j-l  •  ■  •  Xn)  =  0,-  ■  ■  Xn-m  —  (Pn-m{x^  -  •  ■  Xn)  =  0 

sei  wie  oben  so  beschaffen,  dass  es  die  infinitesimalen  Transformationen 
X^f---Xqf  gestattet  und  alle  (/^  +  1)- reihigen  Determinanten  der 
Matrix  (4)  zum  Verschwinden  bringt,  während  es  die  Determinante 
z/  nicht  gleich  Null  macht.  Dagegen  wollen  wir  unter  dem  Gleichungen- 
systeme (7')  nicht  eben  das  Ueinste,  sondern  ein  ganz  heliehiges  von  der 
betreffenden  Beschaffenheit  verstehen. 

Unter  den  Gleichungen  XJ=0,--  Xqf  =  0  bildeten  irgend  p 
von  einander  unabhängige,  also  etwa  X^^f  ==  0,  •  •  ■  Xpf  =  0  ein 
2>gliedriges  vollständiges  System;  es  bestanden  daher  jedenfalls  Rela- 
tionen von  der  Form: 

{XkXj)  =  ^  mja(x^  •  ■  ■  ocn)  •  X„f    (Je,  y  =  1  .  •  .  g)  . 
1 

Für  die  Werthsysteme  von  (7')  bleiben  blos  die  h  Gleichungen 

Xi/'=0,..-X;/=0 

von  einander  unabhängig,  dagegen  lassen  sich  X^^if  -  •  ■  X,jf  in  der 
Form  ^ 

Xnj,jf  =  ^  il^jtipo^  '  -  ■  Xn)  •  X^     (j^l---q  —  h) 

1 

darstellen,  wo  die  tjjjk  sich  für  die  betreffenden  Werthsysteme  regulär 
verhalten. 

Wir  wollen  nun  die  besondere  Voraussetzung  machen,  dass  auch 
die  Coefficienten  (d^js  sich  sämmtlich  für  die  Werthsysteme  von  (7) 
regulär  verhalten;  dann  gelten  augenscheinlich  für  die  betreffenden 
Werthsysteme  Gleichungen  von  der  Form: 


h        /  q—h  V 


f- 
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In  diesem  speciellen  Falle  lassen  sich  mit  einem  Schlage  alle  Gleich- 
ungensysteme angeben,  welche  die  Gleichungen  (7')  umfassen,  X^f---Xqf 
gestatten  und  z/  nicht  zum  Verschwinden  bringen.  Das  soll  jetzt  ge- 
zeigt werden. 

Für   alle   Werthsysteme   x^-'-Xn,    welche    den    Gleichungen   (7') 
genügen,  bestehen  Relationen  von  der  Form 
h 

iXkXj)  =  ^-lV,ja{x,  ■■■Xr?l-  Xaf      (h,  j  =  1  ...;,)  . 
1 

Die  tVkja  verhalten  sich  hierbei  regulär  und  ebenso  die  Functionen 
[Wkjs]y  wenn  wir  durch  das  Zeichen  []  wie  früher  die  Substitution 

^l  ^^^^  9^1  ?  ■  ■  '  "^n — m  =  ^n—m 

andeuten. 

Die  obigen  Relationen  zerlegen  wir  in  die  folgenden: 

h 

Xkijr  —   X;-&-r  =  ^  Wkjs(x^   •  '  ■  Xn)  '  ^sr 
1 

(Je,  j  =  1  ■  ■    Jr^  V  =  1  •  •  -^i), 

welche    natürlich   bei   der   Substitution    []   identisch    bestehen,    sodass 

wir  haben: 

h 

(8)  [X,  |;„]   -    [X,|,.,]  =-:  ^  [«,,,,]   .   [|„,]  . 

1 

Nun  aber  gestattet  das  Gleichungensystem  Xk  —  ^a-  =  0  die  infinitesi- 
malen Transformationen  X^f  - -- Xnf,  es  gilt  also  die  auf  S.  110  ab 
geleitete  Relation  (3): 

[Z,0]ee:[X,[0]], 

in  welcher  ^{x^^-  •  ■  Xn)  eine  ganz  beliebige  Function  seiner  Argumente 
bedeutet.  Diese  Relation  können  wir  etwas  anders  schreiben,  wenn 
wir  uns  der  infinitesimalen  Transformationen 

m 

erinnern;  es  ist  ja  offenbar 
also  haben  wir 

Hieraus  folgt,  dass  die  Identitäten  (8)  ersetzt  werden  können  durch 
die  folgenden: 


X,[hr]  -  Z,.[|,J  EE5^  [«;,,,}  •  [U 
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Mit  andern  Worten,  es  bestehen  Identitäten  von  der  Form 

h 
(X,X,)  =  X,X,f-  %X,f^^  [M>.,J  .  Xf, 

1 
das  heisst,  die  Gleichungen  XJ  =  Oj  •  •  •  Xä/'=  0  bilden  ein  /i-gliedriges 
vollständiges  System  in  den  m  unabhängigen  Veränderlichen  Xn-m+i  "-Xn- 

Erinnern  wir  uns  jetzt  der  Bemerkungen,  welche  wir  an  das 
Theorem  18  angeschlossen  haben.  Dieselben  zeigen,  dass  unser  oben 
aufgestelltes  Problem  darauf  hinauskommt,  alle  Gleichungensysteme  in 
Xn-m+i  "  '  Xn  ZM  bestimmen,  welche  X^f  -  -  ■  X^f  gestatten  und  die  Un- 
abhängigkeit der  Gleichungen  XJ=  0,  ■"%/==  0  nicht  aufheben. 
Da  aber  in  unserem  Falle  die  Gleichungen  Xi/'=  0,  •  •  •  Z//=  0  ein 
/j-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  so  können  wir  sofort  das 
Theorem  17  anwenden.  Wir  ersehen  daraus,  dass  die  gesuchten 
Gleichungensysteme  in  Xn-m-{-i  -  •  •  Xn  durch  Relationen  zwischen  den 
Lösungen  des  vollständigen  Systemes  XJ=^^-  •  •  Xnf  =  0  dargestellt 
werden. 

Fügen  wir  daher  beliebige  Relationen  zwischen  den  Lösungen  dieses 
/i-gliedrigen  vollständigen  Systemes  zu  den  Gleichungen  Xi^  =  tpk  hinzu, 
so  erhalten  wir  die  allgemeine  Form  eines  Gleichungensystems,  welches 
die  infinitesimalen  Transformationen  XJ---  X^f  gestattet,  die  Gleich- 
ungen Xk  =  (pk  umfasst  und  z/  nicht  zum  Verschwinden  bringt. 

Es  scheint  überflüssig,  das  hiermit  erhaltene  Resultat  in  seiner 
vollen  Allgemeinheit  als  Satz  zu  formuliren.  Dagegen  ist  es  für  das 
Folgende  nützlich,  das  nachstehende  Theorem,  welches  der  besonderen 
Annahme  q=p  =  h  entspricht,  ausdrücklich  aufzustellen. 

Theorem  19.  Gestattet  ein  System  von  n  —  m  unabhängigen 
Gleichungen  in  den  Veränderlichen  x^  -  ■  -  Xn  die  h  infinitesi- 
malen Transformationen 

n 

1  » 

und  verschwindet  dabei  die  Determinante 

weder  identisch  noch  vermöge  des  Gleichungensystems,  so  ist 
h  <  nv  n7id  das  Gleichungensystem  lässt  sich  nach  n  —  m  von 
den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn-h  auflösen,  etwa  wie  folgt: 

^1  =  <Pi{Xn-m-\-l  •  •  •  Xn),    '  •  '  Xn-m  =  CPn-ju{Xn-m^l  '  "  '  ^«)  • 


Gleichungensysteme,  die  infinitesimale  Transformationen  gestatten.       133 

Lassen  sich  nun  für  die   Werthsysteme  cc^-  -  •  Xn  dieses  Gleich- 

ungensystems  alle  Ausdrücke  (XkXj)  in  der  Form 
h 

(XkXj)  =  ^  Wkj,(Xj^  •  ■  -Xn)'  Xsf      Qc,  j  =1  '  -  -h) 
1 

darstellen,  wo  die  Wkjs  sich  für  die  betreffenden  Werthsysteme 
regulär  verhalten,  so  findet  man  folgendermassen  alle  Gleich- 
ungensysteme, welche  die  Gleichungen 

umfassen,  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f-  ■  •  Xnf  ge- 
statten und  die  Beter 7ninante  z/  nicht  2um  Verschwinden 
bringen:  man  stelle  die  h  verkürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

m 
Xkf=    Xf  ^A-,  n-m-\-/u  (yi  •  •  •  <Pn-m,    ^n~m+l  '  •  •  ^n)  ^ 

(/u  =  1  . . .  70 

auf'^  dann  bilden  die  h  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
Xif=0,'-'Xjtf=0  ein  h-gliedriges  vollständiges  System  in 
den  unabhängigen  Veränderlichen  Xn-m-\-i  •  ■  •  ^n'i  sind 

U^yXn — }n-\-l  '  '  '  ^n)  '  '  '  U,fi — hKp^n — m-f-1  '  *  *  ^n) 

tmabhängige  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems,  so  ist: 

die  allgemeine  Form  der  verlangten  Gleichungensysteme;  unter 
den  0i  sind  dabei  beliebige  Functionen  ihrer  Argumente  su 
verstehen. 

§  36. 

Auch  die  analytischen  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Kapitels 
erhalten  eine  gewisse  Anschaulichkeit  und  namentlich  eine  grössere 
Durchsichtigkeit,  wenn  man  die  Vorstellungen  und  Begriffsbildungen 
der  Mannigfaltigkeitslehre  auf  sie  anwendet.  Das  wollen  wir  jetzt 
thun.  Das  Folgende  steht  also  zu  den  §§  30  bis  35  genau  in  dem- 
selben Verhältniss  wie  Kapitel  6  zu  Kapitel  5. 

Jedes  Gleichungensystem  in  den  Veränderlichen  x^-  •  •  Xn  stellt 
eine  Mannigfaltigkeit  des  li-fach  ausgedehnten  Raumes  lin  dar.  Ge- 
stattet das  Gleichungensystem  die  eingliedrige  Gruppe  Xf,  so  thut 
nach  der  früher  eingeführten  Ausdrucksweise  die  betreffende  Mannig- 
faltigkeit dasselbe;  gehört  also  ein  Punkt  x^-  -  -  Xn  der  Mannigfaltig- 
keit an,  so  liegen  in  derselben  auch  alle  Punkte,  in  welche  x^-  -  ■  Xn  bei 
den  sämmtlichen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  übergeht. 
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Ist  nun  x^^  ■  '  •  Xn^  irgend  ein  Punkt  des  Raumes,  so  können  zwei 
Fälle  eintreten:  entweder  verschwinden  Ij  •  •  •  |„  nicht  sämmtlich  für 
Xi  =  X?,  oder  die  Grössen  l^ix"^)  •  -  •  ^^(x^)  sind  alle  gleich  Null.  Im 
ersten  Falle  nimmt  der  Punkt  x^^  ■  ■  -  x»^  bei  den  oo^  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  unendlich  viele  Lagen  an,  deren  Inbegriff, 
wie  wir  wissen,  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  invariant  bleibt  und 
eine  Bahncurve  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  bildet.  Im 
zweiten  Falle  behält  Xj^  -  -  -  Xn  bei  allen  Transformationen  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  Xf  seine  Lage ;  die  Bahncurve  durch  x^^  •  -  -  x»^ 
schrumpft  also  auf  diesen  Punkt  selbst  zusammen. 

Gestattet  daher  eine  Mannigfaltigkeit  die  eingliedrige  Gruppe  Xf 
und  besteht  sie  im  Allgemeinen  aus  solchen  Punkten,  für  welche 
li  •  •  •  In  nicht  sämmtlich  verschwinden,  so  ist  sie  von  Bahncurven 
der  infinitesimalen  Transformation  Xf  erzeugt.  Besteht  dagegen  die 
betreffende  Mannigfaltigkeit  aus  lauter  Punkten,  für  welche  ^^  •  •  •  |„ 
sämmtlich  verschwinden,  so  behält  jeder  Punkt  der  Mannigfaltigkeit 
bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  seine  Lage. 
Offenbar  gestattet  dann  auch  jede  in  dieser  Mannigfaltigkeit  enthaltene 
kleinere  Mannigfaltigkeit  die  eingliedrige  Gruppe  Xf. 

Hiermit  ist  der  begriffliche  Inhalt  des  Theorems  15  klar  gestellt 
ja,  im  Grunde  können  die  vorstehenden  Betrachtungen  geradezu  als 
ein  neuer  Beweis  des  Theorems  15  angesehen  werden. 

Noch  haben  wir  zu  erklären,  was  es  begrifflich  heisst,  dass  ein 
Gleichungensystem  Sl^==0,-  •  -  Sln-m  =  0  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Xf  gestattet. 

Zu  dem  Zwecke  erinnern  wir  daran,  dass  die  infinitesimale  Trans- 
formation Z/"  jedem  Punkte  Xi  -  ■  •  Xnj  in  dem  nicht  alle  g  verschwinden, 
die  ganz  bestimmte  Fortschreitungsrichtung 

dx^:  •  •  •  :  öxn  =  ^^ :  •  •  •  :  ^.. 

zuordnet,  während  sie  einem  Punkte,  für  welchen  J^  =  •  •  =  5„  =  0 
ist,  keine  Fortschreitungsrichtung  zuordnet.  Wir  können  daher  sagen: 
Das  GleicJmngensystem  Sl^  =  0,  -  -  -  Sln-m  ==  0  gestattet  die  infinite- 
simale Transformation  Xf,  wenn  diese  letztere  jedem  Fimläe  der  Mannig- 
faltigheit  £1^=  0,  ■  ■  -  Sln—m  =  0  entweder  gar  Jceine  oder  eine  solche  Fort- 
schreitungsrichtung dx^:  •  •  •  :dxn  zuordnet,  welche  die  n  —  m  Gleichungen 

^^dx,  +  ---  +  ^^dxn=0     Qc=l-^-n-m) 

befriedigt,  welche  also  die  Mannigfaltigkeit  berührt 
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Diese  Definition  ist  augenscheinlich  sowohl  von  der  Wahl  der 
Veränderlichen  als  von  der  Form  des  Gleicliuugensystemes 

unabhängig. 

Das  Theorem  1 4  kann  jetzt  die  folgende  anschauliche  Fassung  erhalten : 

Ordnet  die  infinitesimale  Transformation  Xf  jedem  Punkte  einer 
3Iannigfaltiglcät  entweder  gar  keine  FortschreitungsricMitng  m  oder  eine^ 
tvelche  die  Mannigfaltigkeit  herührt,  so  gestattet  die  Mannigfaltigkeit  alle 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf. 

Führen  wir  schliesslich  noch  die  Redeweise  ein:  „die  Mannig- 
faltigkeit i^i  =  0,  •  •  •  Sln-m  =  0  gestattet  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Xf",  so  können  wir  Theorem  14  auch  folgendermassen  aus- 
sprechen: 

Eine  Mannigfaltigkeit  gestattet  dann  und  nur  dann  alle  Transfor- 
mationen der  eingliedrigen  Gruppe  Xf,  ivenn  sie  die  infmitesimale  Trans- 
formation Xf  gestattet. 

In  den  §§  32  und  34  gaben  wir  eine  Classification  aller  Gleich- 
ungensysteme, welche  die  q  infinitesimalen  Transformationen  X,/'-  •  •  Xqf 
gestatten.  Dabei  gingen  wir  aus  von  dem  Verhalten  der  Determinanten 
der  Matrix  (4):  ^ 


Wir  setzten  voraus,  dass  alle  {p  +  1)- reihigen  Determinanten  dieser 
Matrix  identisch  verschwanden,  die  p- reihigen  dagegen  nicht.  In  ein 
und  dieselbe  Classe  rechneten  wir  dann  alle  Gleichungensysteme,  ver- 
möge deren  sämmtliche  {h  +  1)- reihigen,  nicht  aber  alle  /i-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  verschwanden;  die  Zahl  h  konnte  dabei  die 
p  -{-  l  verschiedenen  Werthe:  p,  p  —  1,  •  •  •  2,  1,  0  haben. 

Schon  in  Kap.  6  haben  wir  bemerkt,   dass  unter  den  soeben  ge- 
machten Voraussetzungen  die  q  infinitesimalen  Transformationen 

XJ-"X,f 
jedem  Punkte  x^  ■  •  •  Xn  von  allgemeiner  Lage  gerade  p  unabhängige 
Fortschreitungsrichtungen  zuordnen.  Es  leuchtet  ein,  dass  in  ent- 
sprechender Weise  einem  Punkte  x^  -  •  -  Xn  von  X^f-  •  •  Xqf  gerade  h 
unabhängige  Fortschreitungsrichtungen  zugeordnet  werden,  wenn  die 
/i- reihigen  Determinanten  der  obigen  Matrix  für  den  betreffenden  Punkt 
nicht  alle  verschwinden,  während  dagegen  alle  (/^  +  1)- reihigen  den 
Werth  Null  annehmen.  Da  nun  jedes  Gleichungensystem,  welches  die 
infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  ■  •  XJ  gestattet,  eine  Mannig- 
faltigkeit mit  derselben  Eigenschaft  darstellt,  so  liefert  unsere  damalige 
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Classification  der  Gleichungensysteme  sofort  eine  Classification  der 
Mannigfaltigkeiten.  Von  den  Mannigfaltigkeiten,  welche  XJ-'-Xqf 
gestatten,  rechnen  wir  nämlich  immer  diejenigen  in  eine  Classe,  deren 
Punkten  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  ■  ■  X^f  die  gleiche 
Zahl  h^p  von  unabhängigen  Fortschreitungsrichtungen  zuordnen. 

Gestattet  eine  Mannigfaltigkeit  die  infinitesimalen  Transformationen 
X^f-  ■  ■  Xqf,  so  wird  sie  in  jedem  ihrer  Punkte  von  den  Fortschrei- 
tungsrichtungen berührt,  welche  XJ  ■  -  •  Xgf  dem  Punkte  zuordnen. 
Wenn  nun  XJ-'-X^f  in  jedem  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  gerade 
h  unabhängige  Richtungen  bestimmen,  so  muss  die  Mannigfaltigkeit 
ofi'enbar  mindestens  h  Dimensionen  haben.  Also  können  wir  den  Satz 
aussprechen : 

Satz  6.  Ordnen  die  q  infinitesimalen  Transformationen  Xj^f-  -  -  X^f 
einem  speciellen  Punlcte  x^^  ■  ■  -  rr„^  gerade  h  unabhängige  Fortschrätungs- 
ricJitungen  m,  so  gieht  es  jedenfalls  Iceine  MannigfaltigMt  von  weniger 
ah  h  Dimensionen^  ivelche  den  FunM  x^^  •  ■  -  Xn^  enthält  und  die  q  infini- 
tesimalen Transformationen  X^f  ■  ■  •  X^f  gestattet. 

Dieser  Satz  ist  im  Grunde  nur  eine  andere  Formulirung  eines 
früheren  Resultates.  In  §  34  betrachteten  wir  ja  die  Gleichungen- 
systeme, welche  XJ'-  •  •  Xqf  gestatten  und  dabei  unter  den  q  Gleich- 
ungen Xif=  0,  •  •  •  XJ=  0  nur  h  von  einander  unabhängige  übrig 
lassen.  Dabei  sahen  wir,  dass  ein  solches  Gleichungensystem  höchstens 
aus  n  —  h  unabhängigen  Gleichungen  besteht,  dass  es  also  eine  Mannig- 
faltigkeit von  wenigstens  h  Dimensionen  darstellt. 


Kapitel  8. 


Vollständige  Systeme,  die  alle  Transformationen  einer  eingliedrigen 

Gruppe  gestatten. 

Führt  man  in  ein  g-gliedriges  vollständiges  System 

^*/'=  ^  Iki  {'^l-  '  ■  ^n)-^  =  0  (*=  1  .  .  .  q) 

1  * 

neue  unabhängige  Veränderliche  jc/  =  F^{x^  ■  -  ■  Xn)  j- •  -  x^  ==  Fn  ein,  so 
erhält  man,  wie  schon  früher  bemerkt  wurde  (vgl.  Kap.  5,  S.  87),  in 
a;/  •  •  •  Xn  wieder  ein  g'-gliedriges  vollständiges  System.  Im  allgemeinen 
hat  dieses  neue  vollständige  System  natürlich  eine  andere  Form  als 
das  ursprüngliche;    doch  kann    es   auch   vorkommen,    dass   die  beiden 
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vollständigen    Systeme    sich   in  der    Form   nicht   wesentlich  von   ein- 
ander unterscheiden,  indem  Relationen  von  der  Gestalt 


X 


df 


'kf=  ^J  ^kjix;-  •  •  Xn)  -^    %i  {X;   ••-   ^n)    ^  (^-  =  1  •  •  •  5) 

1  1 

bestehen,   wo   natürlich   die  Determinante  der  ipjcj  nicht  identisch  ver- 
schwindet.    In  diesem  Falle  sagen  wir:  das  vollständige  System 

gestattet  die  Transformation  x/  =  Fi{x-^  -  -  -  Xn),  oder:  es  bleibt  bei  dieser 
Transformation  invariant. 

Wenden  wir  die  abgekürzten  Bezeichnungen  an: 

^kiix^  '  ■  '  Xn)  =  II-ö 

so  können  wir  die  folgende  Definition  aufstellen: 
Bas  q-gliedrige  vollständige  System 

1 

gestattet  die   Transformation   xl  ==  Fi {x^-  ■  •  Xn)   dann   und   nur  dann^ 
wenn  für  jedes  Je  eine  Relation  von  der  Form 

(1)  x,f=^j  ip.j  (^;.  • .  Xn) .  x;  f 

1 

besteht."^) 

Den  Sinn  dieser  wichtigen  Definition  wird  ein  einfaches  Beispiel 
am  besten  verdeutlichen. 

Die  beiden  Gleichungen 

in   den   drei  Veränderlichen  x^,  x^^  x^   bilden   ein  zweigliedriges   voll- 
ständiges System.     Führen  wir  nun  die  neuen  Veränderlichen 

«^J  X-i     ~j        Xa  ,  Xa      — -—    Xt  Xn   •  Xr>      ^'~^    Xo 

an  Stelle  der  x  ein,  so  erhalten  wir  das  neue  vollständige  System: 

dx^        dx;  "T"  dx;        ^>     dx^~  dxi         dx;        ^' 

*)  Lie,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania,  Februar  1875. 
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welches  mit  dem  Systeme  :—-,  =  0 ,   ^,  =  0  äquivaleat  ist.     Es  be- 
stehen  Relationen  von  der  Form 

xj  =  x;f  +  x//',   x,/-  =  x;/'  -  x^r, 

also  gestattet  das   vollständioje   System  ^^  =  0 ,   „  '=  0  die  Trans- 
formation:  ^/  =  x^  +  ^2  >   ^'2'  =  ^1  —  ^2- 

§  37. 

Das  g-gliedrige  vollständige  System  Xi/=  0,  •••  X,^/"=  0  ge- 
statte die  Transformation  xl  =  Fi  {x^  -  -  -  x^ ,  es  mögen  also  für  jedes 
f  Relationen  von  der  Form  (1)  bestehen.  Ist  nun  cp{x^-  •  -  Xn)  eine 
Lösung  des  vollständigen  Systems,  so  verschwindet  die  rechte  Seite 
von  (1)  bei  der  Substitution  f  =  cp{x^ -  -  -  Xn)  identisch,  die  linke 
Seite  thut  daher  dasselbe  bei  der  Substitution  f=q){F^{x)-'-Fn{x))-^ 
folglich  ist  cp{F^{x)  •  •  •  Fn(x))  gleichzeitig  mit  (p{x)  eine  Lösung,  oder 
wie  wir  es  ausdrücken  können:  die  Transformation  x/ =  Fi(x)  führt 
jede  Lösung  des  vollständigen  Systems  X^f  =  0,  •  •  •  Xqf=  0  in  eine 
Lösung  desselben  vollständigen  Systems  über. 

Umgekehrt  gilt  aber  auch  Folgendes:  wird  jede  Lösung  des 
g-gliedrigen  vollständigen  Systems  X^f=  0,  -  -  -  X^f  =  0  von  einer 
Transformation  Xi  =  Fi  (x^  ■  ■  •  Xn)  in  eine  Lösung  übergeführt,  so 
gestattet  das  vollständige  System  die  betreffende  Transformation.  Die 
Gleichungen  X//'=  0,  •  •  •  Xqf  ==  0  verwandeln  sich  ja  bei  Einführung 
der  Veränderlichen  Xi  statt  der  x{  in  ein  g-gliedriges  vollständiges 
System,  welches  alle  Lösungen  mit  dem  g-gliedrigen  Systeme  Xi/'=0, 
•  •  •  Xqf  =  0  gemein  hat;  daraus  aber  folgt,  dass  Relationen  von  der 
Form  (1)  bestehen,  dass  also  das  vollständige  System  Xi/'=0,  •  •  •  Xqf=0 
wirklich  die  Transformation  x/  =  Fi  (x)  gestattet. 

Aus  alledem  ergiebt  sich,  dass  ein  q-gliedriges  vollständiges  System 
dann  und  nur  dann  die  Transformation  xl  ==  Fi  {x^-  •  ■  Xn)  gestattet, 
wenn  diese  Transformation  jede  Lösung  des  vollständigen  Systems  in 
eine  Lösung  überführt.  Natürlich  ist  dazu  nur  erforderlich,  dass  die 
Transformation  irgend  n  —  q  unabhängige  Lösungen  des  Systems  in 
Lösungen  überführt. 

Es  entspricht  ganz  dem  in  Kapitel  6  und  7  befolgten  Gedanken- 
gange, wenn  wir  uns  jetzt  die  Frage  stellen:  woran  las  st  sich  er- 
kennen, dass  ein  g-gliedriges  vollständiges  System  X^f==0^  •  •  •  Xqf=0 
alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  gestattet?  Aller- 
dings gehört  diese  Frage  eigentlich  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen 
über   Differentialgleichungen,    welche   eingliedrige   Gruppen  gestatten, 
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sie  soll  deshalb  auch  in  einem  späteren  Kapitel  dieses  Abschnittes, 
in  dem  Kapitel  über  Differentialinvarianten  noch  einmal  aufgenommen 
und  auf  Grund  der  dort  entwickelten  allgemeinen  Theorie  erledigt 
werden.  Aber  wir  brauchen  schon  vorher  Kriterien,  an  denen  wir 
erkennen  können,  ob  ein  vorgelegtes  vollständiges  System  alle  Trans- 
formationen einer  vorgelegten  eingliedrigen  Gruppe  gestattet  oder 
nicht.  Deshalb  wollen  wir  solche  Kriterien  bereits  jetzt,  mit  etwas 
einfacheren  Hülfsmitteln,  ableiten. 

Irgend  n  —  q  unabhängige  Lösungen  des  g-gliedrigen  vollstän- 
digen Systems  XJ=^  0,  ■  •  •  Xqf=  0  mögen  mit  ^i  •  •  •  (fn-q  bezeichnet 
werden.     Soll  nun  das  vollständige  System  alle  Transformationen 

der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  gestatten,  so  müssen  auch  die  n  —  q  un- 
abhängigen Functionen 

g^,(x  +t-Yx  +  ---)^  Mx)  -f  |.  r9).+  ^  .  YYq^,+  •  •  • 

(A:  =  1  .  .  .  n-q) 

Lösungen  des  Systems  sein  und  zwar  für  jeden  Werth  von  t.  Wir 
schliessen  hieraus,  dass  jedenfalls  die  n  —  q  Ausdrücke  Ycpk  Lösungen 
des  Systems  sind,  dass  also  n  —  q  Relationen  von  der  Form 

(2)  Y(pk  =  03^(^1  •  °  •  ff  n-q)  (-t  =  1  •  •  •  n-q) 

bestehen  müssen.  Diese  Bedingung  ist  nothwendig;  sie  ist  aber  zu- 
gleich auch  hinreichend,  denn  ist  sie  erfüllt,  so  werden  auch  alle 
YY(pkj  YYYfpk,  •  •  •  Functionen  von  (p^  •  -  (pn-q  allein,  die  Ausdrücke 
^k{^  -\-  t-  Yx  +  •  •  •)  werden  daher  Lösungen  des  vollständigen  Systems, 
und  daraus  folgt,  dass  dieses  System  wirklich  alle  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe   Yf  gestattet. 

Also  gilt  der 

Satz  L  Ein  q-gliedriges  vollständiges  System  XJ'=0,  •  •  •  Xqf=0 
mit  den  n  —  q  imathängigen  Lösungen  cpi  -  •  •  (pn—q  gestattet  dann  und 
nur  dann  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 


Yf  =  ^i  rji  (^1  •  •  •  Xn) 


wenn  n  —  q  Belationen  von  der  Form 

(2)  Y(pk  =  (ük  {(pi-  ■  '  (Pn-q)  (Ä  =  1  •  •  •  n-i) 

bestehen. 

Das  hiermit  gewonnene  Kriterium  ist  natürlich  nur  dann  praktisch 
anwendbar,  wenn  das  vollständige  System  bereits  integrirt  ist.  Es 
lässt  sich  aber  sehr  leicht  aus  diesem  Kriterium  ein  anderes  ableiten, 
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welches  nicht  voraussetzt,   dass  man   die  Lösungen   des  vollständigen 
Systems  kennt. 

Setzt  man  in  der  Identität 

x,(Yin)  -  YiX,in)EEE2;<  {x,ni  -  r|«)|^ 

an  Stelle  von  f  irgend  eine   Lösung  (p  des  vollständigen  Systems,  so 
ergiebt  sich: 

x,(Y{cp))  -^-  (X,,?,  -  n«)  1^. 

Gestattet  nun  das  vollständige  System  alle  Transformationen  der 
eingliedrigen  Gruppe  Yf^  so  ist  nach  dem  Obigen  auch  Y{(p)  eine 
Lösung  des  Systems,  es  verschwindet  also  die  linke  Seite  der  letzten 
Gleichung  identisch;  die  rechte  Seite  thut  natürlich  dasselbe,  mithin 
befriedigt  jede  Lösung  des  vollständigen  Systems  auch  die  q  Gleichungen 

df 


2(z.^,.-riH)g  =  0; 


daraus  aber  folgt,  dass  ^  Identitäten  von  der  Form 

1  '  1 

bestehen. 

Setzen  wir  andererseits  voraus,  dass  Identitäten  von  dieser  Form 
bestehen  und  verstehen  wir  wiederum  unter  9?  irgend  eine  Lösung  des 
vollständigen  Systems.  Dann  ergiebt  sich  sofort,  dass  die  g  Aus- 
drücke Xj,{Y(f))—Y{Xi,{f))  bei  der  Substitution  /  =  9)  identisch 
verschwinden;  daraus  aber  folgt:  Xu{Y(f:p))^^^  das  heisst  Y^>  ist 
eine  Lösung  des  Systems,  es  bestehen  also  n  —  q  Relationen  von 
der  Form 

(2)  Y(pk  =  COk((Pi'  ■  •  (pn-q)         (A  =  1  •  .  •  n-g) 

und  die   zeigen,    dass   das  vollständige   System    alle  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe   Yf  gestattet. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  20.*)     Ein  q-gliedriges  vollständiges  System 


^)  Lie,  Gesellschaft  d.  W.  zu  Christiania,  1874. 
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in   den    Veränderlichen  x^-  •  -  Xn   gestattet  dann   und  nur  dann 
alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 


Yf=^i7Ji{x^-"Xn)§^ 


1 

wenn  alle  Xk(Y{f))  —  Y(X/c(f))  sich  linear  durch  X^f-  •  •  Xqf  aus- 
drücJcen: 

(3)         iX,Y)  =  X,iTif))-T(X,(f))  =^-;t^K  •  •  •  x,)-Xjf 

1 

(k  =  l"-q) 

Das  Bestehen  von  Relationen  von  der  Form  (3)  ist  also  noth- 
wendig  und  hinreichend,  damit  das  vollständige  System  X^f=Oy 
•  •  •  Xqf=0  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Y/* gestattet. 
Aus  verschiedenen  Gründen  erscheint  es  wünschenswerth,  wenigstens 
die  NothwendigJceit  der  Relationen  (3)  auch  noch  durch  eine  direkte 
Methode  nachzuweisen.     Das  wollen  wir  jetzt  thun. 

Die  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  haben  die  Form 

t               t^ 
xl  =  Xi  +  Y  •  ^/  +  j— 2  •  Tt?,:  H (.-  =  1  •  .  •  «) . 

Führen  wir  nun  vermöge  dieser  Formel  in  die  Ausdrücke  Xkf 
die  neuen  Veränderlichen  x^  -  •  -  Xn  an  Stelle  der  x  ein,  so  be- 
kommen wir: 


X 


df 


kf^^iXkxl'^' 


Hier  sind  die  Xkxl  noch  durch  x^  -  •  -  Xn  auszudrücken.  Bei  Ver- 
nachlässigung der  zweiten  und  der  höheren  Potenzen  von  t  ergiebt 
sich  zunächst 

(4)  Xkxl  =  XkXi  +  t'XkTii  H . 

Förner  ist  (vgl.  Kap.  3,  Gl.  7a,  S.  53): 

XicXi  =  Im{x)  =  Iw  —  Y  •  ^'^ki  H 

t-Xkfli  =  t-XkTJi . 

Also  wird 

X,  xl  =  &  + 1  (X,'  nl  -  r'  I«)  +  •  •  • , 

und  endlich 

(6)  x,f  =  x;f + 1 (x; Tf -  rx,'n  +  ■■■, 

wo    die    weggelassenen   Glieder    von    der   zweiten    oder    von    höherer 
Ordnung  in  t  sind. 
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Soll  nun  das  vollständige  System  Xi/=  0,  •  •  •  Xqf=0  alle 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  gestatten,  so  muss  das 
System  der  q  Gleichungen 

X,f+{{X,Y)  +  ---=^0      (.  =  1...,) 

mit  Xif=  0,  •  •  •  Xqf  =  0  äquivalent  sein  und  zwar  für  jeden  Werth 
von  t.  Folglich  müssen  sich  jedenfalls  die  Coefficienten  von  t  linear 
durch  X^f '  •  '  Xqf  ausdrücken  lassen,  das  heisst  es  müssen  Relationen 
von  der  Form  (3): 

X.(r(/-))  -  Y(X,(f))  =  (X.  Y)  =^  x^-j  (^i  •  •  •  ^n)  •  Xjf 

bestehen. 

Damit  ist  direkt  gezeigt,  dass  das  Bestehen  dieser  Relationen 
nothwendig  ist;  dass  es  auch  hinreichend  ist,  wollen  wir  nicht  noch 
einmal  beweisen,   sondern  begnügen  uns  mit  dem  Gesagten. 

Wie  wir  von  Gleichungensystemen 

reden,  welche  eine  infinitesimale  Transformation  Yf  gestatten,  geradeso 
können  wir  auch  von  vollständigen  Systemen  reden,  welche  dies  thun. 
Wir  werden  sagen:  das  q-gliedrige  vollständige  System  X-^f=Oj  •  •  •  Xqf=0 
gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Yf,  wenn  Belationen  von  der 
Form  (3)  Gestehen. 

Mit  Benutzung  dieser  Redeweise  können  wir  das  Theorem  20 
auch  so  aussprechen: 

Bas  q-gliedrige  vollständige  System  Xj/'=  0,  •  •  •  Xqf  =  0  gestattet 
dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf, 
wenn  es  die  infinitesimale  Transformation  Yf  gestattet 

Gestattet  ein  vollständiges  System  alle  Transformationen  einer 
eingliedrigen  Gruppe,  so  sagen  wir  auch  kurz,  dass  es  diese  eingliedrige 
Gruppe  gestattet. 

Die  Bedingungen  des  Theorems  20  sind  insbesondere  erfüllt,  wenn 
Yf  die  Form  hat 


7 

Yf=^  Q,i(x,   '  ■  'Xn)'Xjf, 


unter  den  Qj  beliebige  Functionen  der  x  verstanden.  Dann  bestehen 
ja  immer  Relationen  von  der  Form  (3)  und  es  ist  ausserdem  noch 
Yg)j^O.  Das  stimmt  mit  den  Entwickelungen  des  Kap.  6,  S.  98, 
nach    denen  jede   Lösung    Sl((p^  ■  -  ■  (pn—q)    des    vollständigen    Systems 
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X^f=0,'-'Xqf=0  bei  den  Transformationen  aller  eingliedrigen 
Gruppen   von  der  Form  ÜQjXjf  invariant  bleibt. 

Genügt  andererseits  eine  infinitesimale  Transformation  Yf,  welche 
nicht  die  Form  ^Qj(x)  ■  Xjf  hat,  den  Bedingungen  des  Theorems  20, 
so  lassen  die  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
keineswegs  jede  einzelne  Lösung  des  vollständigen  Systems  invariant, 
wohl  aber  den  Inbegriff  aller  dieser  Lösungen. 

Unter  den  infinitesimalen  Transformationen,  welche  ein  vorgelegtes 
vollständiges  System  X^^f  =  0,  -  ■  -  Xqf  ==  0  zulässt,  sind  diejenigen 
von  der  Form  U  Qj(x)  •  Xjf  zugleich  mit  dem  vollständigen  System  ge- 
geben und  deshalb  als  trivial  zu  betrachten.  Dagegen  können  die 
übrigen  infinitesimalen  Transformationen,  welche  das  System  gestattet, 
im  Allgemeinen  nicht  angegeben  werden,  bevor  man  das  System 
integrirt  hat. 

Wenn  das  vollständige  System  X^f  =  0,  •  •  •  Xqf==  0  die  infini- 
tesimale Transformation  Yf  gestattet,  so  geht,  wie  wir  oben  gesehen 
haben,  jede  Lösung  Sl((pj^  -  -  •  cpn—q)  des  vollständigen  Systems  bei  jeder 
Transformation 

OOi'  =  Xi  -\-    —  •    YXi  +   •  •  •  (.1=1  ■■•n) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  in  eine  Lösung  über.  Deuten  wir  daher 
die  X  und  die  x  als  Punktcoordinaten  eines  w-fach  ausgedehnten 
Raumes  und  die  eben  geschriebenen  Transformationen  als  Operationen, 
bei  welchen  der  Punkt  a^^  •  •  •  Xn  die  neue  Lage  x^^  •  ■  -  Xn  annimmt, 
erinnern  wir  uns  ausserdem,  dass  die  Gleichungen  9i  =  <^i,  •  *  * 
q)n—q  =  dn—q  uiit  den  Constanten  a^  •  -  -  ün-q  eine  charakteristische 
Mannigfaltigkeit  des  vollständigen  Systems  X^f  =  0 ,  •  •  -  Xqf  =  0 
darstellen  (vgl.  Kap.  6,  S.  101),  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die 
Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  jede  charakteristische 
Mannigfaltigkeit  des  vollständigen  Systems  in  eine  charakteristische 
Mannigfaltigkeit  überführen.  Die  charaMeristischen  Mannigfaltiglmten 
unseres  vollständigen  Systems  werden  also  von  den  Transformationen  der 
eingliedrigen  Gruppe  Yf  unter  einander  vertauscht,  sie  bilden^  wie  wir 
es  ausdrücken  wollen,  eine  hei  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  invariante 
Schaar.  Da  die  erwähnten  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  nach 
Kap.  6,  S.  101  eine  Zerlegung  des  Raumes  bestimmen,  so  können  wir 
auch  sagen,  dass  diese  Zerlegung  hei  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf 
invariant  hleibt. 
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§  38. 

Noch  einige  einfache  Sätze  über  vollständige  Systeme,  welche 
eingliedrige  Gruppen  gestatten: 

Satz  2.  Gestattet  ein  q-gliedrigcs  vollständiges  System  jede  Trans- 
formation der  beiden  eingliedrigen  Gruppen  Yf  und  Zfj  so  gestattet  es  auch 
jede  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  Y{Z{f))     Z(Y(f))  =  (TZ). 

Es  seien  Xkf=0  die  Gleichungen  des  vollständigen  Systems. 
Bildet  man  dann  die  Jacobi'sche  Identität 

{(YZ)X,)  +  ((ZX,)  Y)  +  ((X,  Y)Z)  =  0 
und    berücksichtigt,    dass    {YX^)   und    (ZXk)    sich   nach    der  Voraus- 
setzung  des   Satzes   linear   durch   Xi/"- ••  Xg/*  ausdrücken,    so  erkennt 
man,  dass  ein  gleiches  auch  von  ((YZ)Xk)  gilt.     Damit  ist  aber  der 
Satz  bev^iesen.^ 

Satz  3.  Bilden  die  Gleichungen  A^f=0,'''A(^f=0  ein  voll- 
ständiges System  und  ebenso  die  Gleichungen  i)\/*=  0,  •  •  •  Bsf=  0,  so 
bildet  ein  vollständiges  System  auch  der  Inbegriff  aller  etwaigen  Gleich- 
ungen Cf=Oj  welche  jenen  beiden  vollständigen  Systemen  in  dem  Sinne 
gemeinsam  sind,  dass  Eelationen  von  der  Form 

Cf=  ^>  aj  (a;,  .  •  .  Xn)-Ajf==^k  ß,{x,  ■■•Xn)-  Bkf 
1  1 

bestehen.  Gestatten  die  vollständigen  Systeme  A^f  ^=0  und  Bkf  =  0 
beide  eine  gewisse  eingliedrige  Gruppe  Xf,  so  lässt  auch  das  vollständige 
System  der  Gleichungen  Cf=0  diese  Gruppe  zu. 

Beweis.  Es  mögen  sich  u^nter  den  Gleichungen  Gf  =  0  gerade 
m  und  nicht  mehr  von  einander  unabhängige  auswählen  lassen,  etwa: 

C,/'=0,  •••c,„/"=o. 

Dann  bestehen  für  jedes  ^  =  1  •  •  •  «  Relationen  von  der  Form: 

G^f  =^J  a,j  ix)  ■  Äjf  =^  ß,,  (x)  ■  B,f; 

1  1 

folglich  kann  auch  jedes  C^  (ft (/"))—  0.(0.  (/"))  =  (6;G.)  sowohl 
durch  die  Af  als  durch  die  Bf  linear  ausgedrückt  werden,  das  heisst 
jedes  (C/uCv)  drückt  sich  linear  durch  C^f  -  -  -  Gmf  aus.  Damit  ist  der 
erste  Theil  unseres  Satzes  bewiesen.  Weiter  drückt  sich  jedes  (XC^i) 
sowohl  durch  die  Af  als  durch  die  Bf  aus,  es  bestehen  daher  Rela- 
tionen von  der  Form 


(X  C|u)   =^v  Yfiy  K   •  •  •  Xn)  '  Cyf         il-i  ■ 
1 

Hierin  liegt  der  zweite  Theil  des  Satzes. 


m) 
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Sind  zwei  vollständige  Systeme  A^f  =  0^  ■  •  Aqf  =  0  und 
Bif=  0,  '  '  •  Bsf=0  vorgelegt,  so  werden  alle  etwaigen  gemein- 
samen Lösungen  beider  Systeme  ebenfalls  durch  ein  vollständiges 
System  definirt,  welches  man  nach  Anleitung  von  Kap.  5,  S.  85  aus 
den  Gleichungen 

herleiten  kann.     Dabei  gilt  der 

Satz  4.  Gestatten  die  vollständigen  Systeme  A^f=  0^  •  -  -  Aqf=0 
und  BJ=0,  '  ■  •Bsf=0  leide  die  eingliedrige  Gruppe  Xf,  so  lässt 
auch  das  vollständige  System,  welches  die  gemeinsamen  Lösungen  der 
sämmtlichen  Gleichungen  Akf=  0  und  Bkf  =  0  definirt,  die  eingliedrige 
Gruppe  Xf  m. 

Beweis.     Die  Identität 

((4-  B,)  X)  +  ((B,  X)  4)  +  i{XAj)  B,)  =  0 
zeigt,  dass  alle  {(AjB;,)X)  sich  linear  durch  die  Af,  die  Bf  und  die 
(AB)  ausdrücken.  Ergeben  daher  bereits  die  Gleichungen  {AjBk)  =  0 
zusammen  mit  den  Af=  0  und  den  Bf=0  ein  vollständiges  System 
so  ist  die  Behauptung  unseres  Satzes  erwiesen.  Andernfalls  behandle 
man  das  System  der  Gleichungen  Af=0,  Bf=0,  {AB)==0  geradeso 
wie  eben  das  System  der  Gleichungen  Af=0,  Bf=0,  das  heisst 
man  bilde  aus  irgend  zweien  der  Ausdrücke  Af\  Bf,  (AB)  mit  Hinzu- 
nahme von  Xf  die  Jacobi'sche  Identität  und  so  fort. 

Die  Sätze  3  und  4  erhalten  einen  einfachen  begrifflichen  Sinn 
wenn  Xj^  -  -  -  Xn  als  Punktcoordinaten  eines  Raumes  E„  gedeutet  werden. 

Wir  erinnern  zunächst  daran,  dass  die  cjo«-?  g-fach  ausgedehnten 
charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  Mq  des  vollständigen  Systems 
Äif==  0,  '  ■  •  Aqf  ==  0  eine  Schaar  bilden,  welche  bei  der  eingliedrigen 
Gruppe  Xf  invariant  bleibt.  Ferner  bemerken  wir,  dass  auch  die 
oü«-*  s-fach  ausgedehnten  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten  M, 
des  vollständigen  Systems  BJ^  0,  •  •  *:  B,f  =  0  eine  solche  invariante 
Schaar  bilden. 

Nehmen  wir  an,  dass  die  Zahl  s  mindestens  gleich  q  ist.  Dann 
wird  jede  M,  allgemeiner  Lage  von  denjenigen  Mq,  von  welchen  sie 
überhaupt  geschnitten  wird,  in  eine  Schaar  von  00'-«+^  (^  — /i)-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  zerlegt,  unter  h  eine  bestimmte  der 
Zahlen  0,  1  •  •  •  g  verstanden.  Auf  diese  Weise  wird  also  der  ganze 
Bn  in  eine  Schaar  von  00^-2+/*  (g  — /i)-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten zerlegt.  Natürlich  bleibt  der  Inbegriff  dieser  Mannigfaltig- 
keiten bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  invariant,  denn  es  ist  ja  der 
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146  Kapitel  8,  9;  §§  38,  39. 

Schnitt  des  Inbegriffs  aller  Mq  mit  dem  Inbegriff  aller  M,,  und  diese 
beiden  Inbegriffe  sind,  wie  schon  gesagt,  bei  der  Gruppe  X/"  invariant. 

Die  eben  besprochenen  (q — /i)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keiten sind  nichts  anderes  als  die  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten 
des  vollständigen  Systems  der  Cf  =  0,  welches  in  Satz  3  vorkommt, 
dieses  vollständige  System  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
(q  —  /0-gliedrig. 

Auf  der  andern  Seite  kann  man  nach  den  kleinsten  Mannigfaltig- 
keiten fragen,  welche  sowohl  aus  M^  als  aus  M,.  bestehen.  Giebt  es 
derartige  Mannigfaltigkeiten,  so  bleibt  natürlich  ihr  Inbegriff"  bei  der 
eingliedrigen  Gruppe  Xf  invariant;  sie  sind  die  charakteristischen 
Mannigfaltigkeiten  desjenigen  vollständigen  Systems,  welches  in  dem 
Satze  4  definirt  wird. 


Kapitel  9. 

Charakteristische  Beziehungen  zwischen  den  infinitesimalen 
Transformationen  einer  Gruppe. 

In  Kapitel  2  und  in  Kapitel  4  (Satz  1,  S.  67)  ist  gezeigt  worden, 
dass  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen gehören,  welche  zu  der  betreffenden  Gruppe  in  einer 
eigenthümliclien  Beziehung  stehen.  Jetzt  wollen  wir  zunächst  gewisse 
wichtige  Relationen  ableiten,  welche  zwischen  derartigen  infinitesimalen 
Transformationen  bestehen.  Sodann  werden  wir  den  ebenso  wichtigen 
Satz  beweisen,  dass  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
welche  die  betreffenden  Relationen  befriedigen,  stets  eine  r-gliedrige 
Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  bestimmen. 

§  39. 
Statt  eine  r-gliedrige  Gruppe  zu  betrachten,  wollen  wir  uns  vor- 
erst wieder  auf  den  etwas  allgemeineren  Standpunkt  stellen,  dass  wir 
eine  Schaar  von  oo^  verschiedenen  Transformationen 

x/  =  fi{Xi  -  "  Xny  «1  •  •  •  ar)      (^==1  •  •  • «) 
betrachten,  welche  Differentialgleichungen  von  der  Form 

(t  =  1  •  .  .  w ,  A  =  1  •  •  •  r) 

befriedigen.     Wir  wissen  dann  (vgl.  Kap.  4,  S.  68),  dass  die  r  infini- 
tesimalen Transformationen 
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n 

^/(/■)  =  ^i«(^')^    (*=•••-) 

von  einander  unabhängig  sind,  und  dass  die  Determinante  der  ipjkia) 
nicht  identisch  verschwindet;  folglich  können  wir,  wie  schon  früher, 
die  obigen  Differentialgleichungen  auch  schreiben: 

(1)  l;f  (X^    •  •  •  Xn)  =^  (^Jk  K  •  •  •  «r)  J^ 

1  ^ 

Hier  verschwindet  natürlich  die  Determinante   der  ajk  nicht  identisch. 
Denken  wir  uns  andererseits  die  Gleichungen 

Xi  =  fi  \X^  •  •  •  Xji ,   fl^j  •  •  •  Clj.j 

nach  x^-  •  •  Xn  aufgelöst: 

Xi  =  Fi  (X^  •  ■  ■  Xnj    «1   •  •  •  «r)  (/  =  1  •  •  •  n), 

so  können  wir  sehr  leicht  gewisse  Differentialgleichungen  ableiten, 
welchen  F^  -  •  -  F^  genügen.     Wir  differentiiren  einfach  die  Identitäten 

Fiifi(x,  a)'  ■  ■  fn{x,  a),  a^    -  ■  ar)^^Xi 
nach  üjc ;  dann  haben  wir: 

-^  d F.  {x,  a)  df^ix,  a)         d  F.  {x,  a) 

vorausgesetzt,  dass  überall  ^r/  =  /;  {x,  a)  gesetzt  wird.  Diese  Identität 
multipliciren  wir  mit  ajk(a)  und  summiren  nach  h  von  1  bis  r,  dann 
erhalten  wir  wegen 

-^        ,  ,  dfJx,  a) 

1  * 

die  folgende  Gleichung: 

n  ?)  W  ^  7\  TT' 


1  ^ 


(;  =  1  .  .  .  r,  j  =  l.  .  .  ra). 

Ihrer  Ableitung  gemäss  bestehen  diese  Gleichungen  identisch, 
wenn  man  darin  die  Substitution  Xy=^f^(x,d)  macht;  da  sie  aber 
Xy^-  '  •  Xn  gar  nicht  enthalten,  so  müssen  sie  schon  an  und  für  sich 
identisch  bestehen,  das  heisst:  F^-F^  sind  sämmtlich  Lösungen  der 
folgenden  linearen  partiellen  DifPerentialgleichungen: 

(2)  St,{F)  =2^  fe>(^')  g^  +  J:  «/.(«)  ||  =  0 

0=1.  ..r). 

10* 
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Diese  r  Gleichungen  enthalten  n  -\-  r  Veränderliche,  nämlich 
rr/  •  •  •  Xn  und  a^  -  ■  ar\  sie  sind  ausserdem  von  einander  unab- 
hängig^ denn  die  Determinante  der  aj^j  verschwindet  nicht  identisch 
und   es   ist   daher    eine    Auflösung    nach    den   r   Differentialquotienten 

^ —  •  •  •  ö —   möglich.     Auf   der    andern   Seite   haben   aber  die    Gleich- 

ungen   (2)    72    unabhängige    Lösungen    gemein,    eben    die    Functionen 
F-^{Xj  a)  •  ■  ■  Fn{x'j  a),  deren  Functionaldeterminante  nach  den  x  i 

dF,  dF^  1 

. ^ 


^  —  dx;  ' ' '  dx^       y  +  ^ 


nicht  identisch  verschwindet,  weil  die  Gleichungen  Xi  =  fi  {x^  a) 
nach  Voraussetzung  Transformationen  darstellen.  Folglich  treffen  die 
Voraussetzungen  des  Satzes  8  in  Kap.  5,  S.  88  bei  den  Gleichungen 
(2)  zu,  das  heisst,  diese  Gleichungen  bilden  ein  r-gliedriges  voll- 
ständiges System. 
Setzen  wir 

^,aj,{a)^  =  Aj{f) 


und  ferner 


2^iA-')ll-x;{F), 


entsprechend   den  früher  gebrauchten  Bezeichnungen,  so   erhalten  die 
Gleichungen  (2)  die  Gestalt: 

ilj{F)  =  Xj'iF)  +  Aj(F)  =  0      o  =  i---.). 

Dass  sie  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  findet,  wie 
wir  wissen,  seinen  Ausdruck  darin,  dass  gewisse  Gleichungen  von 
der  Form 

r 

5^,  i^j  (F))  —  £lj  (ß,  (F))  =^s  ^,j,  (.r/  •  •  •  x:,  a,--  ar)  ■  ^s{F) 

1 

(k,j  =  l---r) 

identisch   bestehen ,  welche  Function  von  x^  •  ■  •  Xn\  a^-ür   auch  F 
sein  mag.     Da  sich  diese  Identitäten  auch  schreiben  lassen: 

X,'(X/(J'))  -  X/(Z/(F))  +  A,{AAF))  -  MMF))  = 
=^,  »,j,  X:  (F)  +^,  »,j,  A,  (F), 

1  1 

so  können  wir  sie  sofort  in  je  zwei  zerlegen: 


(3) 
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1 

A,  (Aj  {¥))  -  Aj  {A,  (F))  =^,  »,j.  A,  (F) 

1 

und  hier  lässt  sich  die  zweite  Reihe  noch  weiter  zerlegen  in: 

r 

1 

Weil  nun  die  Determinante  der  a,^  nicht  identisch  verschwindet, 
so  sind  die  d'j.js  durch  diese  letzten  Bedingungen  vollständig  bestimmt 
und  es  zeigt  sich,  dass  die  d'^js  nur  von  a^  ■  •  ■  ar  abhängen  können, 
während  sie  jedenfalls  von  ^/  •  •  •  Xn  frei  sind.  Allein  es  lässt  sich 
nachweisen,  dass  die  d-^js  auch  von  a^  •  •  •  a^  frei  sind.  Denn  be- 
trachten wir  in  der  ersten  Reihe  der  Identitäten  (3)  das  F  als  eine 
beliebige  Function  von  ^/•••^„'  allein,  so  erhalten  wir  durch  Diffe- 
rentiation nach  ttiii  die  folgende  identische  Gleichung: 

1         ^ 
Da   aber  X^'  (F)  •  •  •  X/  (F)    unabhängige    infinitesimale   Transforma- 


tionen sind,  da  ausserdem  die 


dd- 


kjs 


da, 


von  x^' '  '  ■  Xn   nicht  abhängen,  so 


müssen  alle 


da. 


kjs 


identisch  verschwinden;  das  heisst,  die  d'kjs  sind  auch 


von  a^  •  '  '  ar  frei,  sie  sind  numerische  Constanten. 

Also  haben  wir  das 

Theorem  21.     Genügt  eine  ScJiaar  von  <x>^  Transformationen: 
xl  =  //  (^1  •  •  •  ^n  ;  a^'  •  •  ar)        (*  =  1  •  •  •  w) 
gewissen  Differentialgleichungen  von  der  hesonderen  Form 


dx. 


-^  =^-  ^jk  K  •  •  •  ttr)  ■  lji{x^'  ■  •  •  OCn)  0 


n  ,  k~l  ■  •  •  r) 


und  schreibt  man,  was  immer  möglich  ist,  diese  Differential- 
gleichungen in  der  Form: 

^ji  {X^'  "-Xn)  =2  ^Jk  {Ctf  ■  ■   ö^r)    ^ 


{j=-l-     ■r,i  =  l  •■■n) 


SO   bestehen   zwischen   den  2r   von   einander   unabhängigen   in- 
finitesimalen Transformationen 


o-  =  i 


(4) 
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x/(j'):=2!fe,(<---^„')|i; 

1  * 

r 

1  ^ 

Relationen  von  der  Gestalt: 

{k,j  =  l...r), 

WO  die  Ckjs    numerische   Constanten    bedeuten.      Die  r   nach 

dF        dF 

Wä  '  '  '  Wa    ^'^ß^share7i  Gleichungen 

X;(F)  +  Aj(F)^0      0  =  1....) 
bilden  in  Folge  dessen  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in 
den   n  +  r   Veränderlichen    <  •  •  •  Xn  ,    a,  ■  ■  -  ar;    löst    man    die 
n  Gleichungen  x-  =  fi(x,  a)  nach  x^-  -  •  Xn  auf: 

Xi  =  Fi  {X^  ■  •  '  Xn  ,    a^'  '  '  ar)  {i=l-  ■  ■  n)^ 

so  sind  F^{x',  a)  •  -  ■  Fn{x\  a)  unabhängige  Lösungen  dieses  voll- 
ständigen Systems. 

Dieses  Theorem  lässt  sich  nun  unmittelbar  auf  alle  r-gliedrigen 
Gruppen  anwenden,  gleichgültig,  ob  dieselben  die  identische  Trans- 
formation enthalten  oder  nicht. 

Angewandt  auf  den  Fall  einer  r-gliedrigen  Gruppe  mit  der 
identischen  Transformation  giebt  uns  das  Theorem  gewisse  Relationen, 
welche  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe 
bestehen.     Wir  erhalten  so  das  wichtige 

Theorem  22.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Ver- 
änderlichen x^-  "  Xn  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

n 
Xk(f)=  ^i^kli^l-  ■  ■  Xn)  -—-  {k  =  l...r)^ 

1  ' 

SO  bestehen  zwischen  diesen  infinitesimalen  Transformationen 
paarweise  Beziehungen  von  der  Form: 

1 
wo  die  Ckjs  numerische  Constanten  bedeuten.'^) 

*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  8,  S.  303;  Göttinger  Nachr.  1874. 


Die  Relationen  (X.  X^^)  =  Sc.j^^XJ.  151 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  der  folgende  wichtige 

Satz  1.     Enthält  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  die  beiden 
infinitesimalem i  Transformationen 

Mf)  =2  ^'<^i  •  •  •  ^»)  'di.'  ^^^^ ^2'  ^^^''^  ■  ■ ' ''^^ Ä^ 
1  ^  1 

so  enthält  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation 

X{Y{f))-Y(X{f)). 

§  40. 
Denken    wir    uns   jetzt    umgekehrt    r    unabhängige    infinitesimale 
Transformationen 

1  * 

in  x{  •  •  •  Xn    vorgelegt,  welche  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form 

x;  (x;  (F))  -  x;  (x/  (F))  =^.  c,,,  x;  (f) 

1 

stehen,  wo  die  Cujs  numerische  Constanten  sind.  Denken  wir  uns 
ausserdem  r  infinitesimale  Transformationen 

in  a^'  '  •  ar  gegeben,  die  paarweise  Relationen  von  der  analogen  Form 

r 

1 

mit  denselben  Ckjs  erfüllen  und  deren  Determinante  Zi  +  «^  (a)  '  ■  ■  ^rr  (a) 
nicht  identisch  verschwindet.  Wir  werden  zeigen,  dass  die  infinitesi- 
malen Transformationen  X/(F)  •  •  •  Xr(F)  unter  diesen  Voraussetzungen 
eine  ganz  bestimmte  r-gliedrige  Gruppe  mit  der  identischen  Trans- 
formation erzeugen. 

Zu  dem  Ende  bilden  wir  die  Gleichungen 

Slj(F)  =  x;  (F)  +  MF)  =  0       0-  =  1  •  •  -), 
welche    unter    den   gemachten   Voraussetzungen   ein  r-gliedriges  voll- 
ständiges System  bilden;  es  bestehen  ja  Relationen  von  der  Form 

r 
1 

und  ausserdem  sind  die  Gleichungen  ^i{F)  =  0,  •  •  •  ^r{F)  =  0  nach 
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dF        dF        „,..  . 

^  *  *  •  äJ,  auflösbar.     Es   sei  nun  «,«••.  a/  ein  Werthsystem  der  a, 

in  dessen  Umgebung  sich  die  «,,(«)  regulär  verbalten  und  für  welches 
die  Determinante  ^ ±  a,,{a')  •  .  .  ccrr{a')  von  Null  verschieden  ist. 
Dann  besitzt  nach  Theorem  12,  Kap.  5,  S.  91  das  vollständige  System 
aj{F)  =  0  n  Lösungen  F,{x\  a)  ■  ■  ■  F^(x\  a),  welche  sich  für 
a^  =  a,«  auf  bezüglich  a;/  •  •  •  Xr!  reduciren;  es  sind  das  die  sogenannten 
Hauptlösungen  des  vollständigen  Systems  in  Bezug  auf  %- =  a,^ 
Diese  Hauptlösungen  denken  wir  uns  aufgestellt,  bilden  die  n 
Gleichungen 

Xi  =  Fi  {X^  •  •  •  Xn  ^    a^   ■  ■  ■  Clr)  (/=!...„) 

und  lösen  dieselben  nach  x/ -  ^  Xn  auf,  was  immer  möglich  ist,  da 
Fl  'F„  offenbar  in  Bezug  auf  x,' •  -  •  Xn  von  einander  unabhängig 
sind.     Die  so  erhaltenen  Gleichungen 

^/  ==  fii^i  •  •  ■  x„,  a^  ■  ■  ■  ar)       (t  =  1 . . .  „) 
stellen,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  eine  r-gliedrige  Gruppe  dar  und 
zwar  natürlich  eine  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation;  denn 
für  ttk  =  ak^  ergiebt  sich  a;/=  ^,. 
Wir  haben  zunächst  identisch: 


(5) 


dF,    .     ^         ,      dF. 


2«-(-')ä^;  +  I/->(«)S  =  o 


0  =  1  •  • 


Auf  der  anderen  Seite  ergiebt  sich  aus  x^  =  Fi{x\  a)  durch  Differen- 
tiation nach  05^,  die  Gleichung: 

welche  bei  der  Substitution  xj  =  f,(x,  a)  zur  Identität  wird.  Diese 
Gleichung  multipliciren  wir  mit  aj^(a)  und  summiren  nach  ^  von 
1  •  •  •  r,  dann  erhalten  wir  eine  Gleichung,  welche  durch  Benutzung 
von  (5)  übergeht  in: 


{i=l  .  .  .71,  j  =  l.  .  .  r) 


Da  aber  die   Determinante  ^  ±  ^  •  •  •  ^    nicht    identisch 
verschwindet,  so  bekommen  wir: 

1.  *" 
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dx'J' 
ein  System,  das  wir  wiederum  nach  den   0-^    auflösen    können,     denn 

die  Determinante  der  ccj^{a)  verschwindet  ja  nicht.  Also  ergiebt  sich 
schliesslich,  dass  Gleichungen  von  der  Form: 

dx  '  ^ 

(6)  J^  =^  %c  K   •  •  •  ttr)  '  ijy  (a;/  •  .  •  Xn) 

1 

(v  =  1  •  •  •  n,  f.1  ^=  1  •  •  •  r) 

bestehen,  welche  natürlich  bei  der  Substitution  Xv  =  fv(x,  a)  zu 
Identitäten  werden. 

Nunmehr  hat  der  Nachweis,  dass  die  Gleichungen  x[=fi{x,  a) 
eine  r-gliedrige  Gruppe  darstellen,  gar  keine  Schwierigkeit. 

Zunächst  nämlich  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gleichungen 
Xi=fi{x,  a)  00^  verschiedene  Transformationen  darstellen,  dass  also 
die  Parameter  a^  -  ■  -  ür  sämmtlich  wesentlich  sind.  Andernfalls  müssten 
nämlich  (vgl.  Satz  1  in  Kap.  1,  S.  13)  alle  Functionen  f^{Xj  a)  -  ■  -  f^  {x,  d) 
eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  von  der  Form 

r 

df 


Xk(a,  .  .  .  a^)^-  =  0 


oa 


befriedigen,   wo   die   Xk    von    x^  •  ■  ■  Xn   frei  wären.     Wir  hätten   dann 
wegen  (6): 

l--r 

k,j 

also,    da    X^ {F)  •  •  •  Xr  (F)    unabhängige    infinitesimale    Transforma- 
tionen sind: 


^  Xk  («)  •  ^jk  (a)  =  0       0  = 


1 

hieraus  aber  folgte  sofort:   Xi{a)  =  0,  -  -  ■  Xr(ci)  =  0,   weil   die  Deter- 
minante der  'il^jk(a)  nicht  identisch  verschwindet. 

Also  stellen  die  Gleichungen  x/  =  fi{x,a)  wirklich  eine  Schaar 
von  00^  verschiedenen  Transformationen  dar.  Nun  aber  erenüfft  diese 
Schaar  gewissen  Differentialgleichungen  von  der  besonderen  Form  (6); 
wir  können  daher  sofort  das  Theorem  9  des  Kap.  4,  S.  72  anwenden. 
Nach  demselben  gilt  folgendes:  Ist  ä^  -  -  •  är  ein  Werthsystem  der  a, 
für  welches  die  il^jk(a)  sich  regulär  verhalten  und  die  Determinante 
^  ±  ^11  (^)  •  •  •  i^rr(ä)  nicht  verschwindet,  so  wird  jede  Transformation 
^i=fi{pO)  a),  deren  Parameter  a^  -  •  -  ür  in  einer  gewissen  Umgebung 
von  ä^  •  ■  '  är  liege»,  dadurch  erhalten,  dass  man  zuerst  die  Trans- 
formation 

^i  =  fii^i  ■  •  •  Xn,    ä^   '  '  •  är)  (1=1-  ■  -n) 
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ausführt  und  dann  eine  Transformation 


x,+^,h^ki(x)  + 


Xi  ==  Xi  -r^  ^k  ^ki  w  -^  ■  ■  -     ii = 1 
1 

einer  eingliedrigen  Gruppe  ^^X^Q)  +  •  •  •  +  KXr{f),  unter  A^  •  •  •  A,. 
geeignete  Constauten  verstanden.  Setzen  wir  insbesondere  äj;  =  Ok^, 
so  ergiebt  sich  Xi  =  Xi,  also  sehen  wir  zunächst,  dass  die  Schaar  der 
oo^  Transformationen  x/=fi(x,  a)  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
a^^  •  •  •  a^  mit  der  Schaar  der  Transformationen 

r 

(7)  a;/  =  ^,+^-A,|,,(^)  +  ... 

1 
(i  =  1 . . . «) 
zusammenfällt. 

Wählen  wir  daher  andererseits  ä^  •  •  -  är  beliebig  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  a^^  ■  ■  ■  a^.",  so  gehört  jederzeit  die  Transformation 
Xi  =  fi{x,  a)  der  Schaar  (7)  an.  Führen  wir  aber  zuerst  die  Trans- 
formation Xi  =  fi(x,  ä)  aus  und  sodann  eine  geeignete  Transformation 


xl  =  Xi  +^k  Xk  hi  (x)  + 


der  Schaar  (7),  so  erhalten  wir  nach  dem  oben  Gesagten  eine  Trans- 
formation Xi=fi{x,a)j  wo  a^'-ür  alle  Werthe  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  ä^  -  •  •  äy  annehmen  können.  Wählen  wir  insbesondere, 
was  immer  möglich  ist^  a^  •  -  ■  ar  in  der  vorhin  erwähnten  Umgebung 
von  «1^  •  •  •  ür^,  so  gehört  auch  die  Transformation  x[  =  fi  (x^  a)  wieder 
der  Schaar  (7)  an;  also  sehen  wir,  dass  zwei  Transformationen  der 
Schaar  (7)  nach  einander  ausgeführt  wieder  eine  Transformation  dieser 
Schaar  ergeben.  Folglich  bildet  diese  Schaar  und  natürlich  auch  die 
mit  ihr  identische  Schaar  xl  =  fi{x,  a)  eine  r-gliedrige  Gruppe,  eine 
Gruppe,  welche  die  identische  Transformation  enthält  und  deren 
Transformationen  sich  paarweise  als  inverse  zusammenordnen. 

Das  gewonnene  Ergebniss  sprechen  wir  folgendermassen  aus: 
Theorem  23.     Erfüllen  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen 

x/(/-)=J?fc,«---^„')^     (*=••-) 

1 
in   den    Veränderliehen   x^  -  ■  -  x,'  paarweise    Bedingungen   von 
der  Form 

z;(x/(/-))  -  x/(x;(/))  =^.  c,j,x:{f), 
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genügen  ferner  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 


df 


Mf)  =^  «*^  («!•••  «r)  ^ 


(i  =  1  .  .  .  r) 


iii  (?ew  Veränderlichen  a^---arden  entsprechenden  Bedingungen 

I  ^* (4(/})  -  4- (^*(r))  =^.  cy, ^,(^) 

w^7  denselben  c^js  und  verschwindet  ausserdem  die  Determinante 
U  ±  cc^i  (a)  ■  '  •  arr  (a)  nicht  identisch,  so  erhält  man  auf  die 
folgende  Weise  die  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe: 
Man  bilde  das  r-gliedrige  vollständige  System 

X^{f)  +  A,{f)  =  0  (*  =  l...r) 

und  bestimme  seine  Hauptl'ösungen  in  Bezug  auf  ein  passendes 
Werthsystem  aj,  ==  aj,^.  Sind  Xi  =  Fi{x^'  ■  •  •  Xn,  a^  ■  -  -  ar)  diese 
HauptlÖsungen,  so  stellen  die  durch  Auflösung  entstehenden 
Gleichungen  x/  =  fi{x^  -  ■  •  Xn,  a^  -  •  ■  ar)  eine  r-gliedrige  con- 
tinuirliehe  Transformationsgruppe  dar.  Diese  Gruppe  enthält 
die  identische  Transformation  und  zu  einer  jeden  ihrer  Trans- 
formationen auch  noch  die  inverse;  sie  ist  erzeugt  von  den 
oo^~^  infinitesimalen  Transformationen: 

x,x;{f)-\----  +  Kx;{f), 

WO  k^  •  •  ■  kr  willkürliche  Gonstanten  bedeuten.  Durch  Ein- 
führung neuer  Parameter  an  Stelle  der  Ok  lassen  sieh  daher  die 
Gleichungen  der  Gruppe  auf  die  Form  bringen: 


0  =  1.  .  -n). 


xl  =  X,  +2  k,  ?,,  ix)  +^  ^  Z,  (?,,)  +  •  . 
1  ki 

Offenbar  stellen  die  in  diesem  Theorem  vorkommenden  Gleich- 
ungen Xi  =  Fi  {x,  a)  selbst  eine  Gruppe  dar  und  zwar  eben  die 
Gruppe  xl  ==  fix,  a). 

§  41. 

Die  Voraussetzungen^  welche  in  dem  wichtigen  Theorem  23  ge- 
macht sind,  lassen  sich  wesentlich  vereinfachen. 

Das  Theorem  sagt  aus,  dass  die  2r  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Xj,{f)  und  A]c{f)  eine  gewisse  r-gliedrige  Gruppe  in  den  x  be-, 
stimmen;  zugleich  aber  giebt  es  eine  Darstellung  dieser  Gruppe, 
welche  von  den  Ak{f)  vollkommen  unabhängig  ist;  die  betreffende 
Gruppe  ist  ja  nach  dem  citirten  Theoreme   identisch   mit  der   Schaar 
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der  oo'-i  eingliedrigen  Gruppen  l,X,(f) -] 1-  X,Xr{f),   und   diese 

Schaar  ist  schon  durch  die  X*(/)  allein  vollständig  bestimmt.  Dieser 
Umstaaid  führt  uns  auf  die  Vermuthung,  dass  die  Schaar  der  c»^-! 
eingliedrigen  Gruppen  A^  X^  (/•)  +  •..  -(-  XrXr(f)  stets  dann  eine 
r-gliedrige  Gruppe  bildet,  wenn  die  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^(f)-''Xr(f)   paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form 

(8)  X,{Xj(f))  -  Xj (X,if))  =  (X.  Z,)  =  ^s  c,j,  X,{f) 

1 
stehen.     Nach    dem    Theoreme    22    ist    diese    Bedingung    nothweudig, 
damit  die  oo^-^  eingliedrigen  Gruppen  2JXkX},(f)  eine  r-gliedrige  Gruppe 
bilden.     Unsere  Vermuthung    kommt   also   darauf  hinaus,    dass    diese 
nothwendige  Bedingung  auch  hinreichend  ist. 

Diese  Vermuthung  würde  zur  Gewissheit,  wenn  es  uns  gelänge  zu 
jedem  Systeme  Xk(f)  von  der  besprochenen  BeschaflPenheit  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen 

r 

^k{f)  =^^  f^k/ii  (%   •  •  •  «r)  J^  (A  =  1  .  .  .  r) 

in  a^'  •  •  ür  herzustellen,  welche  die  entsprechenden  Relationen 

1 

befriedigen,  während  jedoch  die  Determinante  U+a^^-  ■  -  arr  nicht 
identisch  verschwindet,  oder  anders  ausgedrückt,  während  keine 
Relation  von  der  Form 

r 

1 
identisch  besteht. 

Mit  Hülfe  des  Satzes  5  in  Kap.  3,  S.  66   gelingt  es   uns  nun  in 

der  That  immer,  ein  solches  System  von  infinitesimalen  Transformationen 

Ak(f)  herzustellen.     Wir  setzen  wie  damals 

und  bilden  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

1 

Diese  besitzen  dann  nach  dem  angeführten  Satze  die  Eigenschaft,  dass 
keine  Relation  von  der  Form 
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r 


1 

besteht.    Da  nun  ausserdem 


W,(Wjif))  -  Wj{W,(f))  =^,c,,.  W,{f) 


ist,  so  bilden  die  r  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 

W,{f)  =  Q,--.Wr{f)=^0 

ein  r-gliedriges  vollständiges  System  in  den  rn  Veränderlichen 
x^  •  •  •  Xn  •  •  •  Xi  ■  •  •  Xn\  Dieses  vollständige  System  besitzt  r(n  —  l) 
unabhängige  Lösungen,  die  w^,  U2  •  •  •  Um-r  heisseu  mögen.  Wählen 
wir  daher  r  von  einander  und  von  u^  •  -  ■  itm-r  unabhängige  Functionen 
Ifi  •  '  •  yr  der  rn  Grössen  x^^i  aus,  so  können  wir  die  y  und  die  u  als 
neue  unabhängige  Veränderliche  an  Stelle  der  x{^'^  einführen.  Dabei 
erhalten  wir: 

oder,  da  alle    Wkiut)  identisch  verschwinden: 

Wk{f)  =    >]r  G)kn{yi  ■  ■  -yr,    Ih"  -  Urn-r)  ö-f"  , 

Nvo    W^{f)  •  ■  •  Wr(f)  durch  keine  Relation  von  der  Form 

r 
^'  fPk  («/i   •  •  •  yr,    n,'-  '  ll,ri-r)  '    Wk  (/)  =  0 
1 

verknüpft  sind.  Diese  Eigenschaft  der  Wk(f)  bleibt  natürlich  auch 
dann  noch  bestehen,  wenn  wir  den  ti^  geeignete  feste  Werthe  «// 
ertheilen.  Setzen  wir  dann  G)i.n(y,  u^)  =  G)i^(y),  so  stehen  die  r  un- 
abhängigen infinitesimalen  Transformationen 

in  den  r  unabhängigen  Veränderlichen  y^  ■  •  -  yr  paarweise  in  der  Be- 
ziehung 

1 
und  sind  ausserdem  durch  keine  Relation  von  der  Form 

r 
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verknüpft.  Folglich  sind  die  Vk{f)  infinitesimale  Transformationen 
von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Auf  die  2r  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^{f)  ■  .  •  Xr{f),  V^(J)  ■  .  •  Vrif)  können  wir  daher  sofort 
das  Theorem  23,  S.  154  anwenden  und  haben  damit  bewiesen,  dass 
die  oo^-i  eingliedrigen  Gruppen  S  hX^if)  eine  r-gliedrige  Gruppe 
bilden.     Also  gilt  das 

Theorem  24.     Stehen  r  unabhängige   infinitesimale    Trans- 
formationen 

Xk{f)  ==  ^i  ^ki  i^i'  •  •  Xn)  ^  (k=l...r) 

1  * 

paarweise  in  der  Beziehung 

(8)  X4X,(/-))  -  Xj(X,{f))  =  (X,  X,)  =^.  c,,,  X,{f) , 

1 
wo   die   Ckjs   Constanten  sind,   so  bildet  der  Inbegriff  der  oo'"-i 
eingliedrigen  Gruppen 

eine  r-gliedrige  eontinuirlichc  Gruppe,  welche  die  identische 
Transformation  enthält  und  deren  Transformationen  sich 
paarweise  als  inverse  susammenordnen,'*) 

Wenn  wir  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

X,{f)  •  ^  .  Xr{f) 

haben,  welche  den  Voraussetzungen  des  vorstehenden  Theorems  ent- 
sprechen, so  werden  wir  in  Zukunft  sagen,  dass  Xy{f)  ■  •  •  Xr{f)  eine 
r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  ja  wir  werden  auch  geradem  von  der 
r-gliedrigen  Gruppe  X^(f)  ■  •  •  Xr{f)  reden. 

§  42. 
Es  sei  X^{f)  ■  •  •  Xr(f)  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränder- 
lichen x^-  •  ■  Xn  und   Y^(f)  '  '  •  Y„,(f)   eine  m-gliedrige  Gruppe  in  den- 
selben Veränderlichen.     Die  Relationen  zwischen  den  Xk{f),  bezüglich 
den    Yi^(f)  mögen  die  Form  haben: 

X.iXj  (f))  -  Xj  (Xk(f))  =^.  c,,,  X,  (f)  =  {X,  Xj) 

m 

Y,(Y,(f))  -  Y,{Y,{n)  =^,  c-,.,  Y.if)  =  (r„  r.) 

l 

{k,  j  =  1  '  ■  •  r;    fi,  V  =  1  •  •  ■  m). 


*)  Lie,  Math.   Annalen  Bd.  8,   S.  303,   1874;    Göttinger  Nachrichten,  1874, 
S.  533  und  540;  Archiv  for  Math,  og  Naturv,  Christiania  1878. 
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Nun  kann  es  vorkommen,  dass  diese  beiden  Gruppen  gewisse 
infinitesimale  Transformationen  gemein  haben.  Nehmen  wir  an,  dass 
sie  deren  gerade  l  unabhängige  gemein  haben,  etwa: 


Ä  (f)  ^^kgxkX,{f)  =^u  h,  r,,  (0      a  = 


0, 


wo  die  gxk  und  die  hui  Constanten  bezeichnen.  Jede  andere  in  beiden 
Gruppen  enthaltene  infinitesimale  Transformation  lässt  sich  dann  linear 
aus  Z^{f)  •  '  ■  Zi{f)  ableiten.     Bilden  wir  aber  die  Ausdrücke 

so  erkennen  wir,  dass  dieselben  sich  sowohl  aus  X^{f)  •  •  •  Xr{f)  als 
auch  aus  Y^(^f)  ■  •  •  Ymif)  linear  ableiten  lassen,  dass  sie  also  den 
beiden  Gruppen  gemeinsam  sind.  Folglich  bestehen  Relationen  von 
der  Form: 

Zx{Z,{f))  ~  Z,{Zx{f))  =  (Z,  Z,)  =^,  4„Z.(/), 

1 

das  heisst  Z^  {[)'•'  ^m  if)  erzeugen  eine  m-gliedrige  Gruppe. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.  Haben  die  beiden  continuirlichen  Gruppen:  X^(f)  •  •  •  Xr(f) 
und  Yi(f)  •  •  •  Yjn(f)  in  denselben  Veränderliclien  gerade  l  und  nicht 
mehr  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein  j  so  er  sengen 
diese  Transformationen  ihrerseits  eine  l-gliedrige  contimiirliche  Gruppe. 

§  43. 

Stellen  die  Gleichungen  x/  =  fix^  ■  ■  ■  Xn ,  a^-  ■  ■  a^)  eine  Schaar 
von  oo''  Transformationen  dar  und  befriedigen  sie  ausserdem  Difi'eren- 
tialgleichunf^en  von  der  besonderen  Form 


ZjI  '^Jk{ai  •  '  '  «/■)  •  fe/  (^/  •  •  •  ^n) 


da, 
SO  sind  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

n 
^k(f)  =  2  ^*^'(^1  "  •  ■  ^'')  ^  (A  =  1  •  •   •  r), 

wie    wir    wissen,    von    einander    unabhängig,    und    ausserdem    nach 
Theorem  21,  S.  149  durch  Relationen  von  der  Form 

X,iXj(f)  -  XjiX,{f))  =  (X,  Xj)  ==^s  c,js  •  X,{f) 
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verknüpft.     Die  Schaar  der  oo^— ^  eingliedrigen  Gruppen 

^lX,(f )  +   .-.  +  l^Xrif) 

bildet  daher  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  der  identisclien  Transformation. 
Folglich  können  wir  das  Theorem  9,  S.  72  auch  so  aussprechen: 

Theorem  25.     Genügt  eine  Schaar  von  oo^  Transformationen 

^i    =  //  (^1   •  •  •  ^«  ,    «1  •  •  •  ßr)  (/  =  1  •  •  .  «) 

gewissen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

dx!        ,^-^ 

-^  =^j  ^jk  ißl-  '  •  (^r)  •  |y/(^/  •  •  •  Xn)         (*•  =  1  •  .  •  n,  A:=  1  .  .  .  r), 
1 

und  ist  üj^  •  •  •  ttr^  ein  Werthsystem  der  a,  für  welches  die  i^jk^a) 
sich  regulär  verhalten  und  ausserdem  die  Determinante 

von  Null  verschieden  ist,  so  kann  man  sich  jede  Transforma- 
tion xl.  ==  fi{x ,  a) ,  deren  Parameter  a^  •  ■  ar  in  einer  gewissen 
Umgehung  von  a^^  •  ■  ■  ar^  liegen,  dadurch  entstanden  denken, 
dass  zuerst  die  Transformation  X;  =  fi(x,  a^)  ausgeführt  worden 
ist  und  sodann  eine  ganz  hestimmte  Transformation 

r 
X'i   =  Xi  +  ^-  Ik  Iki  [X)  +  •  •  •         (i  =  1  .  . .  «) 
1 
derjenigen   r-gliedrigen    Gruppe,    ivelche   unter   den  gemachten 
Voraussetzungen  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

Xk(f)   =^>  lliix,   •■■Xn)     ^_  ik=l...r) 

erzeugt  wird. 

Das  vorstehende  Theorem  ist  besonders  dann  von  Interesse,  wenn  die 
Gleichungen  xl  =  fi(x,  a)  eine  r-gliedrige  Gruppe  darstellen,  welche  die 
identische  Transformation  wenigstens  im  Bereiche  ((rt))  nicht  enthält.  Wir 
werden  für  diesen  Fall  noch  einige  wichtige  Schlüsse  daraus  ziehen. 

Es  sei  also  Xi  =  fi{x^'  -  •  «;„,  % •  •  •  ür)  eine  r-gliedrige  Gruppe  ohne 
die  identische  Transformation,  und  es  mögen 

Xi    ^-^  / /  \X\    '  '  '  Xfi  ,    Clt    '  '  '  elf) 
Xi    / i  (Xi    '  '  '  Xn  ^    Oj   •  •  •  Or) 

nach  einander  ausgeführt  die  Transformation 

x['=  fi(Xi-  ■  -  Xm    Cj  •  •  •  Cr)   =  fi(Xi  '  ■  '  Xn,    Cp^  {ü ,   b)  ■  •  -  (pr  {fl^   b)) 

ergeben.  Dabei  liegen,  wenn  wir  die  alten  Bezeichnungen  anwenden, 
x^  •  •  •  Xn  beliebig  im  Bereiche  ((ic)),  a^  •  •  •  ar  und  b^  •  ■  •  br  im  Bereiche  ((«)), 
während  die  Lage  der  ic/,  xC  und  Ck   durch  die  angegebenen  Gleichungen 
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bestimmt  ist.  Ausserdem  bestehen  noch  Differentialgleichungen  von  der 
besonderen  Form 

*  1 

(i  =  l  ■  •  •  n,  k  =  l  ■  ■  .  r). 

'  Im  Folgenden  möge  nun  a^  •  •  ■  ttr^  und  ebenso  \^  -  -  ■  hr^  eine  be- 
stimmte Stelle  des  Bereiches  ((a))  bezeichnen  und  (pk{aP^  l^)  möge  gleich 
CjP  sein.  Dagegen  wollen  wir  unter  ä^-  •  är  eine  *  beliebige  Stelle  im  Be- 
reiche {a)  verstehen,  sodass  also  die  Gleichungen 

Xi  ==  ti  \pi  '  '  '  ^n^    6fj  •  •  •  dr) 

eine  jede  Transformation  der  vorgelegten  Gruppe  darstellen  können. 

Jede  Transformation  von  der  Form  Xi=  fi{x^  a)  kann  dadurch  er- 
halten werden,  dass  man  zuerst  die  Transformation  x/ =  fi(x^  a^)  aus- 
führt und  nachher  eine  gewisse  zweite  Transformation.  Um  diese  letztere 
zu  finden,  lösen  wir  die  Gleichungen  a;/ =  /;(ic,  a^)  nach  x^  •  •  •  x»  auf: 

Xi  =  Fi  (o;/  •  •  •  Xn\    «1^  •  •  •  ür^) 

und  setzen  diese  Werthe  der  Xi  in  Xi  =  fi  (x,  ä)  ein.  So  erhalten  wir  für 
die  gesuchte  Transformation  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

(9)  Xi  =   0i  (ic/  ■  ■  '  Xn\    äj^   '  ■  ■   är)  (^  =  1  .  .  .  «); 

wir  schreiben  darin  die  ük^  nicht  mit,  weil  wir  dieselben  als  numerische 
Constanten  betrachten  wollen. 

Die  Transformation  (9)  ist  definirt  für  alle  Werthsysteme  äk  des  Be- 
reiches (a)  und  ihr  Ausdruck  lässt  sich  über  den  ganzen  Bereich  dieser 
Werthsysteme  analytisch  fortsetzen;  das  folgt  aus  den  Voraussetzuntren 
die  wir  seinerzeit  über  die  Beschaffenheit  der  Functionen  /}  und  F^  o-e- 
macht  haben. 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  Transformationen  der  Schaar  Xi=  Oi{x\  a) 
für  gewisse  Werthe  der  Parameter  äk  der  ursprünglich  vorgelegten  Gruppe 
^i  =Ji{^x^  a)  angehören,  während  sie  dagegen  für  gewisse  andere  Werthe 
der  ak  der  Gruppe  XJ-'-Xrf  mit  der  identischen  Transformation  angehören. 

Den  ersten  Theil  der  eben  aufgestellten  Behauptung  beweisen  wir 
folgendermassen.     Wir  wissen,  dass  die  beiden  Transformationen 

Xl  =fi{x^-  '  -Xn,    <•  •  •  ar^),       Xi=fi{x^'-  -  ■  Xn,    \-  -  ■  hr) 

nach  einander  ausgeführt  die  Transformation  Xi==  fi{x,  c)  ergeben,  wo 
c*=  (pkioP-)  h)  ist;  für  \'  '  'hr  dürfen  wir  dabei  jedes  beliebige  Werth- 
System  des  Bereiches  ((a))  setzen,  während  das  Werthsystem  c^  ■  ■  •  Cr  als- 
dann im  Bereich  {a)  liegt  und  zwar  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
cj^  ■  ■  '  Cr^.  Nach  dem  Früheren  ergiebt  sich  aber  die  Transformation 
Xi  =  fi{x,  c)  auch  dann,  wenn  wir  die  beiden  Transformationen 

Xl  =  fi(x^-  •  •  Xm    «1^  •  •  •  ttr^),       Xi  =  (I>i  (ic/  •  .  •  X„\    äj  •  •  •  är) 

nach  einander  ausführen  und  dabei  äk  =  Ck  wählen.  Folglich  wird  die 
Transformation  Xi  ==  0,-  (x\  ä)  bei  der  Substitution  äk  =  (pk  (a^  b)  mit 
der  Transformation  Xi  =  fi{x\l))  identisch,  das  heisst  alle  Transformationen 
^^=  ^i(x\  ä),  deren  Parameter  äk  in  einer  gewissen,  durch  die  Gleichung 
«A;  =  ^k  [oP,  b)  definirten  Umgehung  von  Cj^  •  •  -  Cr^  liegen,  gehören  der  vor- 
gelegten Gruppe  Xi  =  fi  {x,  a)  an. 
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Um  den  zweiten  Theil  unserer  obigen  Behauptung  zu  beweisen,  er- 
innern wir  an  das  Theorem  25.  Wenn  ä^  •  •  ■  är  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  a^^  •  '  '  ür^  liegen,  so  kann  nach  diesem  Theoreme  die  Trans- 
formation Xi  =  fi{x^a)  dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zuerst  die 
Transformation 

Xi  =  fiipi '  •  ■  Xn,  «1^  •  •  •  ttr^) 

ausführt  und  sodann  eine  ganz  bestimmte  Transformation 

r 

(10)  Xi  =  x;  +^k  Xj,  ^,,  {x)  + .. . 

1 

derjenigen  r-gliedrigen  Gruppe,  welche  von  den  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen 

erzeugt  wird.  Von  früherher  (vgl.  Kap.  4,  S.  71)  wissen  wir  ausserdem 
noch,  dass  man  die  betreffende  Transformation  (lO)  findet,  wenn  man 
ä^  ■  '  '  är  in  geeigneter  Weise  ais  unabhängige  Functionen  von  X^  -  •  -  Ij. 
wählt  und  dann  durch  Auflösung  l^  -  •  -  X,.  als  Functionen  von  ä^  •  •  -  är 
bestimmt.  Auf  der  andern  Seite  erhalten  wir  aber  die  Transformation 
Xi=  fi{x^  a)  auch  dann,  wenn  wir  zuerst  die  Transformation  x-  =fi{x^  aF) 
und  nachher  die  Transformation  Xi==^  ^i{x\  a)  ausführen.  Folglich  geliört 
die  Transformation  Xi=  Oi(x\  a)  der  von  X^f-'-Xrf  erzeugten  Gruppe 
an,  sobald  das  Werthsystem  ä^  •  •  •  är  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
a^  '  •  •  cir^  liegt.  Anders  ausgedrückt:  die  Gleichungen  Xi=  Oi{x ,  a) 
gehen  in  die  Gleichungen  (10)  über,  wenn  ä^  ■  -  -  är  durch  die  vorhin  be- 
sprochenen Functionen  von  l^  •  •  -  Ir  ersetzt  werden. 

Unsere  oben  aufgestellte  Behauptung  ist  hiermit  vollständig  bewiesen. 

Die  Transformationsgleichungen  Xi  =  Oi  (x\  a)  besitzen  also  die 
folgende  wichtige  Eigenschaft:  werden  an  Stelle  der  äk  vermöge  der 
Gleichungen  äk  =  (pk{oP^  &)  die  neuen  Parameter  h^  -  •  -  Ir  eingeführt,  so 
nehmen  die  Gleichungen  Xi  =  ^i  {x\  a)  für  gewisse  Bereiche  der  Ver- 
änderlichen die  Form  Xi=  fi{x\  h)  an;  werden  dagegen  an  Stelle  der  ä/, 
die  neuen  Parameter  Aj  •  •  •  ^^  eingeführt,  so  verwandeln  sich  die  Gleich- 
ungen Xi=  0i(x\  a)  für  gewisse  Bereiche  in: 

r 
Xi  =  X.[  +^k  Ik  ^ki.  {x)  -f-   •  .  •  (j  =  1  •  .  .  n) . 

1 

Hierin  liegt  eine  wichtige  Eigenschaft  der  ursprünglich  vorgelegten 
Gruppe  xl  =  fi(x^  a).  Wenn  wir  nämlich  in  die  Gleichungen  xl  ==fi{x^  a) 
vermittelst  äk  =  (fk  (ö^^  öt)  die  neuen  Parameter  ä^  •  •  •  är  an  Stelle  der  a^- 
einführen,  so  erhalten  wir  ein  System  von  Transformationsgleichungen 
.r,'  =  0;(x^  ä),  welches  bei  Hinzunahme  seiner  aualytischen  Fortsetzungen 
eine  Schaar  von  Transformationen  darstellt,  der  alle  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  angehören. 

Wir  können  das  auch  so  ausdrücken: 
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Theorem  26.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  x/  ==  fi(x^- --Xn,  «i  •  •  •  a^), 
tvelclie  nicht  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  ist,  kann  in  folgender  Weise  aus  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
mit  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  abgeleitet 
werden:  Man  stelle  zunächst  die  Differentialgleichungen 

J^  =  yi-  %k  (a)  -^jiix)        (t  =  1 . . .  n,  A  =  1  . .  .  r) 

auf,  welche  von  den   Gleichungen  x{  ==  fi(x,  a)   befriedigt  werden, 
sodann  setze  man: 

und  bilde  die  endlichen  Gleichungen 


^i  =  Xi  +^  h  hl  (x)  + 


•  -n) 


derjenigen  r-gliedrigen  Gruppe  mit  der  identischen  Transforma- 
tion, welche  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f  •'•  Xrf  erzeugt  tvird.  Alsdann  ist  es  möglich  in 
diese  endlichen  Gleichungen  an  Stelle  von  A^  •  •  •  A^  solche  neue 
Parameter  ä^  -  •  -  är  einzuführen,  dass  die  hervorgehenden  Trans- 
formationsgleichungen 

Xi   =  0,-  (fljj  .  .  .  ic„  ,    äj^  ■  '   '  är)  (t  =  1   •  •  •  n) 

bei  analytischer  Fortsetzung  eine  Schaar  von  cjo^  Transformationen 
darstellen,  welche  alle  oo**  Transformationen  der  Gruppe 

^i   =  fi{x^-  •  '  Xn,    «1  •  •  •  ar) 

umfasst. 

§  44. 

Es  lässt  sich  ohne  Schwierigkeit  nachweisen,  dass  wirklich  Gruppen 
existiren,  welche  die  identische  Transformation  nicht  enthalten,  deren 
Transformationen  sich  auch  nicht  paarweise  als  inverse  zusammenordnen. 

Die  Gleichung 

x'  =  ax 

mit  dem  willkürlichen  Parameter  a  stellt  eine  eingliedrige  Gruppe  dar. 
Führt  man  zwei  Transformationen 

x'  =  ax,     x'  =  bx' 

dieser  Gruppe  nach  einander  aus,  so  erhält  man  die  Transformation: 

ic"=  abx, 

welche  ebenfalls  der  Gruppe  angehört.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die 
Schaar  aller  Transformationen  von  der  Form  x  =  ax,  in  welchen  der 
absolute  Betrag  von  a  kleiner  ist  als  1,  ebenfalls  eine  Gruppe  bildet. 
Offenbar  enthält  diese  Schaar  weder  die  identische  Transformation,  noch 
ordnen  sich  ihre  Transformationen  paarweise  als  inverse  zusammen. 

11* 
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Liesse  sich  daher  ein  analytischer  Ausdruck  angeben,  welcher  nur 
diejenigen  Transformationen  von  der  Form  x  ==  ax  darstellt,  bei  welchen 
der  absolute  Betrag  von  a  kleiner  ist  als  1,  so  hätten  wir  damit  eine 
endliche  continuirliche  Gruppe  ohne  die  identische  Transformation  und 
ohne  inverse  Transformationen. 

Ein  analytischer  Ausdruck  von  der  verlangten  Beschaffenheit  lilsst 
sich   nun  wirklich  angeben. 

Es  ist  bekannt,  dass  die  Function 


^' 


sich  in  der  Umgebung  von  a  =  0  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  a 
entwickeln  lässt,  welche  convergirt,  solange  der  absolute  Betrag  \a\  von 
a  kleiner  ist  als   1.     Die  betreffende  Potenzreihe  hat  die  Form: 


2r 


h^i  a^'  =  0)  (a) , 


wobei  die  7cu  ganze  Zahlen  bezeichnen,  welche  von  dem  Index  ^  abhängen. 
Deuten  wir  daher  die  complexen  Werthe  von  a  als  Punkte  einer  Ebene, 
so  ist  (o(a)  als  analytische  Function  von  a  definirt  innerhalb  des  Kreises, 
welcher  mit  dem  Radius   1   um  den  Punkt  a  =  0  beschrieben  werden  kann. 

Es  ist  ferner  bekannt,  dass  die  Function  (o(a)  für  solche  Werthe 
a,  deren  absoluter  Betrag  gleich  1  ist,  keine  Bedeutung  mehr  hat,  dass 
der  besprochene  Kreis  um  den  Punkt  a  =  0  die  natürliche  Grenze  von 
a)(«)  bildet,  über  welche  hinaus  sich  diese  Function  nicht  analytisch  fort- 
setzen lässt. 

Wir  setzen  nun  co  (a)  =  A ,  ferner  sei  |  a^  |  <  1  und  cd  (a^)  =  l^  ■  dann 
können  wir  die  Gleichung  (o{a)  =  X  nach  a  auflösen,  das  heisst,  wir 
können  u  derart  als  gewöhnliche  Potenzreihe  von  X  —  X^  darstellen,  dass 
für  X  =  X^  sich  ergiebt:  a  =  a^  und  dass  die  Gleichung  (o(a)  ==  X  bei 
Substitution  des  Ausdruckes  für  a  identisch  befriedigt  wird. 

Es  möge  sein  a  =  %{X)-  dann  ist  %(X)  eine  analytische  Function,  die 
nur  solche  Werthe  annimmt,  deren  absolute  Beträge  kleiner  als  1  sind; 
das  gilt  nicht  blos  für  das  eben  gefundene  Functionenelement,  welches  in 
der  Umgebung  von  A  =  A^  durch  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  X  —  A^' 
dargestellt  wird,  das  gilt  vielmehr  auch  für  jede  analytische  Fortsetzung 
dieses  Functionenelements. 

Setzen  wir  daher 

so  erhalten  wir  den  gewünschten  analytischen  Ausdruck  für  alle  Trans- 
formationen  x'=ax^  in   welchen   |a|  kleiner  ist  als    1.    Haben  wir  nun: 

so  ergiebt  sich: 

diese  Gleichung  aber  lässt  sich   immer  auf  die  Form 
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bringen:  es  ist  ja  \%(^i)%{h)\  <1;  setzen  wir  also  %{li)'x{h)  ^  « ,  so 
bekommen  wir  einfach:  A3  =  (o(a). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichung  'x'==%{l)-x  mit  dem  will- 
kürlichen Parameter  X  eine  Gruppe  darstellt.  Diese  Gruppe  ist  continuirlich 
und  endlich,  sie  enthält  aber  die  identische  Transformation  nicht,  auch 
ordnen  sich  ihre  Transformationen  nicht  paarweise  als  inverse  zusammen. 
Unser  Zweck:  der  Nachweis,  dass  es  Gruppen  dieser  Art  giebt,  ist  dem- 
nach erreicht.  Es  ist  überdies  leicht  zu  sehen,  dass  man  in  ähnlicher 
Weise  beliebig  viele  Gruppen  von  dieser  Beschaffenheit  bilden  kann. 

Anmerkung.  In  seinen  ersten  Untersuchungen  über  endliche  con- 
tinuirliche  Transformationsgruppen  versuchte  Lie  zu  beweisen,  dass  jede 
r-gliedrige  Gruppe  die  identische  Transformation  sowie  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  enthielte  und  von  den  letzteren  erzeugt 
würde  (vgl.  insbesondere  die  beiden  Abhandlungen  im  Archiv  for  Math, 
og  Naturvid.,  Bd.  1,  Christiania  1876).  Bald  jedoch  erkannte  er,  dass  bei 
seinem  Beweise  implicite  gewisse  Voraussetzungen  über  die  Beschaffenheit 
der  auftretenden  Functionen  gemacht  waren;  er  beschränkte  sich  in  Folge 
dessen  ausdrücklich  auf  solche  Gruppen,  deren  Transformationen  sich  paar- 
weise als  inverse  zusammenordnen  und  zeigte,  dass  jedenfalls  für  solche 
Gruppen  der  bewusste  Satz  gültig  ist  (Math.  Ann.  Bd.  16,  S.  441  ff.). 

Später,  im  Jahre  1884,  gelang  es  Engel,  eine  endliche  continuirliche 
Gruppe  zu  bilden,  welche  die  identische  Transformation  nicht  enthält  und 
deren  Transformationen  sich  nicht  paarweise  als  inverse  zusammenordnen; 
es  war  die  im  vorstehenden  Paragraphen  aufgestellte  Gruppe. 

Endlich  fand  Lie,  dass  die  Gleichungen  einer  jeden  endlichen  contiuuir- 
lichen  Gruppe  mit  r  Parametern  sich  jedenfalls  durch  Einführung  neuer 
Parameter  und  analytische  Fortsetzung  aus  den  Gleichungen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  ableiten  lassen,  welche  die  identische  Transformation  und  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  enthält,  während  ihre  endlichen 
Transformationen  sich  paarweise  als  inverse  zusammenordnen  (Theorem  26). 

§  45. 

In  Kapitel  4,  S.  75  fanden  wir,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe,  welche 
r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält,  die  Eigenschaft  be- 
sitzt, dass  sich  ihre  endlichen  Transformationen  paarweise  als  inverse 
zusammenordnen.  Andererseits  ist  am  Schlüsse  des  vorangehenden  Paragraphen 
erwähnt  worden,  dass  dieser  Satz  sich  umkehren  lässt,  dass  also  jede 
r-gliedrige  Gruppe,  deren  Transformationen  sich  paarweise  als  inverse 
zusammenordnen,  die  identische  Transformation  enthält  und  von  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird.  Wir  werden  an- 
geben, wie  sich  die  Eichtigkeit  dieser  Behauptung  einsehen  lässt. 

Die  Gleichungen 

mit  den  r  wesentlichen  Parametern  a^  •  ■  •  ar  mögen  eine  r-gliedrige  Gruppe 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  darstellen.  Durch  Auflösung 
nach  x^*  '  •  Xn  möge  sich  ergeben : 

Xi  =  Fi  (ic/  •  •  •  Xn\    a^  '  '  •  ür)  (^^==  1  •  •  •  «)• 
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Wenn    das   Werthsystem   e^  -  •  •  Sr  in   einer   gewissen    Umgebung    von 
£i  =  0,  •••  Sr=0  liegt,  so  können  wir  offenbar  die  beiden  Transformationen 

Xi   =  Fi(Xi'  "Xn\    tti  •■'  ttr) 

^i'=  fi{x^'-  'Xn,    a^+  £^,   •"  ar+  Br) 

nach  einander  ausführen  und  erhalten  dann  eine  Transformation: 

welche  ebenfalls  unserer  Gruppe   angehört   und  welche  sich  nach  Potenzen 
von  Si  '  ■    £r  entwickeln  lässt: 

'df.(x,  a)- 


(11) 


Xi       X; 


+  ■■■■ 

x—F{x',  a) 


Setzen  wir  hier  alle  Bk  gleich  Null,  so  erhalten  wir  die  identische 
Transformation,  welche  demnach  in  unserer  Gruppe  vorkommt.  Wählen 
wir  andererseits  die  s^  alle  unendlich  klein,  so  erhalten  wir  Transformationen 
unserer  Gruppe,  die  von  der  identischen  Transformation  unendlich  wenig 
verschieden  sind. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir 

(12)  L~~^""J      ""      nu{x\a), 

x=F(x',a) 

sodass  also  die  Transformationen  (ll)  die  Form 


/+^I  Bkrikiix,  a)  + 


Xi  =  Xi  -\-    >A  Bkrikiix  ,  a)  -{-  ■  '  '        (j=  1 . . .  n) 

erhalten. 

Sodann  bilden  wir  in  den  Veränderlichen  x^  •  •  •  x^   die  r  infinitesimalen 
Tran  sf ormationen 

df 


Ykf  =^i  riki  (x\  a)  K^,       (*  = 


welche  für  unbestimmte  Werthe  der  ük  sicher  von  einander  unabhängig 
sind.  Im  entgegengesetzten  Falle  gäbe  es  nämlich  r  nicht  sämmtlich  ver- 
schwindende Grössen  Qi  -  ■    Qr ,  welche  die  Gleichung 


^QkYkf^O 


identisch    befriedigten   und    dabei    nicht    von    x^  -  -  ■  Xn     abhingen;    daraus 
würden  dann  die  n  Relationen 


y^k  Qk  rjki  (x\  a)  =  0       (»;  =  1  •  ■ .  «) 


folgen  und  diese  ihrerseits  würden  bei  der  Substitution  x/  =  fi{x^^  d)  über- 
gehen in: 
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1 

solche  Relationen  können  aber  nicht  bestehen ,  weil  die  Parameter  a^-  ■  •  a,. 
nach  Voraussetzung  in  den  Gleichungen  x!  ==  fi{x^  a)  wesentlich  sind 
(vgl.  Kap.   1,  S.   13). 

Wir  schliessen  daraus ,  dass  Y^  f  •  ■  ■  Yrf  auch  dann  noch  von  ein- 
ander unabhängig  bleiben,  wenn  für  a^-  •  ■  ar  ein  bestimmtes  Werthsystem 
von  allgemeiner  Lage  eingesetzt  wird.  Ist  %  •  •  •  ä^  ein  solches  Werth- 
system, so  wollen  wir  schreiben: 

nu^p'»  ö)  =  ^h(^')5 

dann  sind  also  auch   die  r  infinitesimalen  Transformationen 


x.7=2^fe(^')g 


'  (i=l  •  •  •  r) 


von  einander  unabhängig.     Es  bleibt  übrig  zu  zeigen,  dass  unsere   Gruppe 
von  den  r  infinitesimalen  Transformationen  Xk  f  erzeugt  ist. 

Wir  führen  zwei  Transformationen  unserer  Gruppe  nach  einander  aus, 
nämlich  erstens  die  Transformation: 


Xi'=  x{  +'^  £ä nki  (*',  «)  +  ••• 

1 
und  zweitens  die  Transformation: 

r 

xr=  ^i'  +  '^^  ^k  Vki  i^'\  «)  +  ••• 


1 


Berücksichtigen  wir  wie  bisher  blos  die  Glieder  erster  Ordnung,  so  erhalten 
wir  auf  die  angegebene  Weise  die  Transformation: 

xr=  xl  +   'Sk  Ek  rjki  (x\  a)  +^  ^'^  ^ki  (^0  +  •  •  • ; 
1  1 

welche    natürlich   unserer    Gruppe    angehört   und    zwar  innerhalb  gewisser 
Bereiche  für  alle  Werthe  der  Parameter  a,  £,  d'. 

Gäbe  es  nun  unter  den  irffinitesimalen  Transformationen  Y^f---Yrf 
auch  nur  eine  einzige,  welche  von  X^' f  •  -  ■  X/ f  unabhängig  wäre,  so 
würden  die  zuletzt  geschriebenen  Gleichungen  nach  Kap.  3,  Satz  4,  S.  65 
mindestens  oo^+^  verschiedene  Transformationen  darstellen,  während  doch 
unsere  Gruppe  nur  oo^  verschiedene  Transformationen  enthält.  Folglich 
muss  sich  jede  der  infinitesimalen  Transformationen  Yk  f  aus  X^  f--  ■  Xr  f 
linear   ableiten   lass^,   welche  Werthe   auch   die   a  haben   mögen.     Durch 
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ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Kap.   2,  S.  39   erkennt  man  nunmehr,  dass 
r  Identitäten  von  der  Form 


7 

y/  f  =^J  ^jk  («!•••  ar)  •  Xj'f        ik  =  1 


bestehen,  wo  die  ^jk  sich  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ak  =  äk  regulär 
verhalten;  ausserdem  verschwindet  natürlich  die  Determinante  der  ipjk  nicht 
identisch,  sonst  wären  ja  r//"  •  •  •  Y/f  gar  keine  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen. 

Nunmehr  ist  klar,  dass  die  riki{oo\  a)  sich  folgendermassen  durch  die 
^ji(x')  ausdrücken: 

r 

1 
Erinnern  wir  uns  endlich  der  Gleichungen  (12),  welche  die  Functionen 
%i(aj',  a)  definiren,  so  erkennen  wir,  dass  die  Differentialgleichungen 

(13)  ^'=^fe(«)-fo.(x') 

1 
(t  =  l  .  .  .«,  A;  =  l  .  .  .  r) 

bei  der  Substitution  x{  =  fi(x,  a)  identisch  befriedigt  werden. 

Damit  ist  direkt  nachgewiesen,  dass  jede  Gruppe  mit  paarweise  inversen 
Transformationen  gewissen  Differentialgleichungen  von  der  charakteristischen 
Form  (13)  genügt;  es  ist  also  insofern  der  Ausgangspunkt  für  die  Ent- 
wickelungen  der  Kapitel  3  und  4  gewonnen. 

Wäre  es  nun  möcßlclt  naclizmv eisen ,  dass  die  Determinante  der  ipjk(a) 
für  die  Paramefenverthe  a^^  -  -  -  ar^  der  identischen  Transformation  einen  von 
Nidl  verschiedenen  WertJi  hat^  so  würde  aus  den  eben  angeführten  Ent- 
wicMungen  folgen,  dass  die  Gruppe  x(=fi{x,  a)  von  den  r  infinitesimalen 
Transformationen  X^f  -  ■  -  Xrf  erzeugt  ist.  Nun  aber  lässt  es  sich  der  Natur 
der  Sache  nach  nicht  beweisen,  dass  die  Determinante  2;  +  i/;^i(a^).--7|;r^(a^)  von 
Null  verschieden  ist.  Diesen  üebelstand  kann  man  folgendermassen  vermeiden: 

Man  weiss,  dass  die  Gleichungen 

r 

(14)  «.'=^.+^- £*!«(»')+••• 

1 
(»•  =  1  .  •  .  n) 

Transformationen  der  Gruppe  x[  =  fi{x,  a)  darstellen,  sobald  die  ek  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  fj  =  0,  •  •  •  £r  =  0  liegen;  man  kann  über- 
dies zeigen,  dass  man  in  dieser  Weise  alle  Transformationen  xi  =  fi(x,  a) 
erhält,  deren  Parameter  ak  in  einer  gewiesen  Umgebung  von  a^^  -  -  •  ar^ 
liegen.  Indem  man  nun  die  Gleichungen  (14)  zu  Grunde  legt,  erkennt 
man  leicht,  dass  die  x'  aufgefasst  als  Functionen  der  £  und  der  x  Differential- 
gleichungen von  der  Form; 


1  •  •  .  n,  it  =  1  •  •  .  r) 
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befriedigen ,  wo  nun  die  Determinante  der  ;f  (s)  für  £j  ==  0 ,  •  •  •  £r  =  0 
nicht  verschwindet.  In  dieser  Weise  kommt  man  schliesslich  zu  dem 
folgenden  Resultat: 

Jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  x)aanveise  inversen  Transformationen  enthält 
die  identische  Transformation  und  ausserdem  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  von  tv eichen  letzteren  sie  erzeugt  wird. 

§  46. 
Es  seien  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

Xkf=^v  ^kv  (Xi    '  -  ■  Xn)j^  (*=  1  .  .  •  r) 

1 

vorgelegt,  welche  paarweise  Relationen  von  der  Form 

(8)  X,  (X,  (/•))  -  X,  (X,  (/■))  =  (X;  X,)  =^»  Ca,  X,  (/■) 

1 
{i,k  =  l--'r) 

mit  gewissen  Constanten  C;^;«  befriedigen ,  sodass  also  nach  Theorem  24, 
S.  158  der  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen  von  der  Form 

eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet.  Wir  werden  zeigen,  dass  die  Constanten 
Ciks  in  den  obigen  Relationen  ihrerseits  durch  gewisse  Gleichungen  ver- 
knüpft sind. 

Zunächst  haben  wir  (Xi  Xk)  =  —  {X^  Xi) ,  woraus  sich  sofort 
ergiebt:  dks  =  —  Cms-  Noch  andere  Relationen  finden  wir,  wenn  die 
Zahl  r  grösser  ist  als  2.  In  diesem  Falle  besteht  nämlich  (Kap.  5, 
§  26^  S.  94)  zwischen  je  dreien  Xif,  X^f,  Xjf  der  r  infinitesimalen 
Transformationen  X^f-  •  •  Xrf  die  Jacobische  Identität: 

((X..  X,)  X,)  +  ((X, X,.)  X)  +  ((X,-  X,)  X,)  =  0      (.-,  <■, ,■  =  1 . . . .). 

Hieraus  erhalten  wir  mit  Benutzung  der  obenstehenden  Relationen 
(8)  zunächst: 

r 

2  { c*,  (X,  X,)  +  cjs  (Xs  Xi)  +  cji,  (Xs  Xi) }  =  0 

1 

und  bei  nochmaliger  Anwendung  jener  Relationen: 

^,     \^Ciks  Csjt  +  Ckjs  Csit  +  Cjis  Cskt]    Xtf=0. 
st 

Da  aber  die  infinitesimalen  Transformationen  Xrf  von  einander  unab- 
hängig sind,  so  zerlegt  sich  diese  Gleichung  in  die  r  folgenden: 

r 
(15)  ^s   f^Ciks  Csjt  +  Ckjs  Csit  +  Cji,  CskA    =  0 

1 

(^  =  l...r). 
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Also  gilt  das 

Theorem  27.'*')  Sind  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen Xi(f)  •  •  •  Xr(f)  SO  beschaffen,  dass  sie  paarweise 
Relationen  von  der  Form 

(8)  X,{Mf))  -  Z,(X,(/-))  =  (X,  X,)  ^^s  c,,,  Xs(f) 

1 

(^^*=l...r) 

mit  gewissen  Constanten  Cjjcs  befriedigen,  so  dass  also  der  In- 
begriff aller  oo^~i  eingliedrigen  Gruppen  von  der  Form 

eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet,  so  bestehen  zivischen  den  Con- 
stanten Ciks  die  nachstehenden  Relationen: 

Cikt,  +  Ckit  =  0 


(16) 


^s    I  CiJcs  Cgjt  -p  Cjcjg  Csit  "p  ^jis   ^skt  I    0 


Die  Gleichungen  (16)  sind  von  der  Zalil  der  Veränderlichen 
x^-  '  '  Xn  in  den  infinitesimalen  Transformationen  X^{f)  •  •  •  Xrif)  voll- 
ständig unabhängig.  Aus  dem  vorstehenden  Satze  können  wir  daher 
noch  Folgendes  schliessen: 

Selbst  wenn  die  Zahl  n  der  unabhängigen  Veränderlichen  x^-  •  -Xn 
ganz  beliebig  wählbar  ist,  lassen  sich  doch  nicht  zu  jedem  Systeme 
von  Constanten  Ciks^h^>s  =  'i-- •  -r)  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen 

X,{f)^'^i,,,{x,-.-Xn)^^  (*  =  l...r) 

angeben,  welche  paarweise  die  Relationen 

(X,  Xt)  =^s  Cb  X,  (/•)  fe  i  =  1  .  ■  ■  r) 

1 

befriedigen.  Zur  Existenz  derartiger  infinitesimaler  Transformationen 
ist  vielmehr  das  Bestehen  der  Gleichungen  (16)  nothwendig;  aber  es 
ist  auch  hinreichend,  wie  wir  später  sehen  werden. 


Wo  nicht  das  Gegentheil  besonders  bemerht  wird,  beschränken  wir 
uns  bei  allen  folgenden  Untersuchungen  auf  solche  r-gliedrige  Gruppen, 
welche  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 


^)  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  1,  S.  192,  Christiania  1876. 
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n 

df 


X,f=^i%u{x,---x„)£- 


enthalten  und  folglich  von  denselben  erzeugt  sind.  Dabei  berücksichtigen 
wir  stets  nur  solche  Werthsysteme  x^  •  •  -  Xn,  für  welche  sich  alle  ^u 
regulär  verhalten. 

Ferner  heben  wir  nochmals  hervor,  dass  wir  in  Zulmnft  eine 
r-gliedrige  Gruppe  mit  den  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
X^f-  ■  ■  Xrf  oft  Tiurz  als  die  Gruppe  X^f  -  -  •  Xrf  bezeichnen.  Unter  den 
verschiedenen  Formen,  welche  die  endlichen  Gleichungen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f  ■  •  •  Xrf  erhalten  können,  bezeichnen  wir  die  folgende: 

r 

X'i   =-  Xi  +^k  Ck^Mix)  H {i==l...n) 

1 

als  eine  kanonische  Form  der  Gruppe. 


Kapitel  10. 

Systeme   von  partiellen  Differentialgleichnngen ,   deren   allgemeinste 
Lösungen  nur  von  einer  endliehen  Anzahl  willkürlicher  Constanten 

abhängen. 

In  den  Veränderlichen  x^  -  •  -  Xn,  Z^-  -  -  Zm  denken  wir  uns  ein 
System  von  partiellen  Differentialgleichungen  beliebiger  Ordnung  vor- 
gelegt. Ausser  x^  •  •  -  x^  ^  ^i  •  •  •  ^m  möge  dasselbe  nur  Differential- 
quotienten von  Zi  •  ■  •  z,a  nach  x^  -  -  -  Xn  enthalten,  sodass  wir  also 
x^"-Xn  als  von  einander  unabhängig  zu  betrachten  habeu,  während 
z^'  •  •  Zm  derart  als  Functionen  von  x^  -  -  •  Xn  zu  bestimmen  sind,  dass 
das  System  identisch  befriedigt  wird. 

Unser  System  von  Differentialgleichungen  soll  nun  keineswegs 
ganz  beliebig  sein,  sondern  es  soll  gewisse  besondere  Eigenschaften 
besitzen.  Wir  wollen  annehmen,  dass  es  in  der  Form,  in  welcher  es 
vorliegt,  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt: 

Erstens.  Wenn  s  die  Ordnung  der  höchsten  in  dem  Systeme 
vorkommenden  Differeutialquotienten  ist,  so  sollen  sich  vermöge  der 
Gleichungen  des  Systems  durch  Auflösung  sämmtliche  Differential- 
quotienten s-ter  Ordnung  von  z^  •  ■  ■  Zm  nach  x^  ■  •  -  Xn  durch  die  Diffe- 
rentialquotienten erster  bis  (s  —  l)-ter  Ordnung  und  durch  z^-  -  -  Zm, 
x^'  •  '  Xn  ausdrücken  lassen.     Dagegen   soll   es  nicht  möglich  sein  auf 
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diese  Weise  sämmtliche  Differential  quo  tienten  (s  —  l)-ter  Ordnung 
durch  die  von  niederer  Ordnung  und  durch  ^i  ■  -  •  s!mj  x^  ■  -  •  x^  aus- 
zudrücken. 

Zweitens.  Durch  einmalige  Differentiation  des  vorgelegten 
Systems  nach  den  einzelnen  Veränderlichen  a.^  •  •  •  Xn  und  durch  Com- 
bination  der  erhaltenen  Gleichungen  sollen  sich  nur  solche  Relationen 
zwischen  x^  -  -  -  Xnj  ^i  •  •  •  ^m  und  den  Differentialquotienten  erster  bis 
(s  —  l)-ter  Ordnung  ergeben,  welche  bereits  aus  dem  vorgelegten 
Systeme  folgen. 

Diese  speciellen  Voraussetzungen  über  die  Form  des  vorgelegten 
Gleichungensystems  machen  wir  nur  der  Bequemlichkeit  wegen.  Selbst- 
verständlich lassen  sich  die  folgenden  Betrachtungen  überhaupt  auf 
jedes  System  von  partiellen  Differentialgleichungen  anwenden,  welches 
durch  Differentiationen  und  Eliminationen  die  eben  beschriebene  Form 
erhalten  kann. 

Aus  der  bekannten  Theorie  der  totalen  Differentialgleichungen 
ergiebt  sich  jetzt  ohne  Schwierigkeit,  dass  jedes  System  von  Differential- 
gleichungen, welches  die  vorhin  besprochenen  Eigenschaften  besitzt, 
integrabel  ist  und  dass  die  allgemeinsten  Functionen  ^^  ■  •  -  ^m  von 
x^  '  '  '  Xnf  welche  dem  Systeme  genügen,  nur  von  einer  endlichen  Anzahl 
willkürlicher  Constanten  abhäugen. 

Wir  wollen  nun  diesen  Satz  in  etwas  anderer  Weise  begründen^ 
indem  wir  das  besprochene  Integrationsproblem  auf  das  Problem  zurück- 
führen, Gleichungensysteme  zu  finden,  welche  eine  Anzahl  von  ge- 
gebenen infinitesimalen  Transformationen  gestatten;  das  letztere  Problem 
können  wir  ja  auf  Grund  der  Entwickelungen  des  Kapitels  7  sofort 
erledigen. 

Andererseits  werden  wir  auch  noch  zeigen,  dass  der  besprochene 
Satz  sich  umkehren  lässt:  wir  werden  beweisen,  dass  jedes  Gleichungen- 
system 

0fi  =  Zf^(Xi'  '  '  Xn,    a^'  '  '  ür)  (^  =  1  .  •  •  »0, 

welches  eine  endliche  Anzahl  r  von  willkürlichen  Parametern  ak  ent- 
hält, das  allgemeinste  Lösungensystem  eines  gewissen  Systems  von 
partiellen  Differentialgleichungen  darstellt. 

Für  uns  ist  dieser  zweite  Satz  der  wichtigere;  ihn  haben  wir  ja 
schon  an  früheren  Stellen  benutzt  (vgl.  die  Einleitung  S.  5,  sowie 
Kap.  2,  S.  36)  und  werden  ihn  auch  im  nächsten  Kapitel  wieder  ver- 
wenden. 

Deshalb  schien  es  wünschenswerth,  beide  Sätze  selbständig  ab- 
zuleiten, ohne  die  Theorie  der  totalen  Differentialgleichungen  herein- 
zuziehen. 
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Die  Zahl  der  Differentialquotienten  Ä;-ter  Ordnung  von  0^  •  •  •  0,n 
nach  x^  '  -  •  Xn  möge  mit  Sk  bezeichnet  werden.  Für  die  Differential- 
quotienten Ä;-ter  Ordnung  selbst  führen  wir  die  Bezeichnung  p^*)  ein, 
wo  i  die  Werthe  1,  2  •  •  •  £^.  zu  durchlaufen  hat;  doch  behalten  wir 
uns  vor,  an  Stelle  von  p^^  •  •  •  p(^'  einfach  z^-  -  -  Zm  zu  schreiben.  End- 
lich setzen  wir  noch 

sodass    also   pf)    einen    der    £a_}-i    Differentialquotienten    Qc  +  l)-ter 
Ordnung  bedeutet. 

Nach  diesen  Festsetzungen  können  wir  das  zu  untersuchende 
System  von  Differentialgleichungen  folgendermassen  schreiben: 

I  p^'^  =  P^..(x,0,p('^"-p(^-'))        (.•  =  i....,_i,j  =  i....)! 

Die  Gleichungen  W^  =  0,  •  •  •  Wq  =  0  setzen  wir  hier  als  von 
einander  unabhängig  voraus.  Die  nsg—i  Gleichungen  pfr~'^^  =  F.. 
sind  allerdings  von  den  W=  0  unabhängig  aber  nicht  unter  einander, 
weil  nämlich  die  n  £s—i  Ausdrücke  pj.*~^^  nicht  lauter  verschiedene 
Differential quotienten  s-ter  Ordnung  darstellen.  Aber  für  das  Folgende 
ist  die  obige  Schreibweise  bequemer,  als  wenn  wir  das  Gleichungen- 
system (1)  in  der  Form: 

geschrieben  hätten. 

Unser  Gleichungensystem  (1)  hat  nun  nach  Voraussetzung  die 
Eigenschaft,  bei  einmaliger  Differentiation  nach  den  x  keine  neuen 
Relationen  zwischen  den  x,  ^,  p^^^  •  •  •  p^*"^)  zu  liefern.  Alle  Rela- 
tionen zwischen  den  Xy  0,  p^^^  •  •  •  p^^~^\  welche  sich  bei  einmaliger 
Differentiation  von  (1)  ergeben,  müssen  also  eine  Folge  von  W^  =  0, 
•  •  •  Tf j  =  0  sein. 

Offenbar  finden  wir  die  betreffenden  Relationen,  wenn  wir  (1) 
nach  jeder  der  n  Veränderlichen  x^-  -  •  Xn  differentiiren  und  sodann 
alle  Differentialquotienten  von  (5  4-l)-ter  Ordnung  wegschaffen  und 
alle  von  s-ter  Ordnung  durch  ihre  Werthe  aus  (1)  ersetzen. 

Durch  Differentiation  von  W],  =  0  und  nachherige  Elimination 
der  Differentialquotienten  s-ter  Ordnung  bekommen  wir  die  Gleichungen 
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^W,        ^         dW.        ^         dW, 


+2^-^->"'  ^^>  +2'-  ^•■'  ^«  =  0 

1  ^^  1 

(A  =  l  •  .  •?,  v  =  l  •  •  •  n). 

Dieselben  sind  nach  dem  Obigen  eine  Folge  von  Wi=0,-'  W^  =  0. 
Mit    andern  Worten:    das   Gleichungensystem    W^  =  0,  -    ■  Wq  ==  0  in 

den    Veränderlichen  x,  z,  p^^^  •  •  ■  _p^*~^^    gestattet    die    n   infinitesimalen 
Transformationen : 


(2) 


1 


(r-  =  1  .  .  .  n) 

in  denselben  Veränderlichen  (vgl.  Kap.  1,  S.  109). 

Differentiirt  man  andererseits  die  Gleichungen  p^^~^^  =  P,/  nach 
Xv  nnd  eliminirt  sodann  alle  Differential quotienten  5-ter  Ordnung,  so 
bekommt  man: 

Aus  diesen  Gleichungen  sind  jetzt  noch  alle  Differentialquotienten 
(s-j-l)-ter  Ordnung  wegzuschaffen.  Man  erkennt  leicht,  dass  sich 
dabei  nur  die  folgenden  Relationen  ergeben: 

(3)  a(P(;)-i^,(P..)  =  0 

{v,j=.l  •  •  -n,    1  =  1...  c^._i), 

welche  also  ebenfalls  eine  Folge  von  Tf"i  =  0,  •  •  •  Wq  =  0  sein  müssen. 

Hiermit  sind  die  in  der  Einleitung  geforderten  Eigenschaften  des 
Systems  (1)  analytisch  formulirt. 

Denken  wir  uns  jetzt  irgend  ein  Lösungensystem 

der  Differentialgleichungen  (1)  vorgelegt.  Durch  Differentiation  des- 
selben erhalten  wir  die  p^^^  •  •  -  p^'-^\  p^'^  als  Functionen  von  x^  ■  ■  -  Xn 
dargestellt: 

|,a)  =  gf  (^,  •  .  .  ^„),  •  •  •  p^  =  cf^  (^1  •  •  •  X.),  i>t^  =  ^^ 
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und  wenn  wir  diese  Ausdrücke  sowie  die  Ausdrücke  für  ^^  •  •  •  ^„^  in 
die  Gleichungen  (1)  einsetzen,  so  bekommen  wir  natürlich  lauter 
Identitäten.  Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Gleichungen  W^^  =  0, 
...  Wq  =  0  ihrerseits  bei  der  Substitution 

(4)       Z,,  =  (p^  {X,---  Xn) ,   P^f  =  (pf  (^1  •  •  •  ^n);  •  •  •  P^-^^  =  (p\^^  {X^--'  Xn) 

{^  =  1-  ..m,ij^=l..  -E^) 

sich  in  Identitäten  verwandeln;  das  können  wir  offenbar  auch  folgender- 
massen  ausdrücken:  das  Gleichungensystem  (4)  umfasst  die  Gleichungen 
TFi  =  0,  •  •  •  TT,  =  0. 

Wir  behaupten  ferner,  dass  das  Gleichungensystem  (4)  die  oben 
besprochenen  infinitesimalen  Transformationen  ^J-  •  •  ^^f  gestattet. 

In  der  That,  es  verschwinden  zunächst  alle  Ausdrücke 


\^h—2  ^h-2  j  ^h—2'-  dx., 


^^  ==  9^/0  i^j')  =  9^^^  •  •  •  p^!^  =  9>r!^  p^r'\ 


vermöge  (4),  denn  die  Gleichungen  (4)  sind  ja  aus  ^^, — 9^// =  0  durch 
Differentiation  nach  x^  -  -  •  Xn  hervorgegangen.   Aber  auch  die  Ausdrücke 

verschwinden  vermöge  (4),  denn  die  Gleichungen 

werden  ja,  wie  schon  oben  gesagt,  durch  die  Substitution 

dx^ 
identisch  befriedigt. 

Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Denken  wir  uns  jetzt  umgekehrt  ein  Gleichungensystem  von  der 
Form  (4)  vorgelegt,  über  welches  wir  weiter  Nichts  wissen,  als  dass 
es  die  infinitesimalen  Transformationen  ^^^f - -- Slnf  gestattet  und  die 
Gleichungen   Tfj  =  0,  •  •  •  TT^  =  0  umfasst. 

Offenbar  entstehen  die  betreffenden  Gleichungen  (4)  alle  aus  den 
Gleichungen  0^  =  (p^,  durch  Differentiation  nach  x^-  •  ■  Xn.  Da  ausser- 
dem unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Gleichungen 


s^l  V  0  x^ 


0 
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eine  Folge  von  (4)  sind  und  die  Gleichungen  TTj  =  0,  •  •  •  Wq  =  0 
ebenfalls,  so  wird  das  Gleichungensystem  (1)  identisch  befriedigt, 
wenn   man    die    Substitution    (4)    darauf   ausführt   und    sodann    noch 

P\l  ^^  ==  ~^x —    ^^*^^'      ^^^^    stellen    die    Gleichungen    ^^  ==  g?^    ein 

Lösungensystem  der  Differentialgleichungen  (1)  dar. 

Wir  ersehen  hieraus:  jedes  Lösungensystem  0^^=  (p^  der  Differen- 
tialgleichungen (1)  liefert  ein  ganz  bestimmtes  Gleich ungensystem  von 
der  Form  (4),  welches  die  infinitesimalen  Transformationen  Sl^f-"Slnf 
gestattet  und  die  Gleichungen  W^  ==  0,  •  -  -  Tf ^  =  0  umfasst;  um- 
gekehrt liefert  jedes  Gleichungensystem  von  der  Form  (4),  welches 
die  eben  angegebenen  Eigenschaften  besitzt,  ein  ganz  bestimmtes 
Lösungensystem  der  Differentialgleichungen  (1).  Folglich  ist  das 
Prohlem,  alle  Lösungensysteme  der  Differentialgleichungen  (1)  zu  be- 
stimmen, äqiiivalent  mit  dem  Problem,  alle  Gleichungensystemc  von  der 
Form  (4)  zu  bestimmen,  welche  die  infinitesimalen  Transformationen 
Sl^f'--  Slnf  gestatten  und  ausserdem  die  Gleichungen  ]y^  =0,  •  •  •  Wq  =  0 
umfassen.  Kennt  man  die  allgemeinste  Lösung  des  einen  dieser  beiden 
Probleme,  so  ist  zugleich  die  allgemeinste  Lösung  des  andern  gegeben. 

Dieses  neue  Problem  können  wir  aber  auf  Grund  der  Entwickelunsen 
in  Kap.  7,  S.   118  ff.  erledigen. 

Nach  Kapitel  7,  Satz  5,  S.  118  gestattet  jedes  der  gesuchten 
Gleich ungensysteme  mit  ^^f  •  -  ■  Slnf  zugleich  auch  alle  infinitesimalen 
Transformationen  von  der  Form  Slr{^j(f))  —  Slj{Sl^(f)).  Durch  Aus- 
rechnung ergiebt  sich: 

i^.(5^,(0)-ß,(5^.(/•))=^{i^.(J^,)-^,(P,,))  ^L^^   k.  =  i....). 

denn  die  Ausdrücke 

verschwinden  sämmtlich  identisch,  so  lange  Je  kleiner  ist  als  s—1. 
Nun  aber  haben  wir  oben  gesehen,  dass  die  Gleichungen  (3): 

Sl,{Pij)-Slj(P,,)  =  0 
eine  Folge  von    W^^  =  0,  -  -  •  Wq  =  0  sind.    Folglich  bestehen  für  die 
Werthsysteme    Xj  z,  p^^^  •  •  •  ^)(«— i)    des    Gleichungensystems     W^  =  0, 
.  . .  Wq  =  0  Relationen  von  der  Form: 

n 
1 

wo  die  Functionen  Orje  alle  gleich  Null  sind  und  sich  also  für  die 
Werthsysteme  von    W^  ==  0,  -  -  -  Wq  =  0  sicher  regulär  verhalten. 


r 
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Ausserdem    ist    noch    hervorzuheben,    dass    unter    den    w-reihigen 
Determinanten  der  Matrix: 

10-0  i^W    .   p(.-2)     p       .    p 


0  0-1   a/0)  .  ]ß-'-)    P     .  P 

eine  den  Werth  1  besitzt  und  demnach  von  keinem  der  gesuchten 
Gleichungensysteme  zum  Verschwinden  gebracht  werden  kann. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  wir  den  speciellen  Fall  vor  uns  haben, 
dessen  Erledigung  durch  das  Theorem  19  in  Kap.  7,  S.  132  gegeben 
ist.  Mit  Hülfe  dieses  Theorems  können  wir  überhaupt  alle  Gleichungen- 
systeme aufstellen,  welche  ßi/"- ••  ii«/"  gestatten  und  die  Gleichungen 
W^  =  0,  •  •  '  Wq  =  0  umfassen.  Es  hat  keine  Schwierigkeit  darunter 
diejenigen  Gleichungen  Systeme  anzugeben,  welche  die  Form  (4)  er- 
halten können. 

Aus  einem  Gleichungensysteme,  welches  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen ^i/"- ••  ß„/*  gestattet,  lässt  sich  niemals  eine  Relation 
zwischen  den  Veränderlichen  x^--'Xn  allein  ableiten.  Das  ergiebt  sich 
aus  dem  angezogenen  Theoreme  und  lässt  sich  auch  leicht  direkt  ein- 
sehen. Es  ist  demnach  möglich,  die  Gleichungen  TFi=0,  •  •  •  Wq==0 
nach  q  unter  den  £^  +  f^  -| -f-  £^_^  Grössen  0,  _p(i)  •  •  •  p(^-i)  auf- 
zulösen. Wenn  wir  das  thun,  bekommen  wir  q  von  den  2J  Sk  Ver- 
änderlichen ^,  j)(i)  •  .  •  y*-i)  durch  die  U  Sk  —  q  übrigen  und  durch 
Xj^  •  -  •  Xn  ausgedrückt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  die  verkürzten  infinitesi- 
malen Transformationen  bilden,  von  welchen  in  jenem  Theoreme  die 
Rede  ist.  Wir  erhalten  dieselben,  wenn  wir  aus  SlJ-'-Slnf  alle 
Glieder  mit  Dififerentialquotienten  von  /'  nach  jenen  q  unter  den  Ver- 
änderlichen ^,  p(i)  •  •  •  j)(^-i)  weglassen  und  sodann  in  den  übrig 
bleibenden  Gliedern  jene  q  Veränderlichen  durch  ihre  Ausdrücke  als 
Functionen  der  Z  Sk  —  q  übrigen  und  der  x  ersetzen. 

Die_so  erhaltenen  n  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen, 
welche  ii^/"-  •  •  Sl^f  heissen  mögen,  enthalten  7t  —  q -{-  H Sk  unabhängige 
Veränderliche  und  stehen  ausserdem  nach  jenem  Theoreme  paarweise 
in  der  Beziehung: 

M^jif))   -  ^j{^v(f))  =  0  iv,J=l  .  .  -n)  . 

_  Folglich  ^ilden  die  n  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
^if==0,---Slnf=0  ein  w-gliedriges  vollständiges  System  mit 
Usk  —  q  unabhängigen  Lösungen:  u^,  u^  -  •  -  u^s^^-q.  Sind  diese 
Lösungen  bestimmt,    so    lassen    sich    sofort   alle    Gleichungensysteme 
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angeben,  welche  die  infinitesimalen  Transformationen  ^^f  ■  ■  ■  ^„f  ge- 
statten und  die  Gleichungen  PF^  =  0,  •  •  •  Wq  =  0  umfassen.  Die 
allgemeine  Form  eines  derartigen  Gleichungensystems  ist:  W^  ==  0, 
•  •  •  Wq  =  0  mit  beliebigen  hinzutretenden  Relationen  zwischen  den 
2^  e]c  —  q  Lösungen  u. 

Nun  aber  kommt  es  uns  nicht  auf  alle  Gleichungensysteme  dieser 
Art  an,  sondern  nur  auf  diejenigen,  welche  auf  die  Form  (4)  gebracht 
werden  können.  Jedes  Gleichungensystem  von  dieser  Beschaffenheit 
enthält  gerade  Z Ej,  unabhängige  Gleichungen,  es  kann  daher  die  Form 
erhalten  : 

(5)  TFi  =  0,  •  •  •  Wq  =  0,  u^=a^,-  •  ■  u^.^^q  =  a^,^_q, 

wo  die  a  Constanten  bezeichnen.  Aber  jedes  Gleichungensystem  von 
der  eben  angegebenen  Form  lässt  sich  nach  den  Z  S],  Veränderlichen 
z ,  p'^'^^  '  ■  '  p^'-'^'^  auflösen,  denn  es  gestattet  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen Sl^f  -  '  '  ^nf  und  kann  daher  keine  Relation  zwischen 
x^'  ■  '  Xn  allein  zur  Folge  haben.  Führen  wir  die  betrefi'ende  Auf- 
lösung aus,  so  bekommen  wir  ein  Gleichungensystem 

■z^  =  Z^(x,-  "  Xn,  a^j  a^"  ■),  p^^^  =  Ilj^^ (^i  •  •  •  Xn,  «1,  a.  •  •  •), 
(5')  •  •  •  p<f-^^  =  Hi^^  (x^--  ■  Xn,  «1,  «2  •  •  •) 

welches  allen  gestellten  Forderungen  genügt:  es  gestattet  die  infini- 
tesimalen Transformationen  ^^f  -  •  •  P^nfj  es  umfasst  die  Gleichungen 
TTi  =  0,  •  •  •  Wq  =  0  und  es  besitzt  die  Form  (4).  Wenn  wir  nun- 
mehr die  U  Sk  —  q  Constanten  a  als  willkürliche  Constanten  betrachten, 
so  haben  wir  offenbar  das  allgemeinste  Gleichungensystem  von  der 
verlangten  Beschaffenheit. 

Hieraus  folgt  nach  dem  früher  Gesagten,  dass  die  Gleichungen 

(6)  z^u  ==  Z/,i{x^  ■  •  '  Xnf  a^^  a2  ■  •  ')       (^  =  i  •  •  •  »o 

ein  Lösungensystem  der  Differentialgleichungen  (1)  darstellen  und 
zwar  das  allgemeinste  Lösuugensystem.  Wir  behaupten  nun,  dass  in 
diesem  Lösungensysteme  die  2J  Sk  —  q  willkürlichen  Constanten  a 
sämmtlich  wesentlich  sind. 

Zum  Beweise  unserer  Behauptung  erinnern  wir  daran,  dass  die 
Gleichungen  (5')  aus  den  Gleichungen  z^^i  =  Z^^  durch  Differentiation 
nach  x^-  •  ■  Xn  erhalten  werden  können,  vorausgesetzt,  dass  die  jp(^^ ,  p^^^  •  •  • 
wieder  als  Differentialquotienten  der  z  nach  den  x  aufgefasst  werden. 
Wären  nun  die  2J  Sk  —  q  Parameter  a  in  den  Gleichungen  (6) 
nicht  wesentlich,  so  Hesse  sich  die  Zahl  der  Parameter  durch  Ein- 
führung geeigneter  Functionen  von  ihnen    erniedrigen.     Damit  würde 
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aber  nach  dem  Vorhergehenden  zugleich  die  Anzahl  der  Parameter  in 
den  Gleichungen  (5')  erniedrigt,  was  unmöglich  ist;  denn  die  Gleich- 
ungen (o)  lassen  sich  auf  die  Form  (5)  bringen,  woraus  unmittelbar 
hervorgeht,  dass  die  Parameter  a  in  (5')  sämmtlich  wesentlich  sind. 
Das  ist  ein  Widerspruch,  also  ist  die  vorhin  gemachte  Voraussetzung 
falsch  und  die  Parameter  a  sind  auch  in  den  Gleichungen  (6)  sämmt- 
lich wesentlich. 

Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  1.  Besitzt  ein  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
s-ter  Ordnung  von  der  Form: 

die  Eigenschaft,  dass  alle  Differentialquotienten  s-ter  Ordnung  der  z  nach 
den  X  durch  die  Differentialquotienten  niedrigerer  Ordnung,  durch  s^  •  ■  •  z,n 
und  x^-  '  •  Xn  ausgedrückt  werden  können,  während  das  entsprechende  jeden- 
falls nicht  für  alle  Differentialquotienten  (s  —  l)-ter  Ordnung  gilt,  liefert 
aussmrlem  das  System  hei  einmaliger  Differentiation  nach  den  x  nur  solche 
Relationen  zwischen  x^  ■  -  -  Xn,  z^  -  ■  •  Zm  und  den  Differentialquotienten 
erster  bis  (s  —  l)-ter  Ordnung,  welche  aus  dem  Systeme  selbst  folgen,  so 
enthalt  das  allgemeinste  Lösungensystem 

^u  =  (p^i  (X^   •  -  ■  Xn)  (^'  =  1  •  •  •  m) 

des  betreffenden  Systems  von  Differentialgleichungen  nur  eine  endliche  An- 
zahl von  willkürlichen  Constanten.  Die  Zahl  dieser  willkürlichen  Con- 
stanten ist  gleich  f^  +  £^  -f- [_  £^_^  -^  q^  ^o  mit   e^  die   Zahl   der 

Differentialquotienten  k-ter  Ordnung  von  z^  •  -  -  Sm  nach  x^  •  •  •  Xn  bezeichnet 
ist  und  mit  q  die  Anzahl  der  unabhängigen  Relationen,  tvelche  das  be- 
treffende System  zwischen  x^  •  ■  -  Xn,  z^  -  ■  •  Zm  und  den  Differentialquotienten 
erster  bis  (s  —  lyter  Ordnung  liefert.  Das  allgemeinste  Lösungensystem 
^/<  =  9,"  selbst  findet  man  durch  Lntegration  eines  n-gliedrigen  vollständigen 
Systems  in  oi  —  q  -\-  s^  -{-  ■  •  •  -{-  £,_i  unabhängigen  Veränderlichen. 

Beim  Beweise  des  vorstehenden  Satzes  dachten  wir  uns  die  Gleich- 
ungen W^  =  0,  •  .  •  Wq  =  0  nach  q  von  den  Grössen  z,  p^^^  •  •  -  p('-^^ 
aufgelöst.  An  und  für  sich  ist  es  ja  vollständig  gleichgültig,  nach 
welchen  unter  diesen  Grössen  aufgelöst  wird;  da  nun  aber  die  Gleich- 
ungen Tfj  =  0,  •  .  •  Wq=  0  Differentialgleichungen  sind  und  die 
jp(i)^  p(2)  .  .  .  Differentialquotienten  bezeichnen,  so  ist  es  zweckmässig, 
die  besprochene  Auflösung  in  einer  besonderen  Weise  durchzuführen, 
welche  wir  jetzt  auseinandersetzen  wollen. 

Zunächst  eliminiren  wir  aus  den  Gleichungen  TF^  =  0,  •  •  •  Wq  =  0 
alle   Difi'erentialquotienten  2^^l\  P^^^  •  '  '  p^'~^^',   dann    erhalten   wir  etwa 

12* 
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1^0  unabhängige  Gleichungen  zwischen  den  x  und  z  allein  und  können 
daher  v^  von  den  ^  als  Functionen  der  e^~  v^=  m  —  v^  übrigen  und 
der  X  darstellen. 

Die  Ausdrücke  für  diese  v^  Grössen  z  setzen  wir  in  die  Gleich- 
ungen TTj  =  0,  •  •  •  Tf^  =  0  ein,  welche  sich  nunmehr  auf  q_  —  v^  von 
einander  unabhängige  reduciren.  Aus  diesen  q_  —  v^  Gleichungen 
scha£Pen  wir  sodann  alle  Differentialquotienten  ^'2)  .  .  .  ^c-i)  f^j.^  ^^^ 
bekommen  so  etwa  v^  von  einander  unabhängige  Gleichungen,  ver- 
mittelst deren  wir  v^  von  den  Grössen  p^^'  durch  die  Cj  —  v^  übrigen, 
durch  jene  e^  —  v^  von  den  z  und  durch  x^--  -  Xn  ausdrücken  können. 

Wenn  wir  in  der  beschriebenen  Weise  fortfahren,  so  wird  schliess- 
lich das  Gleichungensystem  TFi  =  0,  •  •  •  TT^  =  0  aufgelöst  und  zwar 
nach  je  V),  von  den  f^  Differentialquotienten  p(^">,  unter  Iz  eine  beliebige 
unter  den  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  s  —  1  verstanden.  Dabei  sind  jedesmal 
die  betreffenden  vi,  unter  den  j)(^')  ausgedrückt  durch  die  bj,  —  Vk  übrigen, 
durch  gewisse  von  den  Differentialquotienten  niedrigerer  Ordnung: 
y^— 1)  .  .  .^(1)^  ^(0)  uji(j  (jurch  die  x.  Die  Summe  v^-\-  v^-\-  -•  -  -{■  Vs-i 
hat  natürlich  den  Werth  q:  Endlich  lässt  sich  zeigen,  dass  Vk  stets 
kleiner  ist  als  £k.  Zunächst  ist  nämlich  Vs-i  sicher  kleiner  als  f^-i, 
weil  wir  vorausgesetzt  haben,  dass  sich  aus  unserem  Systeme  von 
Differentialgleichungen  nicht  alle  Differentialquotienten  (s  —  l)-ter  Ord- 
nung durch  diejenigen  niedrigerer  Ordnung  und  durch  die  x  ausdrücken 
lassen.  Wäre  aber  irgend  eine  andere  der  Zahlen  Vk  gleich  f^,  so 
hätten  wir: 


pf  =  Fi  (x,  z,  p(i) .  •  .  p(^'-i)) 


k  , 


da  nun  das  Gleichungensystem  TF^  =  0,  •  •  •  Tf^  =  0  die  infinitesimalen 
Transformationen  ^J-  ••  iß;^/' gestattet,  so  müssten  auch  alle  Gleichungen 

eine  Folge  von  T'F^  =  0,  •  •  •  W^  =  0  sein,  es  wäre  also  auch  Vk-\-i  =  f^+i, 
ebenso  n_f-2  =  £k-\-2f  •  •  •  Vg—i  =  £,_i,  was  nach  dem  vorhin  Gesagten 
unmöglich  ist. 

Haben  wir  einmal  die  Gleichungen  TT^  =  0,  •  •  •  Wq  =  0  auf- 
gelöst, so  ist  damit  zugleich  auch  das  System  der  DiÖerentialgleich- 
ungen  (1)  in  einer  ganz  bestimmten  Weise  aufgelöst,  nämlich  nach  je 
Vk  von  den  Sk  Differential quotienten  Z;-ter  Ordnung,  unter  h  eine  be- 
liebige der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  s  verstanden.  Dabei  ist  Vk  immer  kleiner 
als  Bky  nur  Vs  ist  gleich  f«.  Die  Vk  Differentialquotienten  7c-ter  Ord- 
nung sind  jedesmal  ausgedrückt  durch  die  £k  —  Vk  übrigen  von  /c-ter, 
durch  die  von  niedrigerer  Ordnung  und  durch  die  x. 
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Kennt  man  alle  Zahlen  s^  und  Vk,  so  kann  man  unmittelbar  die 
Anzahl  der  willkürlichen  Constanten  in  dem  allgemeinsten  Lösungen- 
system der  Differentialgleichungen  (1)  angeben.  Diese  Anzahl  ist  ja 
nach  dem  obigen  Satze  gleich: 

^0  +  ^1  H h  f*-i  —  Q'  =  (^0  —  ^o)  +  («1  —  ^i)  H h  i^s-i  —  Vs-i). 

§  48. 
Es  sei  jetzt  umgekehrt  ein  Gleichungensystem   von  der  Form 

(7)  z^,  =  Z^,  {x^-  '  -  Xn,  a^-  •  ■  ar) 

(,«  =  !•••  m) 

vorgelegt,  in  welchem  x-^-  -  -  Xn  als  unabhängige  Veränderliche  auf- 
zufassen sind  und  a^- '  •  ar  als  willkürliche  Parameter.  Die  r  Parameter 
«1  •  •  •  ürj  deren  Zahl  endlich  ist,  mögen  sämmtlich  wesentlich  sein. 

Wir  werden  zeigen,  dass  es  ein  von  a^-  -  -  ar  freies  System  von 
partiellen  Differentialgleichungen  giebt,  dessen  allgemeinste  Lösungen 
eben  durch  die  Gleichungen  (7)  dargestellt  werden. 

Lidem  wir  die  Gleichungen  (7)  nach  x^  -  -  -  Xn  differentiiren,  er- 
halten wir  der  Reihe  nach  Gleichungen  von  der  Form: 

C^i)  pT  =  ^P  (^1  •  •  •  ^n,  dl'-  a,)       0=i-  ••  e.) 

(7^)  :^  =  Zf)  (^1  .  .  .  Xn,  a,---  ar)        i^=  i  •  •  -.) 

und  so  weiter. 

Nun  lassen  sich  vermittelst  der  Gleichungen  (7)  eine  gewisse  An- 
zahl, etwa  ^Qj  von  den  a  durch  die  r  —  ^q  übrigen,  durch  die  x  und  die  s 
ausdrücken.  Nehmen  wir  die  Gleichungen  (7)  und  (7^)  zusammen,  so 
können  wir  fi^  +  ^^  von  den  a  durch  die  r  —  ^^  —  ^^  übrigen,  durch 
die  p^^\  ß  und  die  x  ausdrücken.  Nehmen  wir  überhaupt  die  Gleich- 
ungen (7),  (7i)  •  •  •  (7;fc)  zusammen,  so  können  wir  f*o  +  i^-i  +  •  *  *  +  f*yt 
von  den  Grössen  a  durch  die  r  —  ft^  —  •  •  —  ^a:  übrigen  und  durch 
die  y*),  j)^^~^)  •  •  •p(^),  z,  X  ausdrücken.  Hierbei  sind  [n^y  ^i  '  '  '  voll- 
kommen bestimmte  positive  ganze  Zahlen. 

Die  Summe  f*o  +  /^i  +  '  *  '  +  f^-^t  ^^^  natürlich  höchstens  gleich  r; 
ferner  ist  die  Zahl  ^^  jedenfalls  verschieden  von  Null,  weil  wir  r  grösser 
als  Null  voraussetzen  können.  ^Folglich  muss  es  eine  endliche  ganze 
Zahl  s  ^  1  geben  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  zwar  fiQ,  ^i  •  • '  ^s—i 
sämmtlich  von  Null  verschieden  sind,  dass  aber  die  Zahl  ^s  verschwindet. 
Werden  dann  aus  den  Gleichungen  (7),  (7j)  •  •  •  (75_i)  die  bewussten 
von  den  Grössen  a^  -  •  •  ar  bestimmt  und  deren  Werthe  in  die  Gleichungen 
(7,)  eingesetzt,  so  ergeben  sich  lauter  von  a^  -  •  •  ür  freie  Gleichungen ; 
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denn  im  entgegengesetzten  Falle  liessen  sich  aus  den  Gleichungen  (7), 
C^i)  •  •  •  Os)  mehr  als  ^^  +  •  •  -j-  ^^_^  von  den  Grössen  a  bestimmen,  es 
wäre  also  ^,  >  0,  was  nach  dem  Obigen  nicht  der  Fall  ist. 

Wir  erhalten  demnach  aus  den  Gleichungen  (7),  (7J  •  •  •  (7,)  durch 
Elimination  von  a^  -  -  •  ar  folgende  Gleichungen: 

erstens  f,  Gleichungen,  welche  alle  f,  Differentialquotienten  p(*) 
durch  die  p(*-i)  •  •  •  p(i),  ^,  x  ausdrücken  und 

zweitens  noch  £,  -  ^^  +  f^  _  ^^  _^ ^  ,^_^  _  ^_^  ^^^^  ^^^^_ 

ander  unabhängige  Gleichungen  zwischen  den  x,  z,  y)  •  •  .p(«-i). 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  das  so  gefundene  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen 5-ter  Ordnung  alle  Eigenschaften  besitzt,  welche  in 
Satz  1,  S.  179  den  Differentialgleichungen  Fa  (x,  z,  ||  •  •  •)  =  0  zu- 
geschrieben werden. 

In  der  That  alle  e,  Differentialquotienten  s-ter  Ordnung  sind 
Functionen  derjenigen  von  niedrigerer  Ordnung  und  der  x-,  für  die 
Differentialquotienten  (s  -  l)-ter  Ordnung  gilt  jedoch  das  entsprechende 
nicht,  weil  nämlich  die  oben  besprochene  Zahl  ^,_i  von  Null  ver- 
schieden ist.  Endlich  ergeben  sich  auch  durch  Differentiation  nach 
den  X  und  durch  Combination  der  erhaltenen  Gleichungen  nur  solche 
Relationen  zwischen  den  x,  2,  ]_P^  •  •  •  pC'-D,  welche  aus  den  obigen 
folgen.  Die  Gleichungen  (7),  {!,)  •  •  •  (7,_i)  und  die  daraus  folgenden 
sind  ja  die  einzigen  endlichen  Relationen,  durch  welche  die  Grössen 
«1  •  •  •  ar,  X,  ^,_p(i)  .  .  .^(^-1)  verknüpft  sind;  wenn  wir  daher  die  a  elimi- 
niren,  so  erhalten  wir  die  einzigen  endlichen  Relationen,  welche 
zwischen  den  x,  z,  i^  ■  •  -y^-D  bestehen,  nämlich  die  oben  erwähnten 
^0  —  ^0  +  •  •  •  +  ^s-i  —  ^s—1  Relationen. 

Auf  unser  System  von  Differentialgleichungen  5-ter  Ordnung  lässt 
sich  also  der  schon  erwähnte  Satz  1,  S.  179  ohne  Weiteres  anwenden. 
Die  damals  definirten  Zahlen  Vk  sind  gleich  £,,  —  ^^  und  die  damals 
definirte  Zahl  q  hat  daher  im  gegenwärtigen  Falle  den  Werth 

^0  —  ^0  +  • h  £s-l   —  ^s-lf 

folglich  enthält  das  allgemeinste  Lösungensystem  unserer  Differential- 
gleichungen gerade  ^o  +  i^^i  H 1-  fis-i  willkürliche  Constanten.    Da 

nun  andererseits  die  Gleichungen  (7)  auch  ein  Lösungensystem  unserer 
Differentialgleichungen  darstellen  und  zwar  eines  mit  den  r  wesent- 
lichen Parametern  a^  -  ■  •  ar  als  willkürlichen  Constanten,  so  muss  die 
Zahl  ^Q  -f  .  .  .  -j-  ^^_j^  welche  höchstens  gleich  r  ist,  gerade  gleich  r 
sein.  Mit  anderen  Worten:  das  Gleichungensystem  (7)  stellt  das  all- 
gemeinste Lösungensystem  unserer  Differentialgleichungen  dar. 


Ueber  gewisse  partielle  Differentialgleichungen  höherer  Ordnung.        183 

Wir  haben  somit  den 

Satz  2.  Sind  ^i  •  •  •  Zm  gegebene  Functionen  der  Veränderlichen 
x^-  •  •  Xn  und  einer  endlichen  Anzahl  von  Parametern  a^  •  •  -  ari 

z^i  =  Z^,  (iz^i  •  •  •  Xn^  «1  •  •  •  «r)       C«  =  1  •  •  • «), 
so  gieht  es  stets  ein  integrdbles  System  von  partiellen  Differentialgleich- 
ungen ^  welches  die  0  als  Functionen  der  x   bestimmt  und  dessen   allge- 
meinste Lösungen  eben  durch  die   Gleichungen  ^^<  =  Z^^  {x,  a)  dargestellt 
iverden. 

Verbinden  wir  diesen  Satz  mit  dem  Satze  1,  S.  179,  so  erhalten 
wir  sofort  den 

Satz  3.  Ist  ein  integrdbles  System  von  partiellen  Differentialgleich- 
ungen 

i^„(a;,  .••a;„,s,..-5,„,||---|^,---)  =  0        (.  =  ..2...) 

SO  beschaffen  j  dass  seine  allgemeinsten  Lösungen  nur  von  einer  endlichen 
Anzahl  willhürlicher  Constanten  abhängen,  so  lässt  es  sich  stets  durch 
Differentiationen  und  Eliminationen  auf  eine  Form  bringen,  ivelche  die 
folgenden  beiden  Eigenschaften  besitzt:  Erstens  sind  alle  Differential- 
quotienten von  einer  geivissen^  etwa  von  der  s-ten  Ordnung  durch  die  von 
niedrigerer  Ordnung  und  durch  z^  •  •  •  Zm ,  x^  •  -  ■  Xn  ausgedrüclü,  während 
das  entsprechende  jedenfalls  nicht  für  alle  Differentialquotienten  (s  —  \)-ter 
Ordnung  gilt.  Ztveitens  ergeben  sich  durch  einmalige  Differentiation  nach 
den  X  nur  solche  Relationen  zwischen  den  x,  z  und  den  Differential- 
quotienten  erster  bis  (s  —  lyter  Ordnung,  ivelche  aus  den  schon  vor- 
handenen Gleichungen  folgen. 

Die  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  §  liefern  überdies  eine 
einfache  Methode  zur  Beantwortung  der  Frage,  wieviele  unter  den 
Parametern  a^    -  •  ar  eines  vorgelegten  Gieichungensystems 

Z^,  =  Z^,  (iCi  •  •  •  Xn,  a^-  •  '  ar)  {^  =  l---m) 

wesentlich  sind. 

Um  diese  Frage  beantworten  zu  können,  brauchen  wir  nämlich 
blos  die  oben  definirten  ganzen  Zahlen  ^(^,  f^i  •  •  •  i^s—i  zu  berechnen; 
die  Summe  f*o  +  f^i  +  "  '  "  +  ^s-i  giebt  dann  die  Zahl  der  wesent- 
lichen unter  den  Parametern  a^-  -  -  ar  an;  denn  die  Gleichungen 
^a  =  Zfi  {x,  a)  stellen  die  allgemeinsten  Lösungen  eines  Systems  von 
Differentialgleichungen  dar,  dessen  allgemeinste  Lösungen  nach  den 
obigen  Entwickelungen  gerade  i^^o  +  *  "  '  +  i^s—i  wesentliche  Parameter 
enthalten. 
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Kapitel  11. 

Die  Deflnitionsgleichungen   für   die    infinitesimalen  Transformationen 

einer  Gruppe. 
In  Kapitel  9  haben  wir  die  Auffindung  aller  r-gliedrigen  Gruppen 
zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  aller  Systeme  von  r  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  XJ--   -Xrf^   welche   Relationen  von 
der  Form 

X,X,f  -  XiX,/-=  (X,  X.)  =^  Ca.  XJ 

1 
mit  gewissen  Constanten  dks  befriedigen.  Erst  später  werden  wir 
Mittel  finden,  dieses  reducirte  Problem  zu  behandeln;  vorläufig  müssen 
wir  uns  darauf  beschränken,  Systeme  X^f  •  -  •  X^f  von  der  betreflenden 
Beschaffenheit  als  gegeben  anzunehmen  und  ihre  Eigenschaften  zu 
untersuchen. 

Im  gegenwärtigen  Kapitel  machen  wir  zunächst  eine  Anwendung 
der  Entwicklungen  des   vorhergehenden  Kapitels;   wir   schliessen   aus 
denselben,  dass  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 
ei'X,f+-^-  +  er'Xrf 

einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe  XJ---  Xrf  durch  gewisse  lineare 
partielle  Differentialgleichungen  definirt  werden  kann,  welche  wir  die 
„Definitionsgleichungen"  der  Gruppe  nennen.  Daraus  werden  dann 
weitere  Schlüsse  gezogen*). 

§  49. 
Es  seien  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

^A-/"  =^  Im  (^1  •  •  •  ^«)  -^  (i=  1  .  .  .  r) 

vorgelegt,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Die  allgemeine  in- 
finitesimale Transformation  dieser  Gruppe  hat  dann  die  Form 


2!J  ^^  ex.  =  ^'  ^  ^k  hi  ^x^^ 


wobei  die  e^  willkürliche  Constanten  bezeichnen.     Für   die  |j  ergeben 
sich  hieraus  die  Ausdrücke 


*)  Lie,  Archiv    for  Mathematik   og  Naturvidenskab  Bd.  3,   Christiania  1878 
und  Bd.  8,  1883;  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1883,  Nr.  12. 
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r 

(1)  li  =  ^^ek-lici{x)       (t  =  l...n), 

1 

in  welchen  die  J^  (x)  gegebene  Functionen  von  x^  •  '  -  Xn  sind. 

Nach  dem  Satze  2  des  vorigen  Kapitels  sind  nun  die  eben  ge- 
schriebenen Ausdrücke  |i  •  •  •  1^^  das  allgemeinste  Lösungensystem  eines 
gewissen  Systems  von  partiellen  Differentialgleichungen,  welches  von 
den  willkürlichen  Constanten  e^  •  •  -  ßr  frei  ist.  Um  dieses  System  auf- 
zustellen, verfahren  wir  nach  Anleitung  von  §  48;  wir  differentiiren 
die  Gleichungen  (1)  nach  jeder  der  n  Veränderlichen  x^  •  •  ■  Xny  die  er- 
haltenen Gleichungen  differentiiren  wir  ebenfalls  nach  x^  -  -  -  Xn  und 
so  fort.  Wenn  wir  dann  alle  Differentialquotienten  der  |  bis  zu  einer 
gewissen,  in  §  48  näher  bezeichneten  Ordnung  berechnet  haben,  schaffen 
wir  aus  den  gefundenen  Gleichungen  die  willkürlichen  Constanten 
e^  •  • '  ßr  weg  und  bekommen  auf  diese  Weise  das  gewünschte  System 
von  Differentialgleichungen,  dessen  allgemeinste  Lösungen,  eben  die 
Ausdrücke  li  •  •  •  |«  sind. 

Wir  können  es  immer  so  einrichten,  dass  alle  Gleichungen  des 
besprochenen  Systems  in  den  1,  und  deren  Differentialquotienten  linear 
und  homogen  sind;   aus  zwei  beliebigen  Lösungensystemen 

hvf    ijv  {v=l'--n) 

der  betreffenden  Differentialgleichungen  lässt  sich  ja  stets  ein  anderes 
Lösungensystem  e^kv -\- ^j^jy  mit  zwei  willkürlichen  Constanten  Ci 
und  ßj  herleiten. 

Das  System  der  Differentialgleichungen,  welches  ^^  -  •  ■  ^n  definirt, 
hat  demnach  die  Form 

n                                                                  1...« 
^   A„r(x,  ...Xn)-^r  +  ^   B,uvrt  (x,  "  ■  Xn)    -^   -\ =  0 

1  V,7t  ^ 

(/i  =  1,  2  .  .  .), 

wo  die  Ä,B  ' ' '  von  den  willkürlichen  Constanten  e^  -  •  -  er  frei   sind. 

Wir  nennen  diese  Differentialgleichungen  kurzweg  die  Definitions- 
gleichungen der  Gruppe  X^f  •"  Xrf,  weil  sie  den  Inbegriff  aller  infini- 
tesimalen Transformationen  dieser  Gruppe  und  somit  die  Gruppe  seihst 
vollständig  definiren. 

Gleich  an  dieser  Stelle  mag  das  Gesagte  durch  ein  Paar  Beispiele 
erläutert  werden. 

In  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 

df     ,    c,     df 


^1  dx^  +  ^2  ^^ 


der  sechsgliedrigen  linearen  Gruppe: 
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x^  ==a^x^-\-  a.^  x^  +  «3 

^'2  =  0^4  ^1  +  «5  ^2  +  ^6 
haben  Ij  und  J^  die  Werthe: 

?i  =  ^1  +  ^2  ^1  +  %  ^2  ;        12  =  ^4  +  6',  a^i  +  Cy  x.^ . 

Hieraus  ergeben  sich  als  Definitiousgleichungen  der  Gruppe  die 
folgenden: 

Die  bekannte  achtgliedrige  Gruppe: 

aller  projectiven  Transformationen  der  Ebene  diene  als  zweites  Beispiel. 

Ihre  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

5i  =  Ci  +  e^x^  +  c^x',  +  er^x^  +  ßg^:-'!^^ 
^2  =  ^4  +  ^5^1  +  ^^6^2  +  670^1^2  +  e^x.^ 

wird  durch  vier  Relationen  zwischen  den  DifFerentialquotienten  zweiter 

Ordnung  der  J  definirt,  nämlich  durch: 

aa;,^        ^dx^dx^        ^'      dx^'        '^dx^dx^~^'      dx,''~^>      dx,'~^' 

Bei    nochmaliger    Differentiation    findet    man,    dass    alle    Difi'erential- 
quotienten  dritter  Ordnung  von  J^  und  I2  verschwinden. 

§  50. 

Wann  definirt  nun  umgekehrt  ein  System  von  linearen  homogenen 
Differentialgleichungen 

1  V,  Tt 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  einer  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppe? 

Erste  Bedingung  ist  natürlich,  dass  die  allgemeinsten  Lösungen 
li  •  •  •  |„  des  Systems  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  willkürlicher 
Constanten  abhängen.  Diese  Bedingung  sei  erfüllt.  Dann  ist  es  nach 
dem  vorigen  Kapitel,  Satz  3,  Seite  183  stets  möglich,  das  System 
durch  Differentiationen  und  Eliminationen  auf  eine  gewisse  beson- 
dere Form  zu  bringen,  bei  welcher  sich  alle  Differentialquotienten  der 
höchsten,   etwa  der   s-ten  Ordnung    durch   diejenigen   von    niedrigerer 
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Ordnung  und  durch  X-^^  •  ■  •  Xn  ausdrücken  lassen,  während  das  ent- 
sprechende jedenfalls  nicht  für  alle  DifPerentialquotienten  (s  —  l)-ter 
Ordnung  gilt;  wo  ausserdem  noch  einmalige  Differentiation  nach  den 
X  keine  neuen  Relationen  zwischen  x^^  •  •  -  Xn,  ^^  •  •  •  ^n  und  den  Diffe- 
rentialquotienten erster  bis  (5  —  l)-ter  Ordnung  der  |  liefert.  Wir 
setzen  voraus,  dass  das  System  diese  Form  erhalten  hat  und  denken 
uns  dasselbe  in  der  auf  S.  180  angegebenen  Weise  aufgelöst;  wir  er- 
halten dann  für  Je  =:  0,  1  •  •  •  s  jedes  Mal  eine  gewisse  Anzahl,  etwa 
Vk  der  ek  Differential quotienten  Ä;-ter  Ordnung  der  J  dargestellt  als 
lineare  homogene  Functionen  der  übrigen  von  Jc-ter  und  gewisser  von 
(k — l)-ter,  •  •  •  erster,  nuUter  Ordnung,  mit  Coefficienten,  die  nur  von 
Xi^- ■  ■  Xn  abhängen,  dabei  ist  Vs  ==  £s,  sonst  aber  Vk  stets  kleiner 
als  £k. 

Wie  im  vorigen  Kapitel,  S.  181  gezeigt  worden  ist,  enthält  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  das  allgemeinste  Lösungensystem  ^^  •  •  •  |„ 
unserer  Differentialgleichungen  gerade 

(^0  —  n)  +  (^1  —  ^i)  H h  i^s-i  ~  vs-i)  =  r 

willkürliche  Constanten;  aus  r  particulären  Lösungensystemen  §i/---Sw 
lässt  sich  dieses  allgemeinste  Lösungensystem  mit  Hülfe  von  r  Inte- 
grationsconstanten  e.  •  •  -  er  folgendermassen  herleiten: 


1.=^ 


ekiki       (■■•  =  1  •••«), 


nur    müssen   dabei   die   betreffenden   particulären   Lösungensysteme    so 
beschaffen  sein,  dass  die  r  Ausdrücke 


dx. 


eben  so  viele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  darstellen. 
Soll  nun  li  -K^  + \-  ^n  ^r-~  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 

formation  einer  r-gliedrigen  Gruppe  sein,  so  ist  nach  Theorem  24, 
S.  158  eine  Bedingung  noth wendig  und  hinreichend:  es  müssen  näm- 
lich, wenn  l^i  •  •  •  l^.;,  und  ^^i  •  •  •  |y^  zwei  particuläre  Lösungensysteme 
sind,  stets  auch  die  Ausdrücke 


(1=1 


ein  Lösungensystem  darstellen.     Damit  haben  wir  das 

Theorem  28.     Sind  ^^•••^ri  als  Functionen  von  x^  •  •  ■  x^  durch 
geivisse  lineare  und  homogene,  partielle  BifferentiaUjleichungen 
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1  r,  TT 

bestimmt,  so  stellt  der  Ausdruck  L   k^  ~\ -h  L  S^  dann  und 

nur  dann  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  einer 
endlichen  continuirlichen  Gruppe  dar^  wenn  erstens  das  all- 
gemeinste Lösungensystem  jener  Differentialgleichungen  nur 
von  einer  endlichen  Anzahl  willlcürlicher  Constanten  abhängt 
und  wenn  zweitens  aus  je  zwei  particulären  Lösungensystemen 
hl' '  '  hn  und  %i  •  •  •  Ijn  durch  Bildung  der  n  Ausdrücke 

immer  ein  neues  Lösungensystem  erhalten  wird, 

Ist  Si  ö— -+•••+  ^n  ^-r    wirklich    die    allgemeine    infinitesimale 

O  X^  0  x^ 

Transformation  einer  endlichen  Gruppe,  so  sind  die  obigen  Differential- 
gleichungen natürlich  die  Definitionsgleichungen  dieser  Gruppe. 

Sind  die  Definitionsgleichungen  einer  endlichen  Gruppe  gegeben, 
so  lassen  sich  die  vorhin  besprochenen  Zahlen  v^^ ,  v^  -  -  •  Vg—i  durch 
Differentiationen  und  Eliminationen  bestimmen;  die  Zahl 

^  =  (^0  —  '^o)  +  (^1  —  '^i)  H h  (^^-1  —  ^*-i) 

giebt  dann  an,  wieviel  Parameter  die  Gruppe  enthält. 
So  ist  in  dem  ersten  der  beiden  früheren  Beispiele 

S  =  2,    Vq  =  0,    Vi=  0,    fo  =  2;    ^1  =  4, 

mithin  r  =  6.     In  dem  zweiten  Beispiel  ist 

s  =  3,  Vq  =  0,  v^=  0,  1/2  =  4,  £o  =  2,  fi  =  4,  f2  =  6, 
folglich  r  =  8. 

§  51. 
Es  seien  jetzt  wieder: 


71 


dl 

dx. 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe. 
Wir  denken  uns  die  Definitionsgleichungen  dieser  Gruppe  aufgestellt 
und  auf  die  oben  besprochene  Form  gebracht,  also  aufgelöst  nach  je 
Vk  von  den  s^  Differentialquotienten  /i;-ter  Ordnung  der  |  (A;  =  0,  1  •••«); 
dabei  ist,  wie  früher  gesagt,  Vk  stets  <£/t,  ausgenommen  im  Falle 
Tc=^  Sy  wo  Vs==  Ss. 


Die  Definitionsgleichungen  einer  Gruppe.  189 

Die  Coefficienten  in  den  aufgelösten  Definitionsgleichungen  werden 
augenscheinlich  rationale  Functionen  von  den  |  mit  ihren  Differential- 
quotienten erster  bis  5-ter  Ordnung.  Da  wir  uns  nun  (vgl.  S.  171) 
grundsätzlich  auf  solche  Werthsysteme  x^  •  ■  -  Xn  beschränken,  für 
welche  sich  alle  i,u  regulär  verhalten,  so  werden  sich  die  gedachten 
Coefficienten  im  Allgemeinen  ebenfalls  für  die  in  Betracht  kommen- 
den Werthsysteme  x^-  •  •  Xn  regulär  verhalten,  aber  offenbar  nur  im 
Allgemeinen,  es  kann  sehr  gut  Punkte  x^  •  -  -  Xn  geben,  in  denen  sich 
zwar  alle  ^m,  nicht  aber  alle  Coefficienten  der  aufgelösten  Definitions- 
gleichungen regulär  verhalten.  Auf  diesen  Unterschied  zwischen  den 
verschiedenen  Punkten  x^  -  •  ■  Xn  muss  im  Folgenden  überall  Rücksicht 
genommen  werden. 

Es  sei  x^^  '  •  '  Xn  ein  PunJct,  für  den  sich  alle  Coefficienten  in  den 
aufgelösten  Definitionsgleichungen  regulär  verhalten;  dann  werden  l^  •  ■  •  1^ 
in  einer  gewissen  Umgebung  vow  x^^  -  -  -  Xn  gewöhnliche  Potenzreihen 
nach  den  Xk  —  x^i 

n  1-  ■•  n 

1  vre 

WO  immer  die  Glieder  von  derselben  Ordnung  vereinigt  zu  denken 
sind.  Die  Coefficienten  g^,  g'  -  -  -  müssen  dabei  derart  bestimmt 
werden,  dass  die  vorgelegten  Differentialgleichungen  bei  Einsetzung 
der  Reihenentwickelungen  für  l^  •  •  •  |^  identisch  befriedigt  werden. 

Wenn  wir  uns  erinnern,  dass  unsere  Gruppe  r-gliedrig  ist,  so 
erkennen  wir  sofort,  dass  im  Ganzen  r  von  den  Coefficienten  ^^,  g'  •- • 
unbestimmt  bleiben,  dass  also  gewisse  unter  den  Anfangswerthen, 
welche  die  |  und  ihre  Differentialquotienten  für  x^  =  x^^,  -  -  .  Xn  =  Xn 
annehmen,  willkürlich  wählbar  sind.  Da  nun  unsere  Differential- 
gleichungen zeigen,  dass  alle  Differentialquotienten  s-ter  und  höherer 
Ordnung  durch  x^  -  ■  *  Xn  und  die  Differentialquotienten  nullter  bis 
(s  —  l)-ter  Ordnung  ausdrückbar  sind,  so  müssen  gerade  unter  den 
Anfangswerthen  g^,  g\  g"  -••  g^'-^)  gewisse  r  willkürlich  wählbar  sein, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt:  es  müssen  die  eben  erwähnten 
^0  +  ^1  +  •  *  •  +  ^s— 1  Anfangswerthe  durch  gewisse  U  Sk  —  r  unab- 
hängige Relationen  verknüpft  sein.  Diese  Relationen  wollen  wir  jetzt 
aufstellen. 

Unser  System  von  Differentialgleichungen  liefert  alle  Relationen, 
welche  bei  beliebigen  x  zwischen  den  |  und  ihren  Differentialquotienten 
erster  bis  (s  —  l)-ter  Ordnung  bestehen.  Wenn  wir  daher  in  unseren 
Differentialgleichungen  die  Substitution  Xi  =  Xi^  machen,   so   erhalten 
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wir  gewisse  Relationen,  durch  welche  die  Anfangswerthe  5^^,  ^  •  • -^^'""^^ 
verknüpft  sind.  Es  ergeben  sich  auf  diese  Weise  v^^  lineare  homogene 
Relationen  zwischen  den  ^"  allein,  ferner  v^  Relationen  zwischen  den 
g'  und  gewissen  g^,  überhaupt  Vk  Relationen  zwischen  den  g^^^  und 
gewissen  g^^~^^  '  '  9\  9^-  Die  betreffenden  Relationen  sind  aufgelöst 
und  zwar  nach  v^  von  den  g^^  v^  von  den  g'  und  so  weiter,  es  sind 
also  im  Ganzen  Zlvk'=^Bk  —  ^  unabhängige  Relationen.  Da  nun 
nach  dem  oben  Gesagten  zwischen  g^,  g'  •  •  '  9'''~^^  nicht  mehr  als 
Z!ek  —  r  unabhängige  Relationen  bestehen,  so  haben  wir  hiermit  alle 
Relationen  gefunden,  durch  welche  diese  2J Sk  Anfangswerthe  verknüpft 

sind;  zugleich  erhalten  wir  v^  -\- 1-  Vs—i  von  den  Grössen  g^  ■  ■  •  g(^—^) 

dargestellt  als  lineare  homogene  Functionen  der  U{ek  —  Vk)  =  r  übrigen, 
welche  vollkommen  willkürlich  bleiben. 

Wir  benutzen  die  vorstehenden  Bemerkungen,  um  aus  ihnen  über 
die  Beschaffenheit  der  particulären  Lösungensysteme  unserer  Differential- 
gleichungen einige  wichtige  Schlüsse  zu  ziehen. 

Zunächst  lässt  sich  beweisen,  dass  es  kein  particuläres  Lösungen- 
system 5i  •  •  •  Ire  giebt,  dessen  Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  Xi^ 
mit  Gliedern  s-ter  oder  noch  höherer  Ordnung  anfangen.  In  den 
Reihenentwickelungen  eines  solchen  Lösungensystems  wären  nämlich 
die  Coefficienten  g^j  g'  •  •  ■  g^^~'^^  alle  gleich  Null,  folglich  müssten  auch 
alle  g^"^ ,  g^^'^^^  •  •  •  verschwinden  und  das  Lösungensystem  reducirte  sich 
somit  auf:  li  =  0,  •  •  •  |„  =  0.  Die  vorgelegten  Differentialgleichungen 
befriedigt  dieses  Lösungensystem  allerdings,  allein  dasselbe  liefert 
uns  keine  infinitesimale  Transformation  unserer  Gruppe  und  ist  daher 
unbrauchbar. 

Dafür  giebt  es  aber  eine  gewisse  Anzahl  von  particulären  Lösungen- 
systemen Ji  •  •  •  |„,  deren  Reihenentwickelungen  mit  Gliedern  von 
niedrigerer  als  der  s-ten,  sagen  wir  mit  Gliedern  h-tev  Ordnung  be- 
ginnen. Die  Coefficienten  /,  g'  -  ■  9^^~^^  können  ja  alle  gleich  Null 
gewählt  werden;  die  zwischen  denselben  bestehenden  Relationen  sind 
dann  alle  befriedigt,  und  es  bleiben  nur  noch  Vk  Relationen  zwischen 
den  g^^\  v^j^i  Relationen  zwischen  den  ^(^+^)  und  gewissen  g^^\  ••• 
endlich  ^^.i  Relationen  zwischen  den  g'^'-^'^  und  gewissen  g^'-^"»  ■  -  ■  g^^K 
Demnach  sind  im  Ganzen  noch  (sk  —  V/t)  +  •  •  +  (^s-i  —  Vs-i)  von 
den  Constauten  ^(*)  •  •  •  g^'~^^  willkürlich  wählbar,  und  wenn  man  über 
diese  Constanten  so  verfügt,  dass  nicht  alle  £k  Grössen  p^*)  verschwin- 
den, so  erhält  man  stets  ein  particuläres  Lösungensystem  Ij  •  •  •  |„, 
dessen  Reihenent Wickelungen  nach  den  Xi  —  xP  Glieder  Ä;-ter  Ordnung 
enthalten,  aber  keine  von  niedrigerer  Ordnung. 
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Ist  li  •  •  •  |„   ein  particuläres  Lösungensystem  unserer  Differential- 
gleichungen^ so  gehört  die  infinitesimale  Transformation 

'■  n 

unserer  Gruppe  an.  Aus  dem  vorhin  Gesagten  geht  also  hervor,  dass 
diese  Gruppe  stets  infinitesimale  Transformationen  enthält,  deren 
Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  x^^  mit  Gliedern  Ä;-ter  Ordnung 
beginnen,  sobald  nur  h  eine  der  Zahlen  0,  1,  2  •  •  •  s — 1  ist.  Da- 
gegen giebt  es  in  der  Gruppe  keine  infinitesimalen  Transformationen, 
deren  Reihenentvvickelungen  mit  Gliedern  s-ter  oder  höherer  Ordnung 
anfangen.     Das   alles    ist   natürlich   nur   unter   der  Voraussetzung   er- 

o 

wiesen,  dass  die  Coefficienten  der  aufgelösten  Definitionsgleichungen 
sich  im  Punkte  x^^  ■  ■  •  Xn^  regulär  verhalten. 

Um  wenigstens  einigermassen  dem  Bedürfniss  nach  Kürze  des 
Ausdrucks  Rechnung  zu  tragen,  wollen  wir  in  Zukunft  sagen:  eine 
infinitesimale  Transformation  ist  von  der  h-ten  Ordnung  in  den  Xi  —  x-^, 
wenn  ihre  EeihenentwicMung  nach  den  Xi  —  x^  mit  Gliedern  Jc-ter  Ordnung 
beginnt     Dann  können  wir  die  obigen  Ergebnisse  auch  so  aussprechen: 

Ist  iTj^  •  •  •  Xn^  ein  Punkt,  für  welchen  sich  die  Coefficienten  in 
den  aufgelösten  Definitionsgleichungen  der  Gruppe  XJ'-  •  •  Xrf  regulär 
verhalten,  so  enthält  die  Gruppe  gewisse  infinitesimale  Transformationen 
von  nullter  Ordnung  in  den  Xi—  x/^,  gewisse  von  erster  Ordnung,  übei- 
haupt  gewisse  von  Jc-ier  Ordnung,  wo  h  eine  beliebige  unter  den  Zahlen 
0,  1  •  •  -5  —  1  bedeutet;  dagegen  enthält  die  Gruppe  keine  infinitesimalen 
Transformationen  von  s-ter  oder  höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi^, 

Es  ist  klar,  dass  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  ver- 
schiedener Ordnung  in  den  Xi  —  x/^  stets  von  einander  unabhängig 
sind.  Ueberhaupt  ist  bei  der  Untersuchung,  ob  mehrere  vorgelegte 
infinitesimale  Transformationen  von  einander  unabhängig  sind  oder 
nicht,  vielfach  schon  die  Betrachtung  der  Glieder  niedrigster  Ordnung 
in  den  Reihenentwickelungen  derselben  entscheidend;  bestimmen  näm- 
lich die  Glieder  niedrigster  Ordnung  an  und  für  sich  genommen  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen,  so  sind  auch  die  vorgelegten 
infinitesimalen  Transformationen  von  einander  unabhäno-io- 

o  o 

Der  allgemeine  Ausdruck  einer  infinitesimalen  Transformation, 
welche  unserer  Gruppe  angehört  und   in   den   x^  —  x^^  von  der  Je -ten 

Ordnung  ist,  enthält,  wie  wir  wissen,  fe  — n-)H h  (^.-i  —  ^.-i)  =  ^;fc 

willkürliche  und  wesentliche  Constanten,  nämlich  die  Sk~Vk  will- 
kürlich wählbaren  unter  den  ^(^),  die  f^^+i  —  i/^+i  willkürlichen  unter 
den  ^(^+1)  und  so  weiter;  dabei  ist  jedoch  die  Willkürlichkeit  jener 
£k  —  Vk    Grössen   ^(^>    insofern   beschränkt,    als   nicht   alle  ^(^)   gleich- 
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zeitig  verschwinden  dürfen.  Hieraus  geht  hervor,  dass  sich  zwar  p^ 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  unserer  Gruppe  angeben 
lassen,  welche  in  den  Xi  —  x.P  von  der  Ä;-ten  Ordnung  sind;  allein  es 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  sich  aus  diesen  Qk  infinitesimalen  Transforma- 
tionen im  Ganzen  q;,^i  unabhängige  linear  ableiten  lassen,  welche  in 
den  Xi  —  Xi^  von  der  (Je  +  l)-ten  oder  von  noch  höherer  Ordnung 
sind.  Der  allgemeine  Ausdruck  einer  infinitesimalen  Transformation, 
welche  aus  jenen  q^  unabhängigen  linear  abgeleitet  ist,  enthält  ja 
genau  dieselben  willkürlichen  Constanten,  wie  der  allgemeine  Ausdruck 
einer  infinitesimalen  Transformation  von  ^-ter  Ordnung  in  den  Xi  —  x/^, 
nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  in  dem  ersten  Ausdrucke  alle  £^.  —  Vk 
verfügbaren  ^(^^  gleich  Null  gesetzt  werden  können,  wobei  sich  stets  eine 
infinitesimale  Transformation  (^  +  l)-ter  oder  höherer  Ordnung  er- 
giebt.  Folglich  giebt  es  unter  jenen  Qk  infinitesimalen  Transformationen 
Ä;-ter  Ordnung  nur  Qk+i — Qk  ==  £k  —  Vk  von  einander  unabhängige, 
aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation  von  (k  -\-  l)-ter 
oder  höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  x-^  linear  ableiten  lässt. 
Die  bisherigen  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  dem 
Theorem  29.  Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf  in 
n  Veränderlichen  x^-  ■  -  Xn  gehört  eine  bestimmte  ganze  Zahl 
s^l  von  solcher  Beschaffenheit j  dass  die  Gruppe  in  der  Um- 
gehung eines  jeden  Punktes  xPy  für  den  sich  die  Goefficienten 
der  aufgelösten  Definitionsgleichungen  regulär  verhalten,  ge- 
wisse infinitesimale  Transformationen  von  nullter^  von  erster, 
'  •  •  von  (s  —  l)'ter  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi^  enthält,  dagegen 
keine  von  s-ter  oder  höherer  Ordnung.  Insbesondere  kann  man 
stets  r  solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe  auswählen,  dass  darunter  für  jeden  der  s  Werthe 
0,  1  •  •  •  s  —  1  der  Zahl  k  gerade  £k  —  Vk  solche  von  einander  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  von  k-ter  Ordnung 
in  den  Xi  —  Xi^  vorhanden  sind,  aus  denen  sich  keine  infinitesimale 
Transformation  von  (Je  +  l)-ter  oder  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lässt.  Dabei  bestimmt  sich  die  Zahl  Vk  aus  den  De- 
finitionsgleichungen  der    allgemeinen   infinitesimalen    Trans- 

df  df 

formation   l^  ~^  +  "  "  '  +1«  'dcT   ^^^  Gruppe,   und  £*,   welches 

stets  grösser  ist  als  Vky  bedeutet  die  Anzahl  aller  Differential- 
quotienten  k-ter  Ordnung  von  ^^  •  •  •  |«  nach  x^-  •  •  Xn- 
Beispiel.     Die  Gleichungen 

a^ii       d^,       dn,     dn,       dn,       dn. 


^Xj-        dx^doc^         dx^        dx^^        dx^dx^        dx,^ 


0 

2 


w 
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haben   wir   schon  früher   erwähnt^   als    die    Definitionsgleichungen  der 
sechsgliedrigen  linearen  Gruppe: 

x^'  =  a^x^  +  a,,x^  +  a^,     x^^  a^x^  +  a^^x^  +  a^. 

Diese  Definitionsgleichungen  liegen  schon  in  der  aufgelösten  Form 
vor;  alle  darin  auftretenden  Coefficienten  sind  gleich  Null,  verhalten 
sich  also  überall  regulär.  Unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  können  wir  die  nachstehenden  sechs  von  einander  unab- 
hängigen auswählen: 

die  beiden  ersten  derselben  sind  von  nullter,  die  vier  letzten  von  erster 
Ordnung  in  den  Xi  —  xi^. 

Bei  der  Rechnung  mit  infinitesimalen  Transformationen  spielen 
Ausdrücke  von ^  der  Form 

X{Y{f))-Y{X{f))  =  (XY) 
eine  wichtige  Rolle.     Sind   daher   X/'.und    Yf  in  der  Umgebung  des 
Punktes  xP  nach  Potenzen  der  Xi  —  xi"  entwickelt,  so  liegt  die  Frage 
nahe,  wie  sich  die  Transformation  {XY)  in  diesem  Punkte  verhält. 

Es  möge  die  Reihenentwickelung  von  Xf  mit  Gliedern  ft-ter 
Ordnung  beginnen,  die  von  Yf  mit  solchen  v-ter,  es  möge  also  sein: 

n  ^ 

wo  die  |(^)  und  die  rf^^  homogene  Functionen  von  ^-ter  bezüglich 
i/-ter  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi^  bedeuten,  während  die  Glieder  höherer 
Ordnung  in  den  Xi  —  Xi""  weggelassen  sind.  Die  Reihenentwickelung 
für  (Z  Y)  wird  unter  diesen  Voraussetzungen,  bei  alleiniger  Berück- 
sichtigung der  Glieder  niedrigster  Ordnung,  folgende: 

Also  sind  die  Glieder  niedrigster  Ordnung  in  (XY)  von  der 
Ordnung  ^  +  v  —  1  und  rühren  einzig  und  allein  von  den  Gliedern 
ft-ter  bezüglich  v-ter  Ordnung  in  Xf  bezüglich  Yf  her: 

Theorem  30.  Sind  Xf  und  Yf  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen, deren  Beihenentwickelungen  nach  Potenzen  von 
^i  —  ^i,'''^n  —  Xn^  mit  Gliedern  von  ^-ter  bezüglich  v-ter 
Ordnung  heginnen,  so  beginnt  die  Reihenentwichelung  der  in- 
finitesimalen Transformation  XYf-  YXf=^(XY)  mit  Gliedern 
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(^  +  1/  —  l)-ier  Ordnung,  welche  durch  die  Glieder  ^-ter  hezüg- 
lich  v-ter  Ordnung  in  Xf  und  Yf  voWcommen  bestimmt  sind. 
Verschivinden  diese  Glieder  (ft  +  v — l)-ter  Ordnung,  so  lässt 
sich  über  die  Reihenentwickelung  von  (XY)  nur  so  viel  sagen^ 
dass  dieselbe  mit  Gliedern  von  (ji-\-  v)-ter  oder  noch  höherer 
Ordnung  anfängt. 

Sind  die  Zahlen  ^  und  v  beide  grösser  als  Eins,  so  ist  die  Zahl 
ft  +  v  —  1  grösser  als  jede  von  beiden.  Diese  Bemerkung  ist  beim 
Rechnen  mit  infinitesimalen  Transformationen  verschiedener  Ordnung 
häufig  von  grossem  Nutzen. 

Bei  der  Ableitung  des  Theoremes  30  ist  keineswegs  vorausgesetzt, 
dass  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  Xf  und  Yf  einer 
Gruppe  angehören;  die  einzige  Voraussetzung  ist,  dass  sowohl  Xf 
als   Yf  sich  nach  Potenzen  der  Xk  —  Xi^  entwickeln  lassen. 

§  52. 

Die  Definitionsgleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  seien  in  der 
früher  besprochenen  Form  vorgelegt,  also  aufgelöst  nach  je  Vk  von 
den  Sk  Differentialquotienten  h-iQx  Ordnung  von  1^  •  •  •  J„.  Ferner  sei 
Xi^  ein  Punkt,  in  welchem  sich  die  Coefficienten  der  aufgelösten  De- 
finitionsgleichungen regulär  verhalten. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  können  wir  die  infinitesimalen 
Transformationen  unserer  Gruppe  in  gewöhnliche  Fotenzreihen  der 
Xi  —  Xi^  entwickeln.  Wir  wissen  sogar,  dass  unsere  Gruppe  eine  ganz 
bestimmte  Anzahl,  nämlich  e^  —  v^  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen enthält,  welche  in  den  Xi  —  Xi^  von  der  nullten  Ordnung 
sind,  und  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation  erster 
oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt;  ferner  enthält  die  Gruppe 
eine  ganz  bestimmte  Anzahl,  nämlich  e^  —  v^,  von  solchen  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  in  den 
Xi  —  Xi^^  aus  denen  sich  keine  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung 
linear  ableiten  lässt  und  so  weiter. 

Kurz  unsere  Gruppe  ordnet  jedem  Punkte  von  der  angegebenen  Be- 
schaffenheit eine  Reihe  von  s  ganzen  Zahlen  £q—Vq,  s^  —  Vj,  •  •  •  Ss-i—Vs-i 
zu  und  diese  ganzen  Zahlen  sind  für  alle  derartigen  Punkte  dieselben. 

Es  kann  nun  auch  Punkte  Xi  von  specieller  Lage  geben,  also 
solche,  in  deren  Umgebung  sich  die  Coefficienten  der  aufgelösten 
Definitionsgleichungen  nicht  mehr  regulär  verhalten,  während  sich  da- 
gegen alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  in  gewöhnliche 
Potenzreihen  der  Xi  —  Xi  entwickeln  lassen.  Ist  x^  ■  -  ■  x^  ein  bestimmter 
Punkt  dieser  Art,  so  giebt  es  natürlich  in  unserer  Gruppe   eine  ganz 
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bestimmte  Anzahl  von  solchen  infinitesimalen  Transformationen  nullter 
Ordnung  in  den  Xi  —  Xi,  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Trans- 
formation von  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt  und  so  weiter. 

Folglich  ordnet  unsere  Gruppe  auch  jedem  Punkte  von  specieller 
Lage  eine  bestimmte,  offenbar  endliche  Reihe  von  ganzen  Zahlen  zu; 
häufig  werden  zwei  verschiedenen  Punkten  von  specieller  Lage  auch 
zwei  verschiedene  Reihen  von  ganzen  Zahlen  zugeordnet  sein. 

Ein  Beispiel  wird  am  besten  die  Sache  klar  machen. 

Die  Definitionsgleichungen  der  zweigliedrigen  Gruppe  p^,  x^/ p^ 
lauten  in  der  aufgelösten  Form: 

^-  '    dx,  dx^      ~  dxl  ~  ^ 

a^i^        dxjx^         ^'      dx^'  ~  X,  '  dx, 

dx^^        dx^dx^        dx/ 

Die  darin  vorkommenden  Coefficienten  verhalten  sich  für  alle  im 
Endlichen  gelegenen  Punkte  x^,  x^  regulär,  nur  nicht  für  die  Punkte 
der  Geraden  ^Tg  =  0. 

Betrachten  wir  zunächst  einen  Punkt  x^^,  x^  mit  nicht  verschwin- 
dendem x^.  Wir  haben  5  =  2,  ferner  fo  =  2,  fi  =  4,  v^-=\^  '^i  =  3, 
also  sind  dem  Punkte  x^ ,  x^  die  beiden  Zahlen  1,  1  zugeordnet. 
Alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  lassen  sich  aus  den 
beiden 

linear  ableiten,  unter  denen  die  erste  in  den  Xi  —  xt  von  der  nullten 
Ordnung  ist,  die  zweite  von  der  ersten. 

Anders  in  einem  Punkte  x^j  ^^  =  0. 

Einem  solchen  ordnet  die  Gruppe  die  drei  Zahlen  1,  0,  1  zu, 
denn  unter  ihren  infinitesimalen  Transformationen  giebt  es  keine  von 
erster  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi^  dafür  aber  eine  von  zweiter,  also  von 

s-ter  Ordnung,  nämlich:  x^  P--   — 

^^  ^   dx^ 

Ist  Xj^  '  •  ■  Xn^  ein  Punkt,  für  welchen  sich  die  Coefficienten  der 
aufgelösten  Definitionsgleichungen  regulär  verhalten,  so  enthält  die 
Gruppe  nach  Theorem  29  sicher  infinitesimale  Transformationen  von 
nullter,  solche  von  erster,  •  •  •  von  (s  —  l)-ter  Ordnung  in  den  Xi  —  xf, 
aber  keine  von  5-ter  oder  höherer  Ordnung.  Unser  soeben  besprochenes 
Beispiel  zeigt  nun,  dass  für  einen  Punkt  ^,-,  in  welchem  sich  die  be- 
wussten  Coefficienten  nicht  alle  regulär  verhalten,  kein  derartiger 
allgemeiner  Satz  mehr  gilt:   die  Gruppe  kann  sehr  gut  infinitesimale 
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Transformationen  von  5-ter  Ordnung  in  den  Xi  —  Xt  enthalten,  viel- 
leicht auch  solche  von  höherer  Ordnung;  andererseits  kann  es  für 
einzelne  Zahlen  k  <  s  vorkommen,  dass  die  Gruppe  überhaupt  keine 
infinitesimale  Transformation  von  h-ter  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi 
enthält. 

Bedeutet  x^^  -  -  ■  Xn  einen  beliebigen  Punkt,  in  welchem  sich  alle 
I  regulär  verhalten,  so  lassen  sich,  wie  schon  gesagt,  die  infinitesi- 
malen Transformationen  unserer  Gruppe  nach  ihrer  Ordnung  in  den 
Xi  —  Xi*  classificiren.  Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es,  dass  diese 
Classification  erhalten  bleibt,  wenn  an  Stelle  der  x  neue  Veränderliche 
Vi'  •  •  yn  eingeführt  werden.  Selbstverständlich  muss  die  betreffende 
Variabeinänderung  in  der  Umgebung  der  Stelle  x^^  -  ■  -  Xn  folgende 
Eigenschaften  besitzen:  es  müssen  erstens  Vi  •  •  •  Vn  gewöhnliche 
Potenzreihen  der  Xi — Xi^  sein: 

n 

(2)  Vk  =  Vk^  +2'"  ^*'  ^^'  ~  ^'^^  "^ (A  =  1  •  •  •  «), 

1 

und  es  müssen  zweitens  auch  x^  -  -  -  Xn  als  gewöhnliche  Potenzreihen 
der  yj,  —  y^P  darstellbar  sein  und  zwar  so,  dass  jedes  Xi  für  y^  =  y^^ ^ 
'  •  -  yn  =  yn  den  Werth  Xi^  annimmt.  Ist  die  erste  dieser  beiden 
Forderungen  erfüllt,  so  ist  es  die  zweite  bekanntlich  stets  dann,  wenn 
die  Determinante  27  +  a^  •  •  •  a„„  von  Null  verschieden  ist. 

Um  nun  zu  beweisen,  dass  die  besprochene  Classification  beim 
üebergang  zu  den  Veränderlichen  y^--  -  y^  erhalten  bleibt,  brauchen 
wir  blos  zu  zeigen,  dass  jede  infinitesimale  Transformation  von  ft-ter 
Ordnung  in  den  Xi  —  Xi  sich  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen 
y  in  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  ft-ten  Ordnung  in  den 
yk  —  yk    verwandelt.     Das  aber  hat  keine  Schwierigkeit. 

Die  allgemeine  Form  einer  infinitesimalen  Transformation  von  der 
|[x-ten  Ordnung  in  den  Xi  —  x^  ist: 


x/=^(r+---) 


C  X- 


darin  bedeuten  ^f>  •  •  •  ^^^^  ganze  rationale  Functionen  von  x^  —  Xj^, 
'  •  '  Xn  —  Xn^,  welche  homogen  von  der  fi-ten  Ordnung  sind  und  nicht 
sämmtlich  verschwinden;  die  Glieder  (^+l)-ter  und  höherer  Ordnung 
sind  weggelassen. 

Bei  Einführung  von  2/i  •  •  •  «/«  ergiebt  sich: 


^^=2^-^>^,.; 
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hier  sind  die  Xyu  zunächst  gewöhnliche  Potenzreihen  in  den  Xi  —  xP: 

1 
und    beginnen    mit    Gliedern    ft-ter    Ordnung.      Diese    Glieder    ^-ter 
Ordnung  verschwinden  nicht  sämmtlich,  denn  sonst  Aväre: 


J-  %  ^f  =  0 


(k^l--  -n), 


was  unmöglich  ist,  weil  die  Determinante  I^  ±  a^i  ■  -  •  ann  von  Null 
verschieden  ist  und  weil  if"»  •  •  •  i^f  nicht  sämmtlich  verschwinden. 
Drücken  wir  nun  in  Xy^  -  •  •  Xyn  die  Xi  durch  die  yi  aus,  so  erhalten 
wir  n  gewöhnliche  Potenzreihen  in  den  yi  —  yi* .  Diese  Potenzreihen 
beginnen  ebenfalls  mit  Gliedern  fi-ter  Ordnung,  welche  nicht  sämmt- 
lich verschwinden.  Man  erhält  ja  die  betreffenden  Glieder  ^-ter 
Ordnung,  wenn  man  in  den  n  Ausdrücken 

n 
1 

vermöge  der  Gleichungen 

n 
Vk  =  yk'  +^i  Ctki  (Xi  -  XP)  (^  ==  1  •  •  .  n) 

1 

die  X  durch  die  y  ersetzt;  da  aber  die  angegebenen  n  Ausdrücke  nicht 
sämmtlich  verschwindeu ,  so  verschwinden  sie  auch  nach  Einführung 
der  y  nicht  sämmtlich. 

Folglich  geht  die  infinitesimale  Transformation  Xf  bei  Einführung 
der  y  in  eine  infinitesimale  Transformation  über,  welche  in  den 
y.  —  yß  von  der  ft-ten  Ordnung  ist.     Das  aber  war  zu  beweisen. 

Wir  haben  somit  den 

Satz  1.  Führt  man  in  eine  infinitesimale  Transformation  Xf, 
welche  in  x^  —  x^,--  -  Xn  —  ^n  von  der  ^-ten  Ordnung  ist,  neue  Ver- 
änderliche yi  ■  •  ■  yn  €in: 


Vk 


11  X  •  •  •  /t 

==  Vk  +2"  au  {xi  -  x^)  +2^  au^  (Xi  -  x,')  {xj  -  xf)  +  • 


V 

{k  =  l-  ■  -n) 


und  ist  dabei  die  Determinante  27  +  «n  •  •  •  a„„  von  Null  verschieden,  so 
verwandelt  sich  Xf  in  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  ^i-ten 
Ordnung  in  y^  —  yf,  -  ■  -  yn  —  yn- 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  der  etwas  speciellere 
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Satz  2.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  der  Umgebung  des 
FunUes  x^^  --  ■  Xr^  gerade  t^  solche  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  ^-fer  Ordnung  in  den  x-,  —  x^ ,  aus  tvelchen  sich  Iceine 
von  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  und  werden  in  diese  Gruppe 
die  neuen   Veränderlichen 


n) 


eingeführt,  wobei  die  Determinante  2;  ±  a^  •  •  •  a„„  von  Nidl  verschieden 
ist,  so  enthält  die  neue  Gruppe,  tvelche  man  auf  diese  Weise  findet^  ihrer- 
seits in  der  Umgebung  des  Punktes  iji^  gerade  tu  solche  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  von  ^-ter  Ordnung  in  den  y^  —  2//,  aus 
welchen  sich  keine  von  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 

Man  sieht  also:  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen,  welche  die  ursprüng- 
liche Gruppe  dem  Punkte  r^/  •  •  •  Xn*^  zuordnet,  ist  identisch  mit  der 
Reihe  von  ganzen  Zahlen,  welche  dem  Punkte  y^^  "  ■  yn^  von  der  neuen 
Gruppe  zugeordnet  wird. 

§  53. 

Kennt  man  die  Definitionsgleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe, 
und  hat  man  dieselben  in  der  früher  besprochenen  Weise  aufgelöst, 
so  kann  man,  wie  wir  gesehen  haben,  die  oben  definirten  Zahlen 
^k  —  Vk  sofort  angeben.  Für  jeden  Punkt  x^^  ■  •  -  Xn^  j  in  welchem  sich 
die  Coefficienten  der  aufgelösten  Definitionsgleichungen  regulär  ver- 
halten, kennt  man  damit  zugleich  die  Zahl  aller  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe,  welche  in  den  Xi  —  xP  von 
der  h-iQü  Ordnung  sind  und  dabei  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  sich 
aus  ihnen  keine  infinitesimale  Transformation  von  (Je  +  l)-ter  oder 
höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 

Man  kann  natürlich  die  betreffenden  Zahlen  auch  für  solche 
Punkte  x^^  •  ■  •  Xn  berechnen,  in  denen  sich  die  Coefficienten  der  auf- 
gelösten Definitionsgleichungen  nicht  alle  regulär  verhalten.  Es  genügt 
dazu  schon  die  Kenntniss  der  Definitionsgleichungen,  doch  ist  es  un- 
gleich bequemer,  wenn  bereits  irgend  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  XJ-  •  •  Xrf  vorgelegt  sind,  was  wir  im  Folgenden 
annehmen  werden.     Dann  verfährt  man  folgendermassen: 

Man  bestimmt  zunächst,  wie  viele  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  Ä;-ter  und  höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  x-^  die 
Gruppe  enthält.  Zu  dem  Ende  entwickelt  man  die  allgemeine  infini- 
tesimale Transformation 

e,XJ  +  -  •  •  +  erXrf 
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nach  Potenzen  der  Xi  —  x^"  und  setzt  sodann  in  den  n  Ausdrücken 

die  Coefficienten  aller  Glieder  nullter,  erster,  •  •  •  (Ä;— l)-ter  Ordnung 
gleich  Null.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Anzahl  von  linearen 
homogenen  Gleichungen  zwischen  e^---er'^  wie  viele  unabhängige  unter 
diesen  Gleichungen  vorhanden  sind,  entscheidet  man  leicht  durch  Be- 
rechnung gewisser  Determinanten;  ergiebt  sich,  dass  r  —  cok  die  Anzahl 
der  unabhängigen  Gleichungen,  so  folgt  daraus,  dass  die  Gruppe  gerade 
(Ok  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  l-iQV  oder  höherer 
Ordnung  in  den  Xi  —  x!^  enthält.  Offenbar  ist  dann  c&j,  —  ta^.+i  die 
Anzahl  der  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  Zü-ter  Ordnung, 
aus  denen  sich  keine  Transformation  von  höherer  Ordnung  linear  ab- 
leiten lässt. 

Es  braucht  wohl  kaum  bemerkt  zu  werden,  dass  die  eben  an- 
gedeuteten Operationen  auch  bei  jedem  Punkte  x^^  •  "  Xn""  anwendbar 
bleiben,  für  den  sich  die  Coefficienten  der  aufgelösten  Definitions- 
gleichungen regulär  verhalten. 

Etwas  genauer  wollen  wir  uns  mit  denjenigen  infinitesimalen 
Transformationen  Zej-Xjf  der  Gruppe  XJ-  ■  •  Xrf  beschäftigen,  deren 
Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  x!*  nur  Glieder  erster  und  höherer, 
aber  kein  Glied  nullter  Ordnung  enthalten.  Wir  werden  zunächst 
untersuchen,  wieviele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
dieser  Beschaffenheit  es  giebt  und  dann  zeigen,  wie  man  dieselben  in 
einfacher  Weise  aufstellt.  Unter  x^  -  •  ■  ^/  verstehen  wir  dabei  einen 
ganz  beliebigen  aber  bestimmten  Punkt. 

Die  in  Rede  stehenden  infinitesimalen  Transformationen  sind 
offenbar  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  selbst,  sowie  die  von  ihnen 
erzeugte  eingliedrige  Gruppe  den  Punkt  Xi  =  x^^  in  Ruhe  lassen 
(vgl.  Kap.  7,  S.  134)  oder,  was  dasselbe  ist,  dadurch,  dass  sie  unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  ZeyX^f  ^\^  einzigen  sind,  welche 
dem  Punkte  Xi  =  x?  keine  Richtung  zuordnen. 

Analytisch  wird  die  allgemeinste  Transformation  276;  •  Xjf  von  der 
betreffenden  Beschaffenheit  durch  die  Gleichungen: 

bestimmt.     Verschwinden  nun  in  der  Matrix 
(3)  .... 

alle   (/i4- 1)- reihigen   Determinanten,   nicht  aber   alle    /i-reihigen,    so 
lassen  sich  h  von  den  Grössen  e^-  ■  -er  als  lineare  homogene  Functionen 
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der  r  —  h  übrigen  darstellen,  welche  vollkommen  willkürlich  bleiben. 
Demnach  erhalten  wir  das   folgende   einfache  aber   wichtige  Resultat: 
Satz  3.     Verschivinden  in  der  Matrix 

lrl{x)    '    .     irn  {x) 

für  Xi  ==  x^^,  ■  ■  •  Xn  =  Xn^  alle  (h  +  1)- reihigen  Determinanten  ^  nicht 
aber  alle  h-reiJiigen^  so  enthält  die  r-gliedrige  Gruppe 

n 

^kf  =  ^i  hi  (^1    •  '  •  Xn)  -^  (i  =  l...r) 

1  ' 

gerade  r  —  h  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  welche,  nach 
Potenzen  von  x^  -  x,\  ...  Xn  —  x„'  entwickelt,  kein  Glied  nullter  Ordnung 
enthalten,  welche  mit  andern  Worten  den  Punkt  x^^  -  •  ■  Xn^  in  Ruhe 
lassen. 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  zugleich  noch  der  folgende 

Satz  4.     Wenn  man  alle  (h  +  \)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 

kl{^)    '    '    ^ln(x) 
lrl{x)    .    •     lrn{x) 

gleich  Null  setzt,  so  bestimmen  die  hervorgehenden  Gleichungen  den  Ort 
aller  PunMe  x^-  -  •  x„,  tvelche  wenigstens  r  —  h  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe  X/-  •  •  Xrf  gestatten;  diejenigen  unter  den 
gefundenen  Punkten,  welche  nicht  auch  alle  h-reihigen  Determinanten  der 
Matrix  zum  Verschwinden  bringen,  gestatten  gerade  r  —  h  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe, 

Wir  haben  früher  (S.  135)  hervorgehoben,  dass  die  infinitesimalen 
Transformationen  XJ- - -Xrf  Qm^m  bestimmten  Punkte  iCj ...  ic„  ge- 
rade h  unabhängige  Richtungen  zuordnen,  wenn  alle  Determinanten 
(/^+l)-ten  Grades  der  Matrix  (3)  verschwinden,  während  dagegen 
nicht  alle  Determinanten  h-ien  Grades  dies  thun.  Wir  ersehen  daraus, 
dass  die  gefundenen  Resultate  sich  auch  folgendermassen  ausdrücken 
lassen: 

Satz  5.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Zj/-  •  •  Xrf  des  Raumes 
Xi"'Xn  gerade  r  —  h  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  welche 
einen  bestimmten  Punkt  x^\-  •  •  ^„^  ^^^  j>^^j^^  ^^^^^^^  ^^  ^^.^^^^.^  ^.^    .^^^^._ 

tesimalen   Transformationen  der  Gruppe   diesem  Punkte  gerade  h  unab- 
hängige Richtungen  zu. 


Die  Definitionsgleichungen  einer  Gruppe. 


201 


Jetzt  gehen  wir  einen  Schritt  weiter,  zur  wirklichen  Aufstellung 
aller  iufinitesimalen  Transformationen  Zej  •  Xjf^  welche  einen  bestimmten 
Punkt  x^  •  • '  Xr^  in  Ruhe  lassen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  in  der  Matrix  (3)  alle  {li  +  l)-reihigen, 
nicht  aber  alle  Ä-reihigen  Determinanten  verschwinden  und  dass  ins- 
besondere in  der  kleineren  Matrix 

nicht  alle  /^-reihigen  Determinanten  gleich  Null  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  giebt  es  offenbar  keine  infinitesi- 
male Transformation  von  der  Form  e^  •  XJ-\ +  ^ä  •  X,,/',  welche  den 

Punkt  x^  •  "  Xn^  in  Ruhe  lässt;  dagegen  thun  das  die  r  —  h  infinitesi- 
malen Transformationen 

sobald  man  die  Constanten  A  in  geeigneter  Weise  wählt,  was  augen- 
scheinlich nur  in  einer  einzigen  Weise  möglich  ist.  Hiermit  sind 
r  —  h  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gefunden,  deren 
Reihenentwickelungen  keine  Glieder  nullter  Ordnung  enthalten;  aus 
diesen  r  ~h  lässt  sich  natürlich  jede  andere  Transformation  von  der- 
selben Beschaffenheit  linear  ableiten.  Hieraus  folgt,  dass  es  unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  unserer  Gruppe,  welche  in  den 
Xi  —  xp  von  nullter  Ordnung  sind,  nur  h  unabhängige  giebt,  aus 
denen  sich  keine  Transformation  von  erster  oder  höherer  Ordnung 
linear  ableiten  lässt;  offenbar  sind  Xi/'- • -Zä/' Transformationen  nullter 
Ordnung  von  dieser  Beschaffenheit;  dieselben  ordnen  daher  dem  Punkt 


X, 


'  '  ^z 


gerade  h  unabhängige  Richtungen  zu. 


Wir  haben  hiermit  den 

Satz  6.     Sind  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 


^kf=^ilH{c 


^""^  dx.. 


ik  =  l 


einer  r-gliedrigen  Gruppe  des  Baumes  x^-yXn  so  beschaffen,  dass  für 
^1  =  ^1^7  •  • '  Xn  =  x^  alle  (/^-^-  1)- reihigen,  nicht  aber  alle  h- reihigen 
Determinanten  der  Matrix 

?11  W    •      •    llnix) 
Irlix)    ■      ■    ^,^(x) 
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verschwinden  und  werden  insbesondere  nicht  alle  h- reihigen  Determinanten 
der  Matrix 

für  Xi  =  Xi^  gleich  Null,  so  sind  zunächst  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

e,-XJ-\ \-e,rXjJ- 

von  der  matten  Ordnung  in  den  Xi  —  xp  und  ordnen  dem  Punlde  Xi^  •  •  ■  x^ 
gerade  h  unabhängige  RicJitungen  zu,  ferner  kann  man  die  h  {r  —  h) 
Constanten  hj  stets,  aber  nur  in  einer  einzigen  Weise  so  wählen,  dass  in 
den  r  —  h  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

Xn^,f+hi'XJ+---  +  hk-Xnf       (*  =  i...r-;o 
alle  Glieder  von  der  nullten  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi^  fehlen ;  aus  diesen 
r  —  h  infinitesimalen  Transformationen  lassen  sich  alsdann  alle  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  X^f  -  •  -  Xrf  linear  ableiten,  welche 
in  den  Xi  —  Xi    von  der  ersten  oder  von  höherer  Ordnung  sind. 

Es  ist   für    das    Folgende   nützlich,    diesen    Satz    in   einer   etwas 
specielleren  Form  auszusprechen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  alle  (r^  +  l)-i*eihigen  Determinanten 
der  Matrix 

(4)  .... 

identisch  verschwinden,  dass  dies  aber  nicht  mit  allen  g-reihigen  der 
Fall  ist  und  dass  insbesondere  nicht  alle  g-reihigen  Determinanten  der 
Matrix 


(5) 


SllW    •    •    lln(x) 


&ilW     •     •     ltr,(x) 


identisch  Null  sind. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  es  unmöglich,  q  nicht  sämmtlich 
verschwindende  Functionen  i^  ix)-  --  %^  {x)  anzugeben,  welche  den  Aus- 
druck i^{x)-XJ -\ +  %5 {x) •  Xqf  identisch  gleich  Null  machen.  Da- 
gegen lassen  sich  q  (r  —  q)  Functionen  (pjk  (x)  so  bestimmen,  dass  die 
r  —  q  Gleichungen 

X^+jf=  (fji  (X,---  Xn)  •  XJ-{ h  q)j,  (X,'-'  Xn)  '  XJ 

identisch  befriedigt  werden;  jedes  (pjk  wird  nämlich  gleich  einem  Quo- 
tienten, dessen  Zähler  eine  gewisse  g-reihige  Determinante  der  Matrix 
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(4)  ist,  und  dessen  Nenner  eine  nicht  identiscli  verscliwindende  g-reihige 
Determinante  der  Matrix  (5)  bildet  (vgl.  die  ähnlichen  Entwickelungen 
Kap.  7,  S.  121). 

Es  sei  nun  x^^  •  •  •  Xn^  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  genauer 
gesagt  ein    Punkt,   für  den  nicht  alle  g-reihigen  Determinanten    von 

(5)  verschwinden.  Dann  sind  die  Ausdrücke  q)jk  (x^)  endliche  bestimmte 
Constanten,  und  es  gehören  dabei  die  r  —  q  infinitesimalen  Transforma- 
tionen 

unserer  Gruppe  an.  Diese  infinitesimalen  Transformationen  sind  ofi'en- 
bar  von  einander  unabhängig  und  besitzen  überdies  die  Eigenschaft, 
dass  in  ihren  Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  Xi^  alle  Glieder 
nullter  Ordnung  fehlen.  Nach  Satz  3,  S.  200  muss  sich  daher  jede 
infinitesimale  Transformation  unserer  Gruppe,  deren  Reihenentwickelung 
nach  den  Xi  —  Xi  nur  Glieder  erster  und  höherer  Ordnung  enthält, 
aus  den  eben  gefundenen  r  —  q  infinitesimalen  Transformationen  linear 
ableiten  lassen. 

Es  gilt  also  der 

Satz  7.  Sind  von  den  infinitesimalen  Transformationen  X-^f  •  -  -  Xrf 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  die  ersten  q  durch  keine  lineare  Belation  von 
der  Form 

X,(X^  ■'-Xn)-XJ-{ h  X,(X,  ■  ■■Xn)'  X,f  =  0 

verknüpft,   während  Xq^if-'-Xrf  sich    linear  durch  X^f-  --X^f  aus 

drücken  lassen: 

q 

Xq^jfEE^   ^   (fjk  (^1   •     •  Xn)  ■  Xkf  U=  l---r-q), 

1 

so  enthält  die  Gruppe  in  der  Umgehung  jedes  Punktes  x^  •  -  -  Xn  von 
allgemeiner  Lage  gerade  q  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
zum  Beispiel  X^f  -  •  •  Xqf,  welche  in  den  Xi  —  xt  von  der  malten  Ordnung 
sind,  und  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster  oder 
höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  xp  linear  ableiten  lässt.  Dagegen  enthält 
die  Gruppe  in  der  Umgebung  von  x^  gerade  r  —  q  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen^  etwa 


7 


■q\ 


welche  keine  Glieder  von  nullter  Ordnung  in  den  Xi  —  Xi    enthalten  und 
welche  daher  den  Funkt  x-^^  -"  x»^  in  Buhe  lassen. 

Was   in  diesem  Satze  unter   einem  Punkte  von  allgemeiner  Lagiä 
zu  verstehen  ist,  haben  wir  oben  genauer  angegeben. 
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Kapitel  12. 
Bestimmung  aller  Untergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe. 

Sind  alle  Transformationen  einer  ()-gliedrigen  Gruppe  in  einer 
Gruppe  mit  mehr  als  (),  etwa  mit  r  Parametern  enthalten,  so  heisst 
die  9-gliedrige  Gruppe  eine   Untergruppe  der  r-gliedrigen. 

Ein  Beispiel  von  Untergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  geben 
uns  schon  die  Entwickelungen  des  Kapitels  4;  dieselben  zeigen  näm- 
lich, das  jede  r-gliedrige  Gruppe  oo''~i  eingliedrige  Untergruppen  ent- 
hält. In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  werden  wir  zunächst  einige  aller- 
dings specielle  Methoden  entwickeln,  welche  Untergruppen  einer  vor- 
gelegten Gruppe  aufzufinden  gestatten.  Sodann  legen  wir  uns  die 
Frage  vor,  wie  zu  verfahren  ist,  um  alle  Untergruppen  einer  vor- 
gelegten Gruppe  zu  bestimmen.  Wir  erhalten  dabei  das  wichtige  Re- 
sultat, dass  die  Bestimmung  aller  continuirlichen  Untergruppen  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  stets  durch  Auflösung  von  algebraischen  Gleich- 
ungen geleistet  werden  kann. 

§  54. 

Im  vorigen  Kapitel  dachten  wir  uns  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe  nach  Potenzen  der 
Xi  —  Xi^  entwickelt,  unter  x-^  ein  Werthsystem  verstanden,  für  welches 
sich  alle  diese  Transformationen  regulär  verhalten.  Für  die  infini- 
tesimalen Transformationen  der  Gruppe  ergab  sich  auf  diese  Weise 
eine  Eintheilung,  welche  uns  jetzt  auf  die  Existenz  gewisser  Unter- 
gruppen führen  wird.  Allerdings  finden  die  Betrachtungen  dieses  Para- 
graphen nur  auf  solche  Gruppen  Anwendung,  welche  jedenfalls  für 
gewisse  Punkte  xP  nicht  blos  infinitesimale  Transformationen  von 
nuUter,  sondern  auch  solche  von  höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  x-^  ent- 
halten. 

In  der  Umgebung  des  Punktes  x^  •  •  -  Xn  enthalte  eine  r-gliedrige 
Gruppe  des  Raumes  x^-  •  -  Xn  gerade  cö^  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen 

k 

deren  Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  Xi^  mit  Gliedern  Ic-ter  oder 
höherer  Ordnung  anfangen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  Ä;  ^  1  ist.  Combiniren  wir  alsdann 
zwei  infinitesimale  Transformationen  Yif  und  Yjf  mit  einander,  so 
erhalten  wir  (Theorem  30,  S..  193)  eine  infinitesimale  Transformation 
( Yi  Yj)  von  (2  h  —  l)-ter  oder  höherer  Ordnung,  also  mindestens  von 
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der   Ordnung  h.     Demnach   muss   sich  {Yi  Yj)   aus   den   Yf  linear   ab- 
leiten lassen: 

1 
oder,  was  dasselbe  ist:    Y^f-  -  •  Y^jJ"  erzeugen  eine  a5;t-gliedrige  Unter- 
gruppe der  vorgelegten  Gruppe.     Es  gilt  also  der 

Satz  1.  Enthält  eine  r-gUedrige  Gruppe  des  Baumes  x^  •  •  •  Xn  in 
der  Umgebung  von  x^ "  -  Xn  gerade  Gi^  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  h-ter  oder  höherer  Ordnung  und  ist  dabei  h"^!,  so  er- 
zeugen diese  Ok  infinitesimalen  Transformationen  eine  Ok-gliedrige  Unter- 
gruppe der  betreffenden  Gruppe. 

Ist  der  Punkt  x^^  -  -  -  Xn  so  beschaffen,  dass  sich  für  ihn  die 
Coefficienten  der  aufgelösten  Definitionsgleichungen  der  Gruppe  X^f---  Xrf 
regulär  verhalten,    so   hat  cj^  den  Werth 

(f/fc  —  Vk)  +  "'  {Ss-l  —  Vs-i) 

(vgl.  Kapitel  11,  S.  192). 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall  k  =  1,  bei  diesem  wollen  wir  daher 
noch  etwas  verweilen. 

Sind 

df 


Xjf  =  2'  ^^'  ^^1  •  •  ■  ^")  ^'^-      '^'  ^ ' 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe, 
so  findet  man  nach  Kapitel  11,  S.  199  die  Zahl  cj^  durch  Untersuchung 
der  Determinanten  der  Matrix  i. 

Wir  erinnern  uns  ferner  (vgl.  S.  199),  dass  alle  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe,  welche  nur  Glieder  von  erster  oder 
höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  xP  enthalten,  dadurch  charakterisirt 
sind,  dass  sie  den  Punkt  x^^  ■  ■  ■  Xn^  in  Ruhe  lassen.  Ist  daher  Ä;=  1, 
so  können  wir  den  obigen  Satz  auch  so  aussprechen: 

Satz  2.  Giebt  es  in  einer  Gruppe  des  Raumes  x^  •  ■  -  Xn  gerade  Oj 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  welche  einen  bestimmten 
Punkt  x^^ '  •  -  Xn  invariant  lassen,  so  erzeugen  dieselben  eine  (o^-gliedrige 
Untergruppe  der  betreffenden  Gruppe. 

Es  ist  klar,  dass  es  in  den  Veränderlichen  x^  .  .  .  Xn  nicht  mehr 
als   n  unabhängige   infinitesimale  Transformationen    giebt,    welche   in 
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den  Xi  —  Xi^  von  der  nullten  Ordnung  sind,  und  aus  denen  sich  keine 
infinitesimale  Transformation  von  erster  oder  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lässt.  Wir  schliessen  daraus,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  in 
n  <ir  Veränderlichen  mindestens  r  —  n  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  enthält,  die  in  den  Xi  —  x^  von  der  ersten  oder 
von  höherer  Ordnung  sind.     Also  haben  wir  den 

Satz  3.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  in  n  <^r  Veränderlichen  enthält 
Untergruppen  mit  mindestens  r  —  n  Parametern. 

Aus  dem  Satze  7  des  vorigen  Kapitels  (S.  203)  erhalten  wir 
schliesslich  noch  für  Punkte  X-^^  -  ■  •  Xn    von  allgemeiner  Lage  den 

Satz  4.  Sind  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f---  X^f  -  ■  ■  Xrf 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  des  Raumes  x^  -■'  Xn  so  beschaffen  j  dass  X^f-"Xqf 
durch  heine  lineare  Relation  von  der  Form 

Xl  (0C,'--Xn)'XJ-] (-  Xqi^i   '•  -Xn)  ■  XJ  EEE  0 

vcrlmüpft  sind,  während  dagegen  Xq^if-  •  •  Xrf  sich  linear  durch  X^f  ■  -  X,J' 
ausdrüclwn  lassen: 

Xq+jfEEE   (fji  (X^--  '  Xn)  •  X^f  H \-   q)jq  (.^1   •   •  •  Xn)  '  XJ 

(J  =  1  •  •  •  '•  -  !/), 

ist  ausserdem  x^^  --  -  Xn  ein  Funkt  von  allgemeiner  Lage^  so  sind  die 
r  —  ci  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

X„+,f-  ^f  <Pj,,  (x,"  ■  ■  •  Xn")  ■  X„f       0  =  1  ■  ■  •  r-,) 

1 

alle  von  der  ersten  oder  von  höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  xP  und  er- 
zeugen eine  {r  —  q)-gliedrige  Untergruppe^  deren  Transformationen  dadurch 
charaläerisirt  sind,  dass  sie  den  Punkt  x^^  ■  •  •  Xn    invariant  lassen. 

Unter  einem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  verstehen  wir  hier  wie 
auf  S.  203  einen  solchen,  welcher  nicht  alle  g-reihigen  Determinanten 
der  Matrix 

InW   •  •  iin{x) 

zum  Verschwinden  bringt. 

§  55. 
Wir  wollen  hier  gleich  noch  auf  eine   andere  etwas  allgemeinere 
Methode  aufmerksam  machen,  welche  oft  in  sehr  einfacher  Weise  zur 
Bestimmung    gewisser    Untergruppen    einer    gegebenen   Gruppe    führt. 
Diese  Methode  beruht  auf  dem  folcpenden 
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Theorem  31.  Enthält  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  solche 
infinitesimale  Transformationen,  hei  denen  ein  vorgelegtes 
Gleichungensystem 

Sli(Xi  '  ■  ■Xn)=0  0-  =  l,2.-.) 

invariant  bleibt,  und  lässt  sich  jede  in  der  Gruppe  enthaltene 
infinitesimale  Transformation  von  dieser  Beschaffenheit  aus 
den  m  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 


Y,f=^hr'X.f  (^^  =  1 


m) 


linear  ableiten,  so  erzeugen  Y^f  -  •  •  Y^f  eine  m-gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf. 

Die  Richtigkeit  dieses  Theorems  folgt  fast  unmittelbar  aus  dem 
Satze  5  in  Kapitel  1,  S.  118.  Nach  demselben  gestattet  nämlich  das 
System  ^i  =  0  auch  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form 
(YkYj).  Da  die  (YkYj)  ebenfalls  der  Gruppe  X^f - -- Xrf  angehören, 
kann  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  keine  dieser  infinitesimalen 
Transformationen  von  Y^f  -  -  ■  Y^f  unabhängig  sein,  es  müssen  viel- 
mehr Relationen  von  der  Form 


III, 
{Y,Y,)='^ni,j,-Y,f 


bestehen,  das  heisst  die   Y^f  erzeugen  viärklich  eine  Gruppe. 

Selbstverständlich  können  wir  das  obige  Theorem  auch  folgender- 
massen  aussprechen: 

Satz  5.  Giebt  es  unter  den  infinitesimalen  Transformationen  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn  gerade  m  unabhängige, 
bei  denen  eine  gewisse  Mannigfaltigheit  des  Baumes  x^-  •  -  Xn  invariant 
bleibt,  so  erzeugen  diese  m  infinitesimalen  Transformationen  eine  m-gliedrige 
Untergruppe  der  r-gliedrigen. 

Der  einfachste  Fall  ist  der,  dass  das  invariante  Gleichungensystem 
einen  invarianten  Punkt  darstellt,  dass  es  also  die  Form  hat: 

Ä^j   —  X^     =  U,  •  •  '  Xn  Xn     =  yj . 

Die  Untergruppe,  Vielehe  diesem  Gleichungensysteme  entspricht, 
vrird  ofi'enbar  von  allen  den  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt, 
dereu  Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  Xi^  mit  Gliedern  erster  oder 
höherer  Ordnung  anfangen.  Wir  kommen  also  hier  auf  eine  der  Unter- 
gruppen, welche  wir  schon   im  vorigen  §  gefunden  haben. 

Als  zweites  Beispiel  diene  eine  Untergruppe  der  achtgliedrigen 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene.  Die  Gleichung  eines  nicht 
ausgearteten  Kegelschnitts    gestattet  gerade   drei    unabhängige   infini- 
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tesimale  projective  Transformationen  der  Ebene;  diese  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  erzeugen  daher  eine  dreigliedrige  Untergruppe 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe. 

Endlich  noch  ein  Beispiel,  hergenommen  von  der  zehngliedrigen 
Gruppe  aller  conformen  Punkttransformationen  des  B^.  Es  giebt  in 
dieser  Gruppe  gerade  sechs  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
die  eine  beliebig  gewählte  Kugel  invariant  lassen.  Diese  Transformationen 
erzeugen   eine   sechsgliedrige  Untergruppe   der    zehngliedrigen  Gruppe. 

Das  Theorem  31  ist  nur  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allge- 
meineren: , 

Theorem  32.  Ist  in  den  Veränderlichen  x^  •  -  ■  Xa  irgend  eine 
Gruppe  vorgelegt,  endlich  oder  unendlich,  continuirlich  oder  nicht 
continuirlich,  so  bildet  der  Inbegriff  aller  darin  enthaltenen 
Transformationen,  welche  irgend  ein  Gleichung ensy stem  in  x^  • --  Xn 
invariant  lassen,  ebenfalls  eine  Gruppe. 

Der  Beweis  dieses  Theorems  ist  sehr  einfach.  Irgend  zwei  Trans- 
ibrmationen  der  Gruppe,  welche  das  Gleichungensystem  invariant  lassen, 
geben  nach  einander  ausgeführt  eine  Transformation,  welche  wiederum  der 
Gruppe  angehört  und  gleichzeitig  das  Gleichungensystem  invariant  lässt. 
Damit  ist  der  Beweis  erbracht,  dass  der  im  Theoreme  definirte  Inbegriff 
von  Transformationen  wirklich  eine  Gruppe   bildet. 

Statt  eines  Systems  von  Gleichungen  kann  natürlich  auch  ein  System 
von  Differentialgleichungen  gesetzt  werden,  auch  dann  noch  würde  das 
Theorem  in  Geltung  bleiben. 

Ist  übrigens  die  vorgelegte  Gruppe  continuirlich,  so  kann  die  Unter- 
gruppe, welche  durch  das  invariante  Gleichungensystem  defiuirt  wird,  sehr 
gut  discontinuirlich  sein. 

§  56. 

Nachdem  wir  bisher  einige  Methoden  kennen  gelernt  haben,  um 
einzelne  Untergruppen  einer  vorgelegten  Gruppe  zu  ermitteln,  wenden 
wir  uns  jetzt  zu  dem  allgemeineren  Problem,  alle  continuirlichen  Unter- 
gruppen einer  gegebenen  r-gliedrigen  Gruppe  X^/*-  •  •  Xrf  zu  bestimmen. 

Irgend  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

r 

1 
unserer  Gruppe  erzeugen  dann  und  nur  dann  eine  m-gliedrige  Unter- 
gruppe, wenn  alle 

sich  durch  Y^f  •  --  Y,nf  allein  ausdrücken.    Führen  wir  hier  die  Werthe 


(X^  Xa)  ==  ^t  C^at '  Xtf 
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ein,  so  ergiebt  sich 

l--r 

und  es  wird  verlangt,  dass  diese  Gleichungen  die  Form 

>n  r  IIb 

( -^tt  i^'j  =  ^^  l^iVTt  •  Ynf=  ^r    ^n  lurn  ^^nt  "  ^r/ 
1  1  1 

annehmen.  Hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Gleichungen 

1  •  •  -r  rii 

\-*-/  ^/     '^,</(<  f^va  Caar  "^^^^   /^^  '/(v;r  '^Trr 

^a  1 

(/LI,  v^=l  ■  ■  ■  m;  r  =  l  •  •  •  r) 

befriedigt    werden    können;    soll    dies    möglich    sein,    so    müssen    die 
sämmtlichen  (m  +  l)-i'eihigen  Determinanten  d-er  Matricen 


(2) 


^     '^jiio  '^va  Coor        "-Ir 


hr. 


verschwinden. 

Damit  haben  wir  eine  Reihe  algebraischer  Gleichungen  zur  Be- 
stimmung der  mr  Unbekannten  h^fj.  Weil  aber  Y^f  -  -  ■  Y^f  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  sein  sollen,  ist  von  vornherein 
jedes  Werthsystem  h^^  auszuschliessen,  welches  alle  m -reihigen  De- 
terminanten der  Matrix 

zum  Verschwinden  bringt. 

Sind  die  h^Q  so  bestimmt,  dass  sie  alle  diese  Bedingungen  er- 
füllen, so  reduciren  sich  die  Gleichungen  (1)  für  jedes  Paar  von  Zahlen 
^u,  V  auf  gerade  m  Gleichungen,  welche  die  unbekannten  Constanten 
l/iivi  '  '  '  l^vm  vollständig  bestimmen.  Jedes  Lösungensystem  h^Q  liefert 
daher  eine  m-gliedrige  Untergruppe  und  es  ist  klar,  dass  man  auf 
diese  Weise  alle  m-gliedrigen  Untergruppen  findet. 

Wir  haben  hiermit  eine  allgemeine  Methode  zur  Bestimmung  aller 
Untergruppen  einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe;  praktisch  an- 
wendbar ist  diese  Methode  allerdinofs  im  Allgemeinen  nur,  wenn  die 
Zahl  r  nicht  zu  gross  ist;  sie  zeigt  aber,  dass  das  Problem  alle  diese 
Untergruppen  zu  bestimmen  nur  algebraische  Operationen  erfordert, 
was  an  und  für  sich  schon  ein  sehr  wichti^jes  Resultat  ist. 


Theorie  der  Trausforraationsgruppsn. 
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Theorem  33.  Die  Bestimmung  aller  continuirlichen  Unter- 
gruppen einer  vorgelegten  r-gliedrigcn  Gruppe  X^f -  -  •  Xyf  er- 
fordert nur  algehraisehe  Operationen;  die  betreffenden  Opera- 
tionen sind  durch  die  Constanten  Ciks  iv^  den  Relationen 


(X,Z,)  =^c,A.-X,/- 


(«,A' 


vollständig  bestimmt,"^) 

In  speciellen  Fällen  wird  oft  die  Bestimmung  aller  Untergruppen 
einer  vorgelegten  Gruppe  dadurch  erleichtert,  dass  man  von  vornherein 
gewisse  Untergruppen  und  überhaupt  gewisse  Eigenschaften  der  be- 
treffenden Gruppe  kennt;  eine  Erleichterung,  ist  es  natürlich  auch, 
wenn  man  schon  für  eine  Untergruppe  der  vorgelegten  Gruppe  das 
entsprechende  Problem  erledigt  hat.  Uebrigens  werden  wir  später 
sehen,  dass  es  eigentlich  nicht  darauf  ankommt,  wirklich  alle  Unter- 
gruppen aufzustellen,  dass  es  vielmehr  genügt,  gewisse  von  diesen 
Untergruppen  anzugeben  (vgl.  die  Untersuchungen  über  Typen  von 
Untergruppen,  Kap.  23). 

§  57. 
Die  m  unabhäiiöjigen  infinitesimalen  Transformationen 


Y,f=^^,h,,'X,f 


(t<  1=  1  .  .  .  m) 


mögen  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f-  --Xrf 
erzeugen.  Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  dieser  Unter- 
gruppe ist  alsdann: 


^  ci/^i  •  Y^i  f=^'  ^*  ^M  ^Va-  ■  ^*/ ; 


1  11 

wo  die  a,,  willkürliche  Parameter  bedeuten. 

Alle  infinitesimalen  Transformationen  e^  •  X^  / -|-  •  •  •  +  e,.  •  Xrf  der 
r-gliedrigen  Gruppe,  welche  der  m-gliedrigen  Untergruppe  Y^f---  Ymf 
angehören,  werden  infolgedessen  durch  die  Gleichungen 


Ck  =^  «/'  h^ 


{k  =  l  ■  ■  ■  r) 


definirt.  Denken  wir  uns  hieraus  die  m  willkürlichen  Parameter  a^, 
weggeschafi't,  so  erhalten  wir  gerade  r  —  m  unabhängige  lineare 
homogene  Gleichungen  zwischen  e^-'-ery  also  können  wir  sagen: 


^)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturv.,  Bd.  1,  Christiania  1876 
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Satz  6.  Ist  ßi  ■  Xj  -\^  •  •  •  -\^  Cr  •  Xr  f  die  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  lassen  sich  die  infinitesi- 
malen Transformationen  einer  jeden  m-gliedrigen  Untergruppe  dieser 
Gruppe  durch  r  —  m  unabhängige  lineare  homogene  Relationen  mischen 
Cy  '  '  '  Cr  definiren. 

Diejenigen  infinitesimalen  Transformationen,  welche  zwei  ver- 
schiedenen Untergruppen  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ'-  ■•  Xrf  ge- 
meinsam sind,  erzeugen  ihrerseits  eine  Untergruppe;  als  die  gemein- 
samen infinitesimalen  Transformationen  zweier  Gruppen  erzeuo-en  sie 
nämlich  nach  Kap.  9,  Satz  2,  S.  159  eine  Gruppe,  welche  natürlich 
in  Xj^f--  -Xrf  als  Untergruppe  enthalten  ist. 

Nehmen  wir  nun  an,  dass  die  eine  Untergruppe  m-gliedrig  ist, 
die  andere  ^-gliedrig,  so  werden  die  ihnen  gemeinsamen  infinitesimalen 
Transformationen  durch  r  —  m  +  r  —  ^  lineare  homogene  Gleichungen 
zwischen  den  e  definirt,  Gleichungen,  die  allerdings  nicht  von  einander 
unabhängig  zu  sein  brauchen. 

Wir  schliessen  daraus,  dass  es  unter  den  gemeinsamen  infinitesi- 
malen Transformationen  wenigstens  r  —  {2r  —  m  —  ^)  =  m  -\-  ^  ~  r 
unabhängige  giebt.     Also  haben  wir  den  Satz: 

Satz  7.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  mei  Untergruppen  mit  he- 
mglich  m  und  ^  Parametern,  so  haben  dieselben  wenigstens  m  -\-  ^  —  r 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein.  Diejenigen  infinitesi- 
malen Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe,  welche  überhaupt  beiden 
Untergruppen  gemeinsam  sind,  ermigen  ihrerseits  eine  Untergruppe. 

Dieser  Satz  lässt  sich  offenbar  verallgemeinern: 

Werden  überhaupt  unter  den  iufinitesimalen  Transformationen 
^i'^if-\ h  Cr 'Xrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe  zwei  Schaaren  aus- 
geschieden, die  eine  durch  r  —  m  lineare  homogene  Gleichungen 
zwischen  den  e,  die  andere  durch  r  —  ^  solche  Gleichungen,  so  gid)t 
es  mindestens  m  -f  ^  —  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
welche  beiden  Schaaren  i^emeinsam  sind. 


Kapitel  13. 

Transitivität,  Invarianten,  Primitivität. 

Die  Begriffe  Transitivität  und  Primitivität,  welche  in  der  Sub- 
stitutionentheorie eine  so  grosse  Rolle  spielen,  sollen  hier  auf  endliche 
continuirliche  Transformationsgruppen  ausgedehnt  werden.  Im  Vorbei- 
gehen sei  erwähnt ,  dass  sich  diese  Begriffe  überhaupt  auf  alle  Gruppen 
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ausdehnen  lassen,  auf  die  endlichen  sowohl  als  auf  die  unendlichen, 
auf  die  continuirlichen  so  gut  wie  auf  die  nichtcontinuirlichen.*) 

§  58. 

Eine  endliche  continuirliche  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^--  ■  Xn 
heisst  transitiv  f  wenn  es  im  Räume  {x^  •  •  -  rr„)  ein  72-fach  ausgedehntes 
Gebiet  giebt,  innerhalb  dessen  jeder  Punkt  durch  mindestens  eine 
Transformation  der  Gruppe  in  jeden  beliebigen  andern  übergeführt 
werden  kann.    Jede  Gruppe,  welche  nicht  transitiv  ist,  heisst  intransitiv. 

Nach  dieser  Definition  ist  also  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

transitiv,  wenn  man  im  Allgemeinen  zu  jedem  Werthsysteme  x^-'-Xn^ 
x(  '" Xn  wenigstens  ein  solches  Werth System  a^  •  •  •  ar  angeben  kann, 
dass  die  Gleichungen  x!  =  fi  {x,  a)  durch  die  betreffenden  Werthe  der 
X,  a,  x'  befriedigt  werden.  Mit  andern  Worten:  Die  Gleichungen 
xl  =  fi{x,  a)  einer  transitiven  Gruppe  lassen  sich  nach  n  von  den  r 
Parametern  a^  -  -  -  ar  auflösen.  Ist  dagegen  eine  solche  Auflösung  nicht 
möglich  j  lassen  sich  vielmehr  aus  den  Gleichungen  xf  =  fi(x,  a)  der 
Gruppe  Belationen  herleiten  ^  welche  von  den  Faramctern  a  frei  sind  und 
nur  die  Veränderlichen  x^-  •  -  Xn,  Xy  •  •  -  Xn  enthalten,  so  ist  die  Gruppe 
nicht  transitiv,  sie  ist  intransitiv. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  jede  transitive  Gruppe  des  Raumes 
.^1    •  •  Xn  mindestens  n  wesentliche  Parameter  enthält. 

Hat  eine  transitive  Gruppe  in  n  Veränderlichen  gerade  n  wesentliche 
Parameter,  so  enthält  sie  im  Allgemeinen  eine,  aber  auch  nur  eine 
Transformation,  welche  einen  beliebigen  Punkt  des  Raumes  in  einen 
andern  beliebigen  Punkt  überführt;  insbesondere  enthält  sie  daher 
ausser  der  identischen  Transformation  keine  Transformation,  welche 
einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt.  Wir  bezeichnen 
jede  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit  als  einfach  transitiv. 

*)  Nachdem  Lie  1869  einige  Differentialgleichungen  mit  bekannter  continuir- 
licher  Gruppe  integrirt  hatte,  stellte  er  1871  und  1872  im  Verein  mit  Klein 
die  Aufgabe,  die  Begriffe  der  Substitutionentheorie  soweit  als  möglich  auf  die 
Theorie  der  continuirlichen  Transformationsgruppen  zu  übertragen.  Die  Er- 
ledigung dieses  Problems  im  Einzelnen  gab  Lie;  gestützt  auf  die  hierdurch  ge- 
wonnenen Vorstellungen  und  Begriffe  entwickelte  er  bereits  1874  die  Grundzüge 
einer  allgemeinen  Integrationstheorie  solcher  vollständiger  Systeme,  welche  be- 
kannte infinitesimale  Transformationen  gestatten  (Verh.  d.  G.  d.  W.  zu  Christiania, 
1874).  Er  führte  dieses  Problem  auf  den  Fall  zurück,  dass  die  bekannten  infini- 
tesimalen Transformationen  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  erzeugen,  welche 
imprimitiv  ist,  da  ihre  Transformationen  die  charakteristischen  Mannigfaltigkeiten 
des  vollständigen  Systems  unter  einander  vertauschen.  Er  gab  u.  A,  alle  Fälle  an,  in 
denen  sich  die  Integration  des  vollständigen  Systems  durch  Quadraturen  erledigen  lässt. 
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Das  oben  gegebene  allgemeine  Kriterium  für  die  Transitivität 
bezüglich  lutransitivität  einer  Gruppe  ist  nur  dann  praktisch  anwendbar, 
wenn  man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  kennt.  Sollte  sich 
aber  nicht  ein  Kriterium  angeben  lassen,  zu  dessen  Anwendung  blos 
die  Kenntniss  der  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  erforder- 
lich ist?  Wir  werden  zeigen,  dass  sich  in  der  That  ein  solches 
Kriterium  angeben  lässt.  Zugleich  werden  wir  Mittel  finden,  um  zu 
erkennen,  wie  viele  und  welche  Relationen  zwischen  den  x  und  den 
X  allein  bei  einer  intransitiven  Gruppe  mit  bekannten  infinitesimalen 
Transformationen  auftreten. 

Es  seien  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

df 


X,f===^.^„:ix,'--x,)jjr       '^-i-- 


vorgelegt,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen.    Diese  Gruppe,  deren 
endliche  Gleichungen  wir  uns  in  der  Form 


O,  =  -  xi'  +  Xi  -i-^L  e,  ■  'eki{x)  -f  .  ^ .  =  0 


• «) 


sreschrieben  denken  können,  ist  nach  dem  Früheren  dann  und  nur 
dann  transitiv,  wenn  die  n  Gleichungen  0^  =  0,  •  •  •  0„  =  0  nach  n 
von  den  r  Parametern  e^  •  •  •  Cr  auflösbar  sind.  Nothwendig  und  hin- 
reichend für  die  Transitivität  unserer  Gruppe  ist  demnach,  dass  nicht 
alle  l^-reihiffen  Determinanten  der  Matrix 


(1) 


de. 

de. 

d^. 

C^n 

de^ 


oe^ 


identisch  verschwinden.  Hieraus  folgt,  dass  die  Gruppe  sicher  transitiv 
ist,  wenn  die  betreffenden  Determinanten  für  e^  =  0,  •  •  •  Cr  ==  0  nicht 
sämmtiich  verschwinden,  wenn  also  nicht  alle  n-reihigen  Determinanten 
der  Matrix 

bii    *    ■    ■    5i« 

(2)  

identisch  null  sind. 

Damit  haben  wir  eine  hinreichende  Bedingung  für  die  Transitivität 
unserer  Gruppe  gefunden.  Wir  wollen  jetzt  untersuchen,  was  eintritt, 
wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist. 
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Es  seien  also  alle  n-reihigen  Determinanten  der  eben  geschriebenen 
Matrix  (2)  ideütisch  null;  um  alle  Möglichkeiten  auf  einmal  zu  um- 
fassen, wollen  wir  ausserdem  voraussetzen,  dass  zugleich  auch  alle 
(n  —  1)-,  {n  —  2)-,  "  ■  (q+  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
identisch  verschwinden,  während  nicht  alle  ^-reihigen  dies  thun. 

Unter  diesen  Umständen  verschwinden  sicher  nicht  alle  g-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (1),  also  können  wir  schliessen,  dass  sich 
aus  den  n  Gleichungen  ^^  =  0,  •  •  •  ^„  =  0  höchstens  n  —  q  von 
6^1  '  '  '  Cr  freie  und  unter  einander  unabhängige  Gleichungen  zwischen 
den  X  und  x'  allein  herleiten  lassen. 

Nun  aber  reduciren  sich  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  r  Gleichungen  XJ'=0,  ■  •  •  Xf=0  auf  gerade  q<n  unabhängige, 
etwa  auf:  XJ'=  0,  •  •  •  X,/'=  0,  während  Xj+i/'-  •  •  Z,/"  sich  folgen- 
dermassen  ausdrücken: 

Xq^,f=  (pn  (X)  •Xif-\ \-  (p,^  (x)  '  XJ         (v  =  l  .  .  .r-5). 

Mithin  wird: 

(Z,  X,)  =^j{caj  +yr  Ca,,^r(Pr?j  Xjf 

für  alle  Werthe  von  i  und  h^  das  heisst:  die  q  Gleichungen  Xj'=0, 
■  -  '  Xqf  =0  bilden  ein  g-gliedriges  vollständiges  System  mit  n  —  q 
unabhängigen  Lösungen,  welche  ^i{x)  -  ■  -  Sln_,^(x) .  heissen  mögen. 
Diese  Lösungen  gestatten  eine  jede  infinitesimale  Transformation  von 

der  Form  e,-XJ-\ 1-  e,.  X/',  also  jede  infinitesimale  und  in  Folge 

dessen  auch  jede  endliche  Transformation  unserer  r-gliedrigen  Gruppe 
XJ'"  -  Xrf  (vgl.  Kap.  6,  S.  98).  Analytisch  drückt  sich  das  dadurch 
aus,  dass  zwischen  den  Veränderlichen  x  und  x\  welche  in  den  Trans- 
formationsgleichungen unserer  Gruppe  vorkommen,  die  folgenden  n—q 
unabhängigen,  von  den  e  freien  Relationen  bestehen: 

^l(^/  •  •  •  Xn)  =  9.,{X,---  Xn),    ■   V    Sin-,  {X;  ■  ■   ■  X,/)   =  Sln-,(x,   ■   •   •  Xn)  . 

Oben  sahen  wir,  dass  zwischen  den  x  und  den  x'  allein  höchstens 
n  —  q  unabhängige  Relationen  bestehen  können,  wir  haben  demnach 
hiermit  die  betreftenden  Relationen  alle,  gefunden. 

Lisbesondere  erkennen  wir,  dass  die  Gruppe  XJ'---  X^/"  intransitiv 
ist,  sobald  alle  ;i- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2)  identisch 
verschwinden.  Damit  ist  zugleich  bewiesen,  dass  die  vorhin  gefundene 
hinreichende  Bedingung  für  die  Transitivität  der  Gruppe  XJ  ■  •  -  Xrf 
nicht  blos  hinreichend,  sondern  auch  nothwendisf  ist. 

Wir  formuliren  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  Sätzen.  An  die 
Spitze  stellen  wir  das 
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Theorem  34.  Die  r-gliedrige  Gruppe  X^f'-Xrf  des  Baumes 
Xi  '  ■  •  Xn  ist  transitiv,  wenn  sich  unter  den  r  Gleichungen 
X^f=0,---Xrf=0  gerade  n  von  einander  unabhängige  be- 
finden, im  entgegengesetzten  Falle  ist  sie  intransitiv. 

Sodann  mag  ein  Satz  folgen: 

Satz  1.     Aus  den  endlichen  Gleichungen 

X'i  =  fiipC^-  •  '  ^n,    Ö^i  •  •   •  aj)  (*  =  1  ■  ■  -n) 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  mit  den  infinitesimalen  Transformationen 
X^f '  • '  Xrf  hann  man  nur  dann  alle  r  Parameter  a^  •  -  •  ar  eliminiren, 
wenn  die  Gruppe  intransitiv  ist;  man  erhält  in  diesem  Falle  zwischen 
den  X  und  den  x  eine  gewisse  Anzahl  von  Relationen,  tvelche  sich  auf 
die  Form  bringen  lassen: 

ß/fc«  •  •  •  X>/)  =  SlkQv,  •  •  •  Xa)         (Ä=i,2-.-); 

dabei  sind  ^i{oo),  ^2{^)  '"  ^^^^  System  unabhängiger  Lösungen  des  voll- 
ständigen Systems,  welches  durch  die  r  Gleichungen  XJ'=0,  ■  •  •  Xrf=0 
bestimmt  ist. 

In  Kapitel  6,  S.  97  sahen  wir,  dass  die  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichnng  X/"  ==-  0  die  einzigen  Invarianten  der 
eingliedrigen  Gruppe  Xf  sind;  dementsprechend  sind  die  gemeinsamen 
Lösungen  der  Gleichungen  XJ'^  O,---  Xrf==  0  die  einzigen  Invarianten 
der  Gruppe  X^f-  -  •  Xrf     Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  2.  Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f  -•■  X,  f  des  Raumes  x^  ■  •  •  Xn 
transitiv,  so  hat  sie  keine  Invarianten,  ist  sie  intransitiv,  so  sind  die  ge- 
meinsamen Lösungen  der  Gleichungen  XJ  =  0,  •  •  •  Xrf  =  0  ihre  einzigen 
Invarianten. 

Schliesslich  mag  noch  der  folgende  Satz  angeführt  werden,  der 
eine  charakteristische  Eigenschaft  der  Invarianten  endlicher  continuir- 
licher  Gruppen  ausspricht: 

Satz  3.  Sind  u^---  Uq  Invarianten  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ'-  •  •  Xrf, 
so  ist  auch  jede  Function  von  u^  -  ■  -  u^>  eine  Invariante  dieser  Gruppe. 

Um  den  begrifflichen  Sinn  der  gewonnenen  analytischen  Resultate 
klarzustellen,  wollen  wir  nunmehr  x^  ■  -  -  Xn  als  Punktcoordinaten  eines 
Raumes  von  n  Dimensionen  deuten. 

Das  in  dem  Theorem  erwähnte  vollständige  System  sei  g-gliedrig 
und  die  Zahl  q  sei  kleiner  als  n,  also  die  Gruppe  XJ  •  -  •  Xrf  m- 
transitiv.  Die  Functionen  .ß,  (x^  -  ■  •  x^  •  ■  -  Sl^-q  (^i  •  •  •  ^«)  seien  un- 
abhängige Lösungen  des  betreffenden  vollständigen  Systems,  mit 
Ol  •  •  •  Cn-q  endlich  mögen  willkürHche  Constanten  bezeichnet  werden. 
Dann  zerlegen  die  Gleichungen 

Si^    =   Gl  ,   •   •   •  !>ln—q  =*  ^n—q 
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den  ganmi  Baum  in  oo«-?  verschiedene  q-fach  ausgedehnte  TJieilgebiete, 
welche  sämmtlich  hei  der  Gruppe  XJ  -  ■  -  Xrf  invariant  hleiben.  Jeder 
Punkt  des  Raumes  gehört  einem  ganz  bestimmten  Theilgebiet  an  und 
kann  von  Transformationen  der  Gruppe  nur  in  Punkte  desselben 
Theilgebietes  übergeführt  werden.  Jedoch  werden  die  Punkte  eines 
Theilgebietes  unter  sich  transitiv  traiisformirt,  das  heisst,  jeder  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  in  dem  betreffenden  Theilgebiet  kann  durch 
wenigstens  eine  Transformation  der  Gruppe  in  jeden  andern  solchen 
Punkt  übergeführt  werden. 

Ist  x^  '  •  '  Xn  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  so  bezeichnen  wir 
die  Functionen  ^^{x)  -  -  •  ^n-q{x)  auch  als  Invarianten  des  Punktes 
^i-y^n  gegenüber  der  Gruppe  X,f'-Xrf.  Die  Zahl  dieser  In- 
varianten giebt  den  Grad  der  Intransitivität  unsrer  Gruppe  au,  denn 
je  grösser  die  Zahl  der  Invarianten,  um  so  kleiner  die  Dimensionen- 
zahl des  Theilgebietes,  innerhalb  dessen  der  Punkt  x^  ■  -  Xn  bei  den 
Transformationen  der  Gruppe  bleibt. 

Einer  transitiven  Gruppe  gegenüber  hat  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  offenbar  keine  Invariante. 

Das  oben  ausgesprochene  Theorem  gestattet  zu  entscheiden,  ob 
eine  vorgelegte  Gruppe  XJ  -  ■  -  Xrf  transitiv  ist  oder  nicht.  Dem 
darin  enthaltenen  Kriterium  für  die  Transitivität  oder  Intransitivität 
einer  Gruppe  lassen  sich  nun  verschiedene  andere  Fassungen  o-eben. 

Zunächst  können  wir  mit  einer  leichten  Aenderung  der  Ausdrucks- 
weise sagen: 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf  in  x^  ■  -  ■  Xn  ist  dann  und 
nur  dann  transitiv,  wenn  es  unter  ihren  infinitesimalen  Transforma- 
tionen gerade  n  —  etwa  X,f  •  -  ■  Xnf  —  giebt,  welche  durch  keine 
lineare  Relation  von  der  Form 

%^{X,   ■'-Xn)'X,f-] f-   Xn{x,   "■Xn)-Xnf=0 

verknüpft   sind,    während   yich   X«+i/'- •     Z;-/'  folgendermassen   durch 
X^f  •  '  •  Xnf  ausdrücken: 

Xn+jf=  cpj,{x)-X,f+  .  .  .  +  q^jn{^^)'Xnf 

0=1  •  •  •  r  —  n). 

Giebt  es  keine  n  infinitesimalen  Transformationen  von  dieser  Be- 
schaffenheit, so  ist  die  Gruppe  intransitiv. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  jede  infinitesimale  Transformation 
X^/' jedem  Punkte  des  Raumes  x^  ■  •  ■  Xn  eine  Richtung  zuordnet  und 
nehmen  wir  noch  hinzu,  was  in  Kap.  6,  S.  102  über  die  Unabhängig- 
keit   solcher    Richtungen    gesagt    ist,   welche    durch   denselben   Punkt 
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gehen;    dann    können    wir    das    Kriterium    für   die   Transitivität   einer 
Gruppe  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  4.  Eine  Gruppe  X^f  •  •  ■  Xrf  in  den  Veränderlichen  x^-  •  -  Xn 
ist  transitiv,  ivenn  sie  n  infinitesimale  Transformationen  enthält,  welche 
jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  n  unabhängige  Richtungen  zuordnen; 
enthält  die  Gruppe  keine  n  infinitesimalen  Transformationen  von  dieser 
Beschaffenheit,  so  ist  sie  intransitiv. 

Andererseits  möge  an  die  Auseinandersetzungen  in  Kap.  11,  S.  203 
erinnert  werden,  wo  wir  uns  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  in  der  Umgebung  eines  Punktes  xl^  von  allgemeiner  Lage 
nach  den  Potenzen  der  Xi  —  x^  entwickelt  dachten.  Da  eine  transitive 
Gruppe  Xif-  •  •  Xrf  in  den  Veränderlichen  x^  ■  •  •  Xn  n  infinitesimale 
Transformationen:  Xj/"  •••  X«/"  enthält,  welche  durch  keine  lineare 
Relation  %^{x)-Xyf  -{-  •  ■  •  4-  ln{^)  •  Xnf  =  0  verknüpft  sind,  erhalten 
wir  den  folgenden  Satz: 

Satz  5.  Eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f  -  •  ■  Xrf  in  den  n  Veränder- 
lichen Xi  • "  Xn  ist  transitiv,  ivenn  sie  in  der  Umgehung  eines  Punktes 
Xi^  von  allgemeiner  Lage  gerade  n  solche  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  nullter  Ordnung  in  den  Xi  —  xl^  enthält,  aus  denen  sich 
keine  infinitesimale  Transformation  von  erster  oder  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lässt.  Ist  die  Anzahl  solcher  infinitesimaler  Transformationen 
nullter  Ordnung  Meiner  als  n,  so  ist  die  Gruppe  intransitiv. 

Man  sieht  hieraus,  dass  man  nur  die  Befinitionsgleichungen  der 
Gruppe  X^f '  •  -  Xrf  su  kennen  braucht,  um  über  die  Transitivität  oder 
Intransitivität  derselben  entscheiden  m  können. 

Den  ersten  Theil  des  Satzes  5  können  wir  schliesslich  auch  folgender- 
massen aussprechen: 

Die  Gruppe  X^f  •  -  •  Xrf  ist  transitiv,  wenn  sie  in  der  Umgebung 
eines  Punktes  x/^  von  allgemeiner  Lage  gerade  r  —  n  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  enthält,  deren  Reihenentwickelungen 
nach  den  Xi  —  X/^  mit  Gliedern  erster  oder  höherer  Ordnung  anfangen, 
wenn  also  die  Gruppe  gerade  r  —  n  und  nicht  mehr  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  enthält,  welche  einen  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  invariant  lassen.   — 

Sind  von  einer  intransitiven  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  nm  die  infini- 
tesimalen Transformationen  bekannt,  so  findet  man,  wie  wir  gesehen 
haben,  die  Invarianten  der  Gruppe  durch  Integration  des  vollständigen 
Systems  Xj/'=  0,  •  •  •  Xrf  =  0.  Es  ist  nun  von  grosser  Wichtigkeit, 
dass  diese  Integration  nicht  erforderlich  ist,  wenn  die  endlichen  Gleich- 
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uugen  der  Gruppe  bekannt  sind,  dass  sich  vielmehr  in  diesem  Falle 
die  Invarianten  der  Gruppe  durch  blose   Elimination  ergeben. 

Um  das  nachzuweisen,  denken  wir  uns  die  endlichen  Gleichungen 

einer  intransitiven  Gruppe  vorgelegt  und  sodann  die  Parameter  a^  -  -  ■  ar 
daraus  eliminirt.  Die  auf  diese  Weise  erhaltenen  n  —  q  unabhängi<»'eu 
Gleichungen 

(3)  W^,  {X^-  '  •  XajXy    •  ■  •  Xn)  =  0  (,«  =  1  .  .  .  „_5) 

müssen  sich  nach  dem  Früheren  auf  die  Form 

(4)  %(^i'  •  •   •  Xn)  =    ^uix^   •  •  •  iP«)  (in^l...n-q) 

bringen  lassen,  wo  die  5i^,(a;)  die    gesuchten  Invarianten  sind.     Wenn 

wir  daher,   was   immer   möglich  ist,   die  Gleichungen  (3)  nach  n q 

von  den  Veränderlichen  ^/  •  •  •  Xn   auflösen: 

X^,   ==   n^{x^-   •  •  Xn,    X'a-qj^l   "   •  Xn)  {,«  =  1  ■  •  •  n  -  q)  ^ 

so  erhalten  wir  n  —  q  Functionen  11^  -  -  n„-qj  in  welchen  die  Ver- 
änderlichen ^1  •  •  •  Xn  nur  in  den  Verbindungen  Sl^(x)  •  •  •  ^„^Jx)  vor- 
kommen.    Folglich  stellen  die  w  —  q  Ausdrücke 

77,,  (^1  •  •  •  Xa ,  ««-.^+1  •  •  •  an)        (,«  =  1  •  • . «  -  <i) , 
in  denen  an—q^i  -  •-  ccn  Constanten  bezeichnen,  Invarianten  unserer  Gruppe 
dar  und  zwar  offenbar  n  —  q  unabhängige  Invarianten.  — 

Es  gilt  also  das 

Theorem  35.     Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen: 

^i    =  //  (^'i   ■  '  '  X^j    «1   •  •  •  ür)  [i^l--  -n) 

einer  intransitiven  Gruppe,  so  Icann  man  die  Invarianten  dieser 
Gruppe  durch  Elimination  finden. 

§  59. 

Indem  wir  untersuchten,  wie  sich  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
gegenüber  den  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  verhält, 
wurden  wir  mit  Nothwendigkeit  auf  die  Begriffe  Transitivität  und  In- 
transitivität  geführt.  Wir  erhielten  auf  diese  Weise  eine  Eintheilung 
aller  r-gliedrigen  Gruppen  eines  Raumes  von  n  Dimensionen  in  zwei 
verschiedene  Classen,  geradeso  wie  in  der  Substitutionentheorie;  zu- 
gleich aber  erhielten  wir  auch  noch  eine  Eintheilung  der  intransitiven 
Gruppen,  nämlich  nach  der  Zahl  der  Invarianten,  welche  ein  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  den  betreffenden  Gruppen  gegenüber  besitzt. 

Nach  dem  Vorgange  der  Substitutionentheorie  können  wir  nun 
auch  noch  weiter  gehen  und  das  Verhalten  zweier  und  mehrerer  Punkte 
von  allgemeiner  Lage  gegenüber    den  Transformationen  einer  r-glied- 
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rigen  Gruppe   untersuchen.     Das    giebt  uns    neue   Classificationen   der 
Gruppen  des  jR«. 
Es  sei 

eine  r-gliedrige  Gruppe  und  X^f  -  -  -  Xrf  seien  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  derselben. 

Wir  wollen  zunächst  zwei  Punkte  x^  -  •  -  x'n'  und  x'i  •  •  •  x'n  ins 
Auge  fassen  und  deren  Invarianten  gegenüber  unsrer  Gruppe  suchen, 
das  heisst:  wir  suchen  alle  Functionen  von  Xi  •-•  Xn,  x'i  -  •  •  x'n,  welche 
bei  den  Transformationen  unserer  Gruppe  invariant  bleiben. 

Zu  dem  Ende  schreiben  wir  die  infinitesimalen  Transformationen 
X]cf  einmal  in  den  x'  in  der  Form  X'kf  und  einmal  in  den  x"  in  der 
Form  X^Y;  die  gesuchten  Invarianten  sind  dann  einfach  die  Invarianten 
der  r-gliedrigen  Gruppe 

(5)  X^f+Xlf         ik  =  l...r) 

in  den  Veränderlichen  x^  -  -•  x'n,  x'i  •  •  •  x'n. 

Wenn  Jiipo)  -  •  •  J^^{x)  die  Invarianten  der  Gruppe  X^f--Xrf 
sind,  so  sind  die  2^^  Functionen 

J^(x)  ■  '  ■  Jr^,{x'),    Ji{x")  •  '  •  Jq,{x") 

ohne  Weiteres  Invarianten  und  zwar  unabhängige  Invarianten  der 
Gruppe  (5);  es  kann  aber  ausserdem  noch  eine  gewisse  Anzahl  etwa 
Q.^  Invarianten 

I   \X l     '  '  •  Xn  ,    Xi    •  •  •  Xn)  '  '  '  ^ q.,\P^i     '   '  '  ^n,    X\    '  •  '  Xn  ) 

geben,  die  von  einander  und  von  den  2^^  obigen  unabhängig  sind. 
In  diesem  Falle  haben  also  zwei  Punkte  von  allgemeiner  Lage  gegen- 
über der  Gruppe  X^f-  ■  •  Xrf  gerade  2^^  -j-  Q2  unabhängige  Invarianten, 
unter  denen  aber  nur  q^  ^^^  wesentlich  zu  betrachten  sind,  weil  jeder 
der  beiden  Punkte  an  und  für  sich  schon  q^  Invarianten  hat.  Aus 
den  Gleichungen 

Vi    =  fi{x^'  '  •  '  OC'n,    a^  ■  ■  ■  ür),    y'l  =  fiixi  •  ■  •  X"n,    tt^   ■  ■  ■  ttr) 

(j  =  1  .  •  •  n) 

ergeben  sich  unter  diesen  Voraussetzungen  die  folgenden  von  den  a 
freien  Relationen: 

Jk (y)  =  Jk {x),  Jk {y")  =  Jk ipc")       {k^i.-. (M 

Jj  (y,  y")  ==  Jj  {^\  *'")      0- = 1  •  •  •  V.) . 

Denken  wir  uns  daher  die  Grössen  x^'  ■  •  •  Xn  und  y^  •  -  -  ijn  fest 
gewählt,  so  wird  der  Inbegriff  aller  Lagen  y^'  ■  ■  •  y'n,  welche  der  Punkt 
Xj"'  •  •  '  x'n  annehmen  kann,  durch  die  Gleichungen 
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Jk {!)")  =  J, ix") ,  j;  {y,  y ")  =  j;  (*•',  x") 

bestimmt;  es  giebt  also  oo"-^'i-?^  verschiedene  Lagen  dieser  Art. 

In  ähnlicher  Weise  kann  man  die  Invarianten  bestimmen,  welche 
drei^  vier  und  noch  mehr  Punkte  der  Gruppe  X,/ •••  X^/"  gegenüber 
haben.  Man  findet  so  eine  Reihe  von  ganzen  Zahlen  pj,  q.^,  Q-i  '  '  • -> 
welche  der  Gruppe  'eigenthümlich  und  von  der  Wahl  der  Veränderliclicn 
unabhängig  sind.  Berechnet  man  diese  Zahlen  der  Reihe  nach,  so 
kommt  man  stets  zu  einer  Zahl  Q,uy  welche  verschwindet,  während 
zugleich  auch  alle  Zahlen  Qm+i ,  Qm+2  •  •  •  gleich  null  sind. 

Wir  wollen  auf  diese  Verhältnisse  nicht  weiter  eingehen,  doch 
mag  bemerkt  werden,  dass  ähnliche  Betrachtungen  für  jede  Schaar 
von  oo''  Transformationen  durchgeführt  werden  können,  mag  die  Schaar 
nun  eine  Gruppe  bilden  oder  nicht. 

§  60. 
Wir  haben  oben  gesehen,  dass  eine  intransitive  Gruppe  X^f--  Xrf 
den  ganzen  Raum  {x^  -  •  ■  x„)  in  eine  continuirliche  Schaar  von  g-fach 
ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten 

zerlegt,  welche  sämmtlich  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  in- 
variant bleiben.  Die  Sl  bedeuten  dabei  unabhängige  Lösungen  des 
g-gliedrigen  vollständigen  Systems,  welches  durch  die  Gleichungen 
XJ'==  0,  •    •  Xrf=  0  bestimmt  wird. 

Jeder  Punkt  des  Raumes  gehört  einer  und  nur  einer  der  oo"— 3 
Mannigfaltigkeiten  ß^  =  a^,  •  •  •  ß«_2  =  a«_3  an,  also  haben  wir  es  in 
dem  Kap.  6,  S.  101  angegebenen  Sinne  mit  einer  Zerlegung  des 
Raumes  zu  thun.  Diese  Zerlegung  bleibt  bei  allen  Transformationen 
der  Gruppe  XJ-  •  •  X^/*  invariant;  es  bleibt  aber  zugleich  jedes  einzelne 
Theilgebiet  invariant,  in  welches  der  Raum  zerlegt  wird. 

Auch  bei  transitiven  Gruppen  kann  es  vorkommen,  dass  eine 
Zerlegung  des  Raumes  in  oo«-«  g-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten 
Sl^  =  a^j  •  •  ■  Sln-q  =  (^n-q  existirt,  welche  gegenüber  der  Gruppe  in- 
variant bleibt.  Natürlich  darf  aber  da  nicht  jede  einzelne  der  oo''-i 
Mannigfaltigkeiten  invariant  bleiben,  sonst  wäre  ja  die  Gruppe  in- 
transitiv; diese  oo^^-'J  Mannigfaltigkeiten  müssen  vielmehr  von  der 
Gruppe  unter  einander  vertauscht  werden,  während  ihr  Inbegriff  invariant 
bleibt. 

Eine  Gruppe  des  Rn  heisst  nun  imprimitiv,  wenn  sie  wenigstens 
eine    invariante    Zerlegung   des   Raumes   in   oo'*-'^  ^^-fach    ausgedehnte 
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Mannigfaltigkeiten  bestimmt;  eine  Gruppe,  bei  welcher  gar  keine 
invariante  Zerlegung  auftritt,  lieisst  primitiv.  Dass  hierbei  die  Werthe 
2  =  0  und  q  =  n  ausgeschlossen  sind,  bedarf  wohl  kaum  erst  der 
Erwähnung. 

Die  Tntransitivität  ist  offenbar  ein  besonderer  Fall  der  Imprimitivität: 
jede  intransitive  Gruppe  ist  zugleich  auch  imprimitiv.  Auf  der  andern 
Seite  ist  jede  primitive  Gruppe  nothwendig  transitiv. 

Um  nun  eine  analytische  Definition  für  die  Imprimitivität  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  XJ'---Xrf  zu  erhalten,  brauchen  wir  uns  blos 
daran  zu  erinnern,  dass  jede  Zerlegung  des  Raumes  in  oo«-^  g-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  2/i  =  const.,  •  •  •  tjn-q  =  const.  analytisch 
durch  das  g-gliedrige  vollständige  System  YJ=  0,  •  •  •  YJ'=  0  defimrt 
wird,  dessen  Lösungen  die  yk  sind.  Dass  die  betreffende  Zerlegung 
bei  der  Gruppe  XJ  ■  •  -  Xrf  invariant  bleibt,  kommt  darauf  hinaus, 
dass  das  entsprechende  g'-gliedrige  vollständige  System  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe  gestattet. 

Das  g-gliedrige  vollständige  System  rÄ/"=0  gestattet  unsere  Gruppe, 
sobald  es  die  allgemeine  eingliedrige  Gruppe  X^-XJ  -{-  •  •  -f-  Ir-Xrf  ge- 
stattet. Nach  dem  Theorem  20,  Kap.  8,  S.  140  ist  dies  der  Fall, 
wenn  zwischen  den  Xif  und  den  Ykf  Relationen  von  der  folgenden 
Form  bestehen: 


{X;Y,)^^t:kr{x)-Y.^ 


/". 


Dass  es  ein  ^-gliedriges  vollständiges  System 
YJ=Or-'  Y,f=^0  {q<ri) 
giebt,   welches   zu   den  Xkf  in   solcher  Beziehung  steht,   das   ist   also 
die   nothwendige   und   hinreichende   Bedingung   für   die   Imprimitivität 
der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf. 

Die  Gruppe  XJ-  ■  ■  Xrf  kann  übrigens  auch  auf  mehrfache  Weise 
imprimitiv  sein,  das  heisst,  es  kann  mehrere,  ja  unendlich  viele  voll- 
ständige Systeme  geben,  welche  die  Gruppe  gestatten. 

Später  werden  wir  Methoden  angeben,  um  alle  vollständigen 
Systeme  aufzustellen,  welche  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  invariant 
bleiben.  Insbesondere  werden  wir  daher  auch  entscheiden  können,  ob 
die  betreffende  Gruppe  primitiv  ist  oder  nicht.  Natürlich  erfordert 
diese  letztere  Frage  nur  bei  transitiven  Gruppen  eine  besondere 
Untersuchung. 

Jetzt  noch  eine  kurze  Bemerkung. 

Es  mögen  die  Gleichungen 
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eine  bei  der  Gruppe  X^f-'Xrf  invariante  Zerlegung  des  Raumes 
x^  '  '  ■  Xn  darstellen.  Führen  wir  dann  y^-  •  •  yn-q  zusammen  mit  q 
anderen  geeigneten  Functionen  z^  -  •  ■  Zq  von  x^-  -  ■  Xn  als  neue  unab- 
hängige Veränderliche  ein,  so  erhalten  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Xkf  die  besondere  Form 

^ — ^  Ol  r  ^ 

X,f=^.    «,,.  (?/l    •   •   •    yn-,)   ^-^-    +^J  ^,J  (2/1   ••   •  yn-,,    ^,    •   •   •  Sri)  ^ 
1  '"  1  ^ 

Nach  Kap.  12,  S.  207  erzeugen  nun  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen e^'X^f  -\-  ■  '  •  -\-  er-Xrf\  welche  eine  bestimmte  Mannig- 
faltigkeit 2/1  =  y^^,  ■  ■  ■  2/„_5  =  ?/J_2  invariant  lassen,  eine  Untergruppe. 
Wollen  wir  die  betreffenden  infinitesimalen  Transformationen  finden, 
so  haben  wir  nur  alle  Werthsysteme  e^-  •  ■  e^  aufzusuchen,  welche  die 
n  —  q  Gleichungen 

r 
^-  ('k  •    (Xik^t  (2/1^  •  •  •  yn-,^   =  0        (/'  -  1  •  •  •  «  -5) 

1 
befriedigen.  Ist  r  >  J^  —  g,  so  giebt  es  immer  Werthsysteme  e^  -  -  •  er 
von  dieser  Beschaffenheit,  folglich  enthält  die  Gruppe  XJ-  ■  ■  Xrf  in 
diesem  Falle  sicher  Untergruppen  mit  wenigstens  r  —  n-{-q  Parametern. 
Es  ist  übrigens  klar,  dass  die  r  verhürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen 


X/'  =^'  ^ku  (2/1  ••   •  yn-<)     ^^ 


in  den  n  —  q  Veränderlichen  t/i  •••«/« -7  eine  Gruppe  erzeugen;  aller- 
dings enthält  diese  Gruppe  möglicherweise  nicht  r,  sondern  nur  eine 
geringere  Anzahl  wesentliche  Parameter.  Die  vorhin  angedeutete 
Rechnung  kommt  offenbar  hinaus  auf  die  Bestimmung  aller  infinitesi- 
malen Transformationen  e^'X^f-\-  •••  -\- Cr-Xrf,  welche  den  Punkt 
2/1"  ■•  •  yn-q  des  {n  —  g')-fach  ausgedehnten  Raumes  y^---  y^-q  invariant 
lassen. 


Kapitel   14. 

Bestimmung  aller  Gleiöhungensysteme ,  welche  eine   gegebene 
r-gliedrige  Gruppe  gestatten. 

Bleibt  ein  Gleichungensystem  in  x^  -  -  -  Xn  bei  allen  Transforma- 
tionen einer  r-gliedrigen  Gruppe  X^f  •  ■  •  Xrf  invariant,  so  sagen  wir, 
dass    es   die   betreffende   Gruppe    gestattet.     Jedes   Gleichungensystem 
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von  dieser  Beschaffenheit  gestattet  alle  Transformationen  der  allge- 
meinen eingliedrigen  Gruppe  Ußk-Xkfj  insbesondere  also  alle  c»''-^ 
infmitesimalen  Transformationen  UCk-Xkf  diQx  r-gliedrigen  Gruppe. 

Nun  haben  wir  andererseits  früher  gezeigt,  dass  jedes  Gleichungen- 
system, welches  die  r  infinitesimalen  Transformationen  X^f •  •  •  Xrf 
und  also  auch  alle  oo^~^  infinitesimalen  Transformationen  Uek-Xkf 
gestattet,  gleichzeitig  alle  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppen  Eck-X^f,  das  heisst,  alle  Transformationen  der  Gruppe 
XJ---Xrf  zulässt  (vgl.  Theorem  14,  S.  112).  Sollen  daher  alle 
Gleichungensysteme  bestimmt  werden,  welche  die  r-gliedrige  Gruppe 
XJ--'Xrf  gestatten,  so  ist  das  eine  Aufgabe,  welche  durch  die 
Entwickelungen  des  Kapitels  7  vollkommen  erledigt  ist.  Dort  ist  ja 
in  voller  Allgemeinheit  das  Problem  erledigt,  alle  Gleichungensysteme 
aufzustellen,  welche  r  gegebene  infinitesimale  Transformationen  gestatten. 

Allein  der  Umstand,  dass  die  XJ'-  •  •  Xrf,  welche  hier  betrachtet 
werden,  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  bedeutet  dem  allgemeinen 
Falle  gegenüber  eine  recht  erhebliche  Vereinfachung.  Es  erscheint 
daher  vollkommen  gerechtfertigt,  wenn  wir  den  besonderen  Fall,  wo 
die  Xkf  eine  Gruppe  erzeugen,  selbständig  erledigen. 

Die  Behandlung  des  in  Rede  stehenden  Problems  gestaltet  sich 
nicht  unwesentlich  verschieden,  je  nachdem  man  auch  die  endlichen 
Gleichungen  der  betreuenden  Gruppe  kennt  oder  nicht.  Im  ersten 
Falle  ist  keine  Integration  erforderlich.  Im  zweiten  Falle  kommt  man 
allerdings  im  Allgemeinen  nicht  ohne  Integration  durch;  es  fallen 
aber  verschiedene  Operationen  weg,  welche  bei  dem  allgemeinen 
Probleme  des  Kapitels  7  nöthig  waren. 

Wir  werden  diese  beiden  Fälle  nach  einander  behandeln,  vor 
allen  Dingen  der  Anwendungen  wegen,  dann  aber  auch,  um  einen 
tieferen  Einblick  in  die  Sache  zu  gewähren;  in  der  That  ergänzen  die 
betreffenden  Entwickelungen  einander  gegenseitig*). 

Erwähnt  sei  endlich  noch,  dass  wir  von  jetzt  ab  häufig  die  in 
der  Substitutionentheorie  gebräuchliche  Symbolik  auf  die  Theorie  der 
Transformationsgruppen  übertragen.  Wir  bezeichnen  so  zum  Beispiel 
mit  Sy  Tj  •  '  einzelne  Transformationen,  mit  >S'~^,  T"^  •  ■  die  zu- 
gehörigen inversen  Transformationen.  Unter  ST  verstehen  wir  die- 
jenige Transformation,  welche  sich  ergiebt,  wenn  erst  die  Transfor- 
mation S  und  dann  die  Transformation  T  ausgeführt  wird.  Daraus 
folgt,  dass  Ausdrücke  von  der  Form  SS~'^,  TT~~^  die  identische  Trans- 
formation bedeuten. 


*)   Lie,    Math.   Ann.   Bd.  XI,    S.    510—512,    Bd.   XVI,   S.   476.     Archiv   for 
Math,  og  Nat.,  Christiania  1878,  1S82,  1883.     Math.  Ann.  Bd.  XXIV. 
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§   61. 

Betrachten  wir  irgend  einen  Punkt  P  des  Raumes.  Der  Inbegriff 
aller  Lagen,  welche  dieser  Punkt  bei  den  oo''  Transformationen  der 
Gruppe  annimmt,  bildet  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  ilf;  wir  werden 
zeigen,  dass  diese  Mannigfaltigkeit  die  Gruppe  gestattet,  mit  andern 
Worten:  dass  jeder  Punkt  von  M  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe 
wieder  in  einen  Punkt  von  M  übergeht. 

In  der  That,  es  sei  P'  irgend  ein  Punkt  von  M  und  zwar  sei 
P'  aus  P  durch  die  Transformation  S  unserer  Gruppe  hervorgegangen, 
was  wir  durch  die  symbolische  Gleichung: 

(P)S=(P') 
ausdrücken   wollen.     Ist   dann    T  eine   ganz   beliebige   Transformation 
der  Gruppe,  so  geht  P'  bei  Ausführung  von  T  über  in: 

(P')T  =  {F)ST- 
da   aber   die   Transformation   ST  ebenfalls  der  Gruppe    angehört,    ist 
auch  (P)  S  T  ein  Punkt  von  Jf ,  also  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Offenbar  muss  jede  bei  der  Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit, 
welche  den  Punkt  P  enthält,  zugleich  die  Mannigfaltigkeit  M  ent- 
halten. Deshalb  können  wir  auch  sagen:  M  ist  die  kleinste  bei  der 
Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit,  welcher  der  Punkt  P  angehört. 

Aber  noch  mehr.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  man  mit  Hülfe  von 
Transformationen  der  Gruppe  jeden  Punkt  von  M  in  jeden  andern 
Punkt  dieser  Mannigfaltigkeit  überführen  kann.  Sind  nämlich  P'  und 
P"  irgend  zwei  Punkte  von  M  und  werden  dieselben  bezüglich  durch 
die  Transformationen  S  und  ü  der  Gruppe  aus  P  erhalten,  so  be- 
stehen die  Relationen: 

iF)S=iP'),    (P)(y'  =  (P"); 
aus  der  ersten  derselben  folgt: 

also  ergiebt  sich  mit  Hülfe  der  zweiten: 

das  heisst,  der  Punkt  P'  geht  bei  der  Transformation  S~^  Uj  welche 
ebenfalls  der  Gruppe  angehört,  in  den  Punkt  P"  über.  Damit  ist  die 
vorhin  aufgestellte  Behauptung  bewiesen. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  die  Mannigfaltigkeit  M  auch  als  der 
Inbegriff  aller  Lagen  definirt  werden  kann,  welche  irgend  ein  anderer 
ihrer  Punkte,  nicht  eben  P,  bei  den  oo'"  Transformationen  der  Gruppe 
annimmt. 

Es  ffilt  demnach  das 
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Theorem  36.  Führt  man  auf  einen  FunU  P  des  Raumes 
i^i  •  ■  '  Xn)  alle  oo^  Transformationen  einer  r-glieärigen  Gruppe 
dieses  Baumes  aus,  so  bildet  der  Inbegriff  aller  Lagen,  welche 
der  Punkt  auf  diese  Weise  annimmt,  eine  bei  der  Gruppe  in- 
variante Mannigfaltigheit;  diese  Mannig faltigheit  enthält  kein 
kleineres  bei  der  Gruppe  invariantes  Theilgebiet,  dagegen  ist 
sie  selbst  in  allen  invarianten  Mannigfaltigkeiten  enthalten, 
in  welchen  der  Punkt  P  liegt. 

Setzt  man  die  endlichen  Gleichungen  x!  =  f{x^...Xn,  a^  ■  -  ■  a,) 
der  r-gliedrigen  Gruppe  als  bekannt  voraus,  so  kann  man  ohne 
Schwierigkeit  für  jeden  Punkt  x,^  ■  -  ■  xj"  die  kleinste  invariante 
Mannigfaltigkeit  angeben,  welcher  er  angehört.  Die  betreffende  Mannig- 
faltigkeit besteht  ja  nach  dem  Obigen  aus  dem  InbegriflP  aller  Lagen 
XyXn,  welche  der  Punkt  x^""  •  ■  ■  x^""  bei  den  Transformationen  der 
Gruppe  annimmt;  der  Inbegriff  dieser  Lagen  wird  aber  offenbar  durch 
die  n  Gleichungen 

Xi  =  /;  {X^  ■  •  '  Xn"",    «1   •  •  •  ar)  (^  =  1  •  ■  •  n) 

dargestellt,  in  denen  die  Parameter  a  als  unabhängige  Veränderliche 
aufzufassen  sind.  Eliminirt  man  die  a,  so  erhält  man  die  gesuchte 
Mannigfaltigkeit  durch  Gleichungen  zwischen  den  x  allein  dargestellt. 
Zu  erinnern  ist  hierbei,  dass  in  den  Gleichungen  Xi=  fi{x^ ^  a)  die 
a  nicht  vollkommen  willkürlich  sind;  es  sind  ja  von  vornherein  alle  Verth-^ 
Systeme  a^-  ■  ■  iw  ausgeschlossen,  für  welche  die  Determinante 


r  X. 


verschwindet,  weil  wir  stets  nur  solche  Transformationen  benutzen,  die 
auflösbar  sind.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  bei  der  Elimination  der 
a  unter  Umständen  die  Gleichungen  einer  Mannigfaltigkeit  erhält,  welche 
ausser  den  Punkten,  in  welche  :z;/  •  •  •  xj"  bei  den  auflösbarm  Transforma- 
tionen der  Gruppe  übergeht,  noch  andere  Punkte  enthält;  diese  letzteren 
Punkte  bilden  dann,  wie  man  leicht  einsieht,  ihrerseits  eine  invariante 
Mannigfaltigkeit. 

Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  die  besprochene  Elimination  sich 
für  verschiedene  Werthsy steine  Xk""  verschieden  gestalten  kann;  die 
Elimination  der  a  braucht  nämlich  nicht  immer  auf  dieselbe  Anzahl 
Relationen  zwischen  den  x  zu  führen,  was  wieder  heisst,  dass  die  be- 
treffenden kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  nicht  alle  dieselbe 
Dimensionenzahl  zu  haben  brauchen. 

Nimmt  man  unter  allen  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten 
von  derselben  Dimensionenzahl  nach  irgend  einem  analytischen  Gesetze 
unendlich  viele,  so  bildet  auch  deren  Inbegriff  eine  invariante  Mannig- 
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faltigkeit.  Auf  diese  Weise  können  offenbar  alle  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten erhalten  werden. 

Also  haben  wir  das 

Theorem  37.  Kennt  man  die  endlichen  Gleichnngen  einer 
r-gliedrigen  G^'ujppe  X-^f-  •  •  Xrf  in  den  Veränderlichen  x^  ■  •  ■  Xn, 
so  hann  ma^i  ohne  Integration  alle  hei  der  Gruppe  invarianten 
Gleichiingensysteme  finden  oder,  was  dasselbe  isty  alle  hei  ihr 
invarianten  Mannig faltiglceiten. 

§  62. 

In  Kapitel  12,  S.  206  haben  wir  gesehen,  dass  eine  r-gliedrige 
Gruppe  Gr  in  x^  •  •  •  Xn  jedem  Punkte  des  Raumes  eine  ganz  bestimmte 
Untergruppe  zuordnet,  die  Untergruppe  nämlich,  welche  aus  allen 
Transformationen  der  Gr  besteht,  die  den  Punkt  invariant  lassen. 

Der  Punkt  P  bleibe  bei  einer  m-gliedrigen  aber  bei  keiner  mehr- 
gliedrigen  Untergruppe  der  Gr  invariant;  S  sei  allgemeines  Symbol 
einer  Transformation  dieser  m-gliedrigen  Untergruppe,  so  dass  also 
(^P)S  =  {F)  ist.  Weiter  möge  T  eine  Transformation  sein,  welche 
den  Punkt  P  überführt  in  die  neue  Lage  P': 

{F)T  =  {r). 

Ist  jetzt  T  eine  beliebige  Transformation  der  (r^,  welche  eben- 
falls P  in  P'  überführt,  so  haben  wir: 

(P)T^{P')  =  iP)T, 
also  wird: 

(P)TT-i  =(P). 

Hieraus  erhellt,   dass  T  T-^  zu  den   Transformationen  S  gehört, 

dass  also 

J  =  ST 

die  allgemeine  Form  einer  Transformation  von  derselben  Beschaffenheit 
wie  T  ist.  Da  es  nun  gerade  oo"'  verschiedene  Transformationen  S 
giebt,  so  sehen  wir: 

Die  Gr  enthält  gerade  cx)"^  verschiedene  Transformationen^  welche  P 
in  P'  überführen. 

Fragen  wir  andererseits  nach  allen  Transformationen  S'  der  Gr, 
welche  den  Punkt  P'  invariant  lassen,  so  haben  wir  die  Bedingung 
(P')S'  =  (P')  zu  erfüllen.     Aus  derselben  sehen  wir: 

{P)TS'={P)T    und     {P)TS'  T-^  =  {P), 
folglich  ist  TS'  T"^  eine  Transformation  S,  das  heisst  S'  hat  die  Form 

S'  =  T-'ST. 
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Man  sieht  mit  Leichtigkeit,  dass  S  hierin  eine  ganz  beliebige 
Transformation  der  zum  Punkte  P  gehörigen  Untergruppe  sein  kann; 
demnach  enthält  unsere  Gruppe  gerade  oo''^  verschiedene  Transforma- 
tionen S\  die  nun  ihrerseits  offenbar  eine  m-gliedrige  Untergruppe 
der  Gr  bilden. 

Die  bisherigen  Resultate  dieses  Paragraphen  lassen  sich  folgender- 
massen  zusammenfassen: 

Satz  1.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  des  Bn  gerade  oo"»  und 
nicht  mehr  Transformationen  S,  tvelche  dm  FiinJä  P  invariant  lassen 
und  ausserdem  wenigstens  eine  Transformation  T,  welche  den  PunU  F 
in  den  PunU  P'  überführt,  so  enthält  sie  im  Ganzen  oo"^  verschiedene 
Transformationen,  welche  P  in  P'  überführen;  die  allgemeine  Form  dieser 
Transformationen  ist:  ST.  Ausserdem  enthält  die  Gr  gerade  oo'«  Trans- 
formationen, tvelche  den  PunU  P'  invariant  lassen;  deren  allgemeine 
Form  ist:  T-^ST. 

Aus  dem  zweiten  Theile  dieses  Satzes  folgt,  dass  diejenigen  Punkte, 
welche  gerade  oo'"  Transformationen  unsrer  Gruppe  gestatten,  von 
den  Transformationen  der  Gruppe  unter  einander  vertauscht  werden, 
während  ihr  InbegrifiP  invariant  bleibt. 

Also  gilt  das 

Theorem  38.  Der  Inbegriff  aller  Punkte,  welche  gleichviele, 
etwa  oo'^'  und  nicht  mehr  Transformationen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  gestatten,  bleibt  gegenüber  allen  Transformationen  der 
Gruppe  invariant. 

Wir  haben  dieses  Theorem  bewiesen,  indem  wir  Betrachtungen 
anwendeten,  welche  aus  der  Substitutionentheorie  herübergenommen 
sind.  Wir  wollen  aber  zugleich  zeigen,  wie  sich  der  Beweis  führen 
lässt,  falls  man  auf  solche  Betrachtungen  oder  richtiger  Redeweisen 
verzichtet. 

Ein  Punkt  x^^"-Xn^ ,  welcher  oo^  Transformationen  der  r-gliedrigen 
Gruppe 

n 
^^f  =^  if^^i{^\   ■  '  ■  ^"^ä^  (ft  =  l...r) 

zulässt,  gestattet  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
dieser  Gruppe.  In  der  Umgebung  von  x^""  ■  ■  -  Xr,^  enthält  daher  die 
Gruppe  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  deren 
Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  x^  mit  Gliedern  erster  oder 
höherer  Ordnung  beginnen.  Denken  wir  nun  in  die  Gruppe  neue 
Veränderliche 

15* 
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n 

Xi  =   x!^  +  ^  CCj,i{Xk  —  Xk^)  +  •  •  •  0:  =  i--«) 

1 

2;  +  «ji  •  •  •  a;i„  4=  ^ 
eingeführt,  so  erhalten  wir  nach  Kap.  11,  S.  197  in  den  Xi  eine 
Gruppe,  welche  in  der  Umgebung  von  xP  ebenfalls  gerade  m  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  von  erster  oder  höherer  Ordnung 
enthält.  Denken  wir  uns  insbesondere,  dass  der  üebergang  von  den 
Xi  zu  den  Xi  eine  Transformation  der  Gruppe  X^f  •  ■  •  Xrf  ist,  so  ist 
die  Gruppe  in  den  Xi  einfach  mit  der  Gruppe 


Xkf  =  ^  ^ki  (^1   •  •  •  Xn)   ^_ 


identisch  (vgl.  Kap.  4,  Satz  4,  S.  81).  Mit  andern  Worten:  geht  der 
Punkt  Xi^  bei  einer  Transformation  unserer  Gruppe  in  den  Punkt  xP 
über,  so  gestattet  auch  dieser  Punkt  gerade  m  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  der  Gruppe.  Damit  ist  aber  augenscheinlich 
das  Theorem  38  bewiesen. 

Aus  dem  Theoreme  38  ergiebt  sich  sofort,  dass  auch  der  folgende 
Satz  gilt: 

Satz  2.  Der  Inbegriff  aller  PimMe  x^  ■  •  ■  x»  j  welcJie  m  oder  mehr 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe 
XJ -'■  Xrf  gestatten,  bleibt  bei  den  Transformationen  dieser  Gruppe 
invariant. 

Bringen  wir  diesen  Satz  mit  den  Eutwickelungen  in  Kapitel  11, 
Satz  4,  S.  200  in  Verbindung,  so  erhalten  wir  ein  neues  wichtiges 
Ergebniss.  Damals  sahen  wir  nämlich,  dass  diejenigen  Punkte  x^^---  Xn^ 
welche    m    oder    mehr    unabhängige    infinitesimale    Transformationen 

e^ . XJ -\ \-  er- Xrf  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ  •  •  •  Xrf  gestatten, 

dadurch  charakterisirt  sind,  dass  sie  alle  {r  -  m  +  1) -reihigen  De- 
terminanten einer  gewissen  Matrix  zum  Verschwinden  bringen.  Nun- 
mehr erkennen  wir,  dass  das  Gleichungensystem,  welches  durch  Null- 
setzen jener  (r  —  m  +  1)- reihigen  Determinanten  erhalten  wird,  alle 
Transformationen  der  Gruppe  XJ-  -  -  Xrf  gestattet.  Wir  haben  dem- 
nach das 

Theorem  39.     Erzeugen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen 

Transformationen 


XJ=^^h{x,---x^,)-^1 


eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  erhält  man  durch  Nullsetzen  aller 
(^^'  _  ^n  +  \)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
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in  W   •    •   ?i«(^)  I 
(1)  .... 

stets  ein  Gleichungensystem,  welches  alle  Transformationen 
der  Gruppe  XJ'-  •  •  Xrf  gestattet;  das  gilt  für  jede  Zahl  m<r, 
vorausgesetzt  nur,  dass  es  überhaupt  Werthsysteme  x^  ■  •  •  Xn 
gieht,  welche  alle  die  hewussten  (r  —  m  +  \)-reihigen  Determi- 
nanten 0um  Verschwinden  bringen. 

Für  das  vorstehende  wichtige  Theorem  geben  wir  im  späteren 
Verlaufe  dieses  Kapitels  (§§  66  und  67,  S.  239  bez.  241)  noch  zwei  ver- 
schiedene rein  analytische  Beweise.  Vorläufig  bemerken  wir  nur  Folgendes  : 

Das  Theorem  39  zeigt,  dass  zwischen  dem  Probleme  des  Kap.  7, 
S.  123  bis  133  und  dem  des  gegenwärtigen  Kapitels  ein  wesentlicher 
Unterschied  besteht. 

Erzeugen  XJ'-'-Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  erhält  man 
durch  Nullsetzen  aller  (r  —  m  +  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 
(1)  stets  ein  invariantes  Gleichungensystem,  sobald  nur  alle  diese 
Determinanten  wirklich  gleichzeitig  verschwinden  können.  Nicht  so, 
wenn  von  den  Xkf  blos  vorausgesetzt  wird,  dass  sie,  gleich  Null  ge- 
setzt, ein  vollständiges  System  von  r  oder  weniger  Gleichungen  liefern. 
In  diesem  Falle  ist  es  zwar  möglich,  dass  es  invariante  Gleichungen- 
systeme giebt,  welche  die  durch  Nullsetzen  der  betreffenden  Determinanten 
erhaltenen  Gleichungen  umfassen,  aber  es  ist  keineswegs  immer  so, 
dass  man  durch  Nullsetzen  der  Determinanten  ohne  Weiteres  ein  in- 
variantes Gleichungensystem  findet.  Dazu  werden  vielmehr  im  All- 
gemeinen noch  weitere  Operationen  nöthig  sein,  wie  sie  in  Kap.  7, 
S.  124  ff.  auseinandergesetzt  sind. 

In  dem  letzten  Paragraphen  dieses  Kapitels,  S.  243  ff.  gehen  wir 
auf  diesen  Punkt  etwas  näher  ein. 

§  63. 
Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  gesehen,  dass  man  aus  den 
infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  ohne  Integra- 
tion gewisse  Gleichungensysteme  herleiten  kann,  welche  bei  der  be- 
treffenden Gruppe  invariant  bleiben.  Jetzt  werden  wir  zeigen,  wie 
man  alle  Gleichungensysteme  findet,  welche  eine  r-gliedrige  Gruppe 
mit  gegebenen  infinitesimalen  Transformationen: 

df 


Xkf  =^i  ^ki  (^1  •   •   •  ^n) 
1 

gestatten.  • 


^  (^-  =  1  .  .  .  r) 
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Wir  wollen  annehmen,   dass   unter   den    r  Gleichungen  XJ=0 
•  '  '  Xrf=  0,  gerade  q  von  emander  unabhängige  vorhanden  sind,  dass 
also  in  der  Matrix  (1)  alle  (^+ 1)- reihigen   Determinanten    identisch 
verschwinden,  nicht  aber  alle  g- reihigen. 

Geradeso  wie  in  Kap.  7,  S.  120  und  123  können  wir  dann 
die  Gleiehtngensysteme,  welche  die  r  infinitesimalen  Transformationen 
XJ'-  •  •  Xrf  gestatten j  in  q  +  1  versehiedene  Classen  eintheilen.  In  ein 
und  dieselbe  Classe  rechnen  wir  dabei  diejenigen  Gleichimgensysteme ,  ver- 
möge deren  alle  {p+ l)- reihigen  nicht  aber  alle  p-rähigen  Determinanten 
der  3Iatrix  (1)  verschwinden,  unter  p  eine  der  q  -{-  1  Zahlen  q,  q—  1, 
•••1,0  verstanden.  Ziehen  wir  es  vor,  die  Ausdrucksweise  der  Mannig- 
faltigkeitslehre anzuwenden,  so  müssen  wir  sagen:  in  ein  und  dieselbe 
Classe  gehören  diejenigen  invarianten  Mannigfaltigkeiten ,  deren  Punkte 
gleichviel  etwa  gerade  r  —  p  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen e^-XJ-\ +  Cr 'Xrf  gestatten.     Jedem  Punkte  einer  solchen 

Mannigfaltigkeit  ordnen  die  infinitesimalen  Transformationen  XJ-  •  •  Xrf 
gerade  p  unabhängige  Richtungen  zu,  welche  ihrerseits  die  Mannig- 
faltigkeit berühren  (vgl.  Kap.  7,  S.  134). 

Der  Nutzen  dieser  Classification  besteht  nun  darin,  dass  es  möglich 
ist,  jede  einzelne  Classe  für  sich  zu  betrachten  und  die  ihr  angehörigen 
Gleichungensysteme  bezüglich  Mannigfaltigkeiten  zu  bestimmen. 

Ist  die  Zahl  p  gleich  q,  so  wird  die  Bestimmung  aller  invarianten 
Gleichungensysteme,  welche  in  die  betreffende  Classe  gehören,  durch 
das  Theorem  17  in  Kap.  7,  S.  123  geleistet.  Jedes  solche  Gleichungen- 
system kann  danach  durch  Relationen  zwischen  den  gemeinsamen 
Lösungen  der  Gleichungen  XJ=  0,  •  •  •  X,/==  0  dargestellt  werden. 
Da  diese  r  Gleichungen  ein  g-gliedriges  vollständiges  System  be- 
stimmen, werden  sie  natürlich  nur  dann  gemeinsame  Lösungen  besitzen, 
wenn  q  kleiner  ist  als  n. 

Von  dem  f'alle  p==q  können  wir  nunmehr  absehen.  Wir  setzen 
daher  von  jetzt  ab  voraus,  dass  p  eine  der  Zahlen  0,  \  •  •  •  q — 1  ist 
und  stellen  uns  die  Aufgabe,  alle  bei  der  Gruppe  XJ'---Xrf  in- 
varianten Mannigfaltigkeiten  zu  bestimmen,  welche  in  die  durch  die 
Zahl  p  definirte  Classe  gehören. 

Der  erste  Schritt  zur  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  die  Bestimmung 
des  Orts  aller  Punkte,  für  welche  die  sämmtlichen  (p -[- l)-reihigon 
Determinanten  der  Matrix  (1)  verschwinden,  während  nicht  alle 
p-reihigen  dies  thun.  Der  betreffende  Ort  enthält  nämlich  offenbar 
alle  bei  der  Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten,  welche  unserer 
Classe  augehören-,  überdies  bildet  er  nach  Theorem  38,  S.  227  selbst 
eine  invariante  Mannigfaltigkeit. 
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Um  den  verlangten  Ort  zu  finden,  suchen  wir  zunächst  den  In- 
begriff aller  Punkte,  für  welche  wenigstens  alle  (p  +  l)-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (1)  verschwinden,  das  heisst,  wir  berechnen 
die  sämmtlichen  (p  +  l)-reihigen  Determinanten  der  bewussten  Matrix 
—  z/j,  z/o  •  •  •  z/o  mögen  sie  heissen  —  und  setzen  dieselben  gleich  Null: 

z/i  =  0,  •  •  •  z/^  =  0. 
Die  so  gefundenen  Gleichungen  stellen  dann  eine  Mannigfaltigkeit  dar, 
welche   nach   Theorem   39,    S.  228   bei   der   Gruppe   invariant  ist  und 
welche  den  gesuchten  Ort  enthält. 

Giebt  es  nun  überhaupt  kein  Werthsystem  x^-  -  -  x,,,  welches  alle 
z/  zum  Verschwinden  bringt,  oder  können  die  (p  +  Ij-reihigen  De- 
terminanten nur  dadurch  verschwinden,  dass  zugleich  auch  allej^-reihigen 
null  werden,  so  ist  klar,  dass  überhaupt  keine  bei  der  Gruppe  X^/'-  •  •  Xrf 
invariante  Mannigfaltigkeit  der  durch  p  definirten  Classe  angehört. 
Wir  sehen  also,  dass  nicht  gerade  jede  unsrer  g  +  1  Classen  durch 
Mannigfaltigkeiten,   welche   ihr   angehören,   vertreten  zu  sein  braucht. 

Nehmen  wir  an,  dass  für  das  von  uns  gewählte  p  keiner  der 
beiden  eben  besprochenen  Ausnahmefälle  eintritt,  dass  es  also  wirklich 
Werthsysteme  x^-  "  Xn  giebt,  für  welche  alle  (p  +  l)-reihigen,  nicht 
aber  alle  ^-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1)  verschwinden. 

Die  Mannigfaltigkeit  z/^  ==  0,  •  •  •  z/^  =  0  bleibt,  wie  wir  schon 
bemerkt  haben,  bei  der  Gruppe  XJ'-  •  •  Xrf  invariant.  Ist  nun  diese 
Mannigfaltigkeit  reducibel,  besteht  sie  also  aus  einer  discreten  Anzahl 
von  endlich  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten,  so  zerfällt  sie  ohne 
Weiteres  in  eben  soviele  einzeln  invariante  Mannigfaltigkeiten.  Die 
Gruppe  X^f ■'■  Xrf  int  ja  von  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt; wenn  sie  daher  den  Inbegriff  mehrerer  endlich  verschiedener 
Mannigfaltigkeiten  invariant  lässt,  so  muss  sie  jede  einzelne  dieser 
Mannigfaltigkeiten  in  Ruhe  lassen. 

Es  seien  M^,  Jfg,  •  •  *  die  einzelnen  irreducibeln  und  daher  bei 
der  Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten,  in  welche  die  Mannig- 
faltigkeit z/j  =  0,  •  •  •  z/^  =  0  zerfällt.  Unter  diesen  Mannigfaltigkeiten 
wird  es  dann  möglicherweise  gewisse  geben,  für  deren  Punkte  auch 
alle  p-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (1)  verschwinden.  Wenn 
wir  alle  Mannigfaltigkeiten  von  dieser  besonderen  Beschaffenheit  aus- 
schliessen,  so  behalten  wir  noch  gewisse  Mannigfaltigkeiten  M^,  M^,,--- 
übrig,  deren  Inbegriff  offenbar  den  Ort  aller  Punkte  bildet,  für  welche 
alle  (p  -\-  l)-reihigen  nicht  aber  alle  p- reihigen  Determinanten  der 
Matrix  (1)  verschwinden. 

Damit  haben  wir  den  gesuchten  Ort  gefunden:  zugleich  sehen 
wir,    dass   dieser   Ort  aus   einer  discreten   Anzahl  einzeln   invarianter 


232  Kapitel  14,  §§  63,  64. 

Mannigfaltigkeiten   M^,  M^,  •  •  •  bestehen   kann,  die  natürlich    sämmt- 
lich   der  durch  p  definirten  Classe  angehören. 

Offenbar  ist  jede  bei  unserer  Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit, 
welche  der  durch  p  definirten  Classe  angehört,  in  einer  der  Mannig- 
faltigkeiten Ml,  M2  •  •  •  enthalten.  Um  daher  alle  jene  Mannigfaltigkeite^'n 
zu  finden,  brauchen  wir  nur  jede  einzelne  der  Mannigfaltigkeiten 
Ml,  M^-zu  untersuchen  und  die  in  ihr  enthaltenen  invarianten 
Mannigfaltigkeiten  zu  bestimmeu,  welche  der  bewussten  Classe  ange- 
hören. Nach  einer  früheren  Bemerkung  (Kap.  7,  Satz  6,  S.  136)  ist 
jede  der  Classe  p  angehörige  invariante  Mannigfaltigkeit  mindestens 
^-fach  ausgedehnt. 

§  64. 

Das  Problem,  auf  welches  wir  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen 
geführt  worden  sind,  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden  allgemeinen 
Problems: 

Gegeben  sind  die  Gleichungen  einer  irreduciheln  Mannigfaltigkeit  M, 
welche  hei  den  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ-  ■  ■  Xrf  in- 
variant bleibt.  Den  Punhten  der  Mannigfaltiglceit  iverden  von  den  infini- 
tesimalen Transformationen  XJ'---  Xrf  im  Allgemeinen  gerade  p  unab- 
hängige Richtungen  zugeordnet,  ivelche  natürlich  die  —  mindestens  p-fach 
ausgedehnte  —  Mannigfaltigheit  berühren.  Gesucht  werden  alle  in  M  ent- 
haltenen invarianten  Theilgebiete ,  deren  Punkten  die  Transformationen 
XJ'-'  Xrf  auch  gerade  p  unabhängige  Richtungen  zuordnen. 

Dieses  Problem  wollen  wir  jetzt  erledigen. 

Wir  denken  uns  die  Gleichungen  von  M  in  aufgelöster  Form 

vorgelegt,  dürfen  aber  dabei  nicht  vergessen,  dass  wir  durch  die  Wahl 
einer  bestimmten  Auflösung  alle  Werthsysteme  x,  . .  .  x^  ausschliessen, 
für  welche  gerade  diese  Auflösung  der  Gleichungen  nicht  möglich  isi 
Es  ist  denkbar,  dass  wir  auf  diese  Weise  gewisse  invariante  Theil- 
gebiete von  M  ausschliessen,  die  wir  bei  einer  anderen  Auflösung 
mitbekommen. 

Der  Fall  p  =  0  bedarf  keiner  besonderen  Behandlung,  denn  die 
Mannigfaltigkeit  M  besteht  dann  offenbar  aus  lauter  "invarianten 
Punkten. 

Um  das  Problem  für  die  übrigen  Werthe  von  p  erledigen  zu 
können,  müssen  wir  einige  Bemerkungen  vorausschicken,  die  mit  den 
analytischen  Entwickelungen  in  Kapitel  7,  S.  126  und  127  in  engem  Zu- 
sammenhang stehen  und  die  an  und  für  sich  schon  eine  grosse  Wichtio-- 
keit  besitzen. 
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Da  die  Mannigfaltigkeit  M  bei  den  Transformationen  unserer 
Gruppe  invariant  bleibt,  so  werden  ihre  Punkte  von  den  Transforma- 
tionen der  Gruppe  unter  einander  vertauscht.  Sehen  wir  daher  von 
allen  ausserhalb  M  gelegenen  Punkten  ab,  so  bestimmt  unsere  Gruppe 
X^f '  •  •  Xrf  QuiQ  gewisse  Gruppe  von  Transformationen  der  Punkte 
von  M  (vgl.  S.  2Q).  Freilich  braucht  diese  neue  Gruppe  nicht  r  wesent- 
liche Parameter  zu  enthalten,  denn  el*  kann  vorkommen,  dass  eine 
Untergruppe  der  Gruppe  XJ  - -- Xrf  alle  Punkte  von  M  einzeln 
stehen  lässt. 

Wir  wollen  das  Gesagte  zunächst  in  einem  Satze  zusammen- 
fassen: 

Theorem  40.  Die  Punhte  einer  Mannig  faltig  Jceit,  welche 
hei  einer  r-gliedrigen  Gruppe  des  Raumes  (x^  •  -  -  Xn)  invariant 
bleibt,  werden  ihrerseits  durch  eine  continuirliche  Gruppe  mit 
r  oder  weniger  Parametern  transformirt. 

Da  wir  angenommen  haben,  dass  die  invariante  Mannigfaltigkeit 
M  irreducibel  ist,  können  wir  dieselbe  als  einen  Raum  für  sich  be- 
trachten. Den  analytischen  Ausdruck  der  Transformationsgruppe,  von 
welcher  die  Punkte  dieses  Raums  transformirt  werden,  müssen  wir 
daher  erhalten,  wenn  wir  die  Punkte  von  M  auf  ein  der  Mannif^faltig- 
keit  angehöriges  Coordinatensystem  beziehen  und  ermitteln,  wie  diese 
Coordinaten  bei  der  Gruppe  XJ  •  ■  •  Xrf  transformirt  werden. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  lässt  sich  die  Gruppe,  welche 
die  Punkte  von  M  transformirt,  sofort  angeben.  In  der  That:  wir 
brauchen  blos  x^  ■  •  ■  x^  als  Coordinaten  der  Punkte  von  M  aufzufassen 
und  in  den  endlichen  Gleichungen  x.;  =  f^ix,  a)  der  Gruppe  XJ  ■■  -Xrf 
die  a?,_f_i  '  •  -  Xn  durch  cp.^i  •  ■  •  (pn  zu  ersetzen  beziehentlich  wegzulassen ; 
dann  erhalten  wir  die  Gleichungen  der  betreffenden  Gruppe,  es  sind 
die  folgenden; 

^i    =  fK^l'  •  •  ^8,    (Ps-[-l  •   •    •  (pn]    a^   •   ■   ■  ttr)         («  =  1  •  •  •>•) 

Man  könnte  sich  direkt  überzeugen,  dass  man  wirklich  eine  Gruppe 
in  den  Veränderlichen  x^  -  ■  ■  x,  vor  sich  hat.  Man  brauchte  dazu  nur 
zwei  Transformationen  von  der  eben  geschriebenen  Form  nach  einander 
auszuführen  und  nachher  die  beiden  Thatsachen  zu  berücksichtigen: 
erstens,  dass  die  Transformationen  x/  =  f\{x^  .  .  .  Xn,  a^  ■  •  •  ttr)  eine 
Gruppe  bilden  und  zweitens,  dass  das  Gleichungensystem  x,j^i  =  (p,j^i 
diese  Gruppe  gestattet. 

Wünscht  man  dagegen  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  in  a?i  •  •  •  x.,  zu  kennen,  so  braucht  man  blos  aus  den  Xkf  die 

Glieder  mit  ^—  •  •  •  j^  wegzulassen    und    in    den    übrigen    Gliedern 
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ju^^i  ■  •  ■  Xn  durch   die  cp  zu  ersetzeu.     Man   findet  die  r  infinitesimalen 
Transformationen : 

^kf=  ^^   |ytv(^i  •  •  •  Xs,    (Ps+l  ■  ■  ■  (Pn)  f~ 
(A  =  1  •  .  •  r), 

welche  aber  nicht  von  einander  unabhängig  zu  sein  brauchen. 

Wir  werden  direkt  verifiSren,  dass  die  verkürzten  infinitesimalen 
Transformationen  Xkf  eine  Gruppe  erzeugen.  Die  betreftende  Rech- 
nung ist  der  in  Kap.  7,  S.  131  durchgeführten  äusserst  ähnlich. 

Wie  damals  deuten  wir  die  Ausführung  der  Substitution  Xs-\-i  =  cps^/ 
durch  das  Zeichen  []  an.     Dann  ist  zunächst: 

df 


—  "^  Cf 


Ferner  erkennen  wir  wie  damals  aus  der  Gleichung  (3)  des  Kapitels  7, 
S.  110,  dass: 

ist,  unter  Sl  eine  ganz  beliebige  Function  von  x^  -  •  -  Xn  verstanden.  Es 
ergiebt  sich  demnach: 


IL. 


1 
und  da  Relationen  von  der  Form: 

r 

1 

oder  was  dasselbe  ist,  von  der  Form: 

r 
1 

bestehen,  so  erhalten  wir  einfach: 

r 


Damit  ist  rein  analytisch  bewiesen,  dass  X^f 
Gruppe  erzeugen. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  ■ 
x^  ■  ■  ■  Xn  ordnen  jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  auf  der  Mannig- 
faltigkeit M  gerade  p  unabhängige  Richtungen  dx^ :  •  •  •  :  dXn  zu,  welche 
bekanntlich  die  Mannigfaltigkeit  berühren.  Es  lässt  sich  voraussehen, 
dass  auch  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  •  •  Xrf  des  Raumes 


Xrf  wirklich  eine 
Xrf   des    Raumes 
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Xi  ■  ■  ■  Xs  oder,  was  dasselbe  ist,  der  Mannigfaltigkeit  M,  jedem  Punkte 
JC^  •  •  •  Xs  von  allgemeiner  Lage  gerade  p  unabhängige  Richtungen 
dx^  :■■  :  dx,  zuordnen.  Wir  werden  verificiren,  dass  dem  wirklich  so  ist. 
Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  verschwinden  bei  der  Sub- 
stitution Xs^i  =  (ps-\-i  alle  (p  +  l)-reihigen,  nicht  aber  alle  p-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (1),  es  sind  also  unter  den  r  Gleichungen 

1  n 

gerade  p  unabhängige  vorhanden.  Hieraus  folgt,  dass  es  unter  den  r 
Gleichungen  Xkf  =  0  höchstens  jp  unabhängige  giebt;  unsere  Aufgabe 
ist  nachzuweisen,  dass  es  gerade  p  giebt.  Das  hat  keine  Schwierigkeit. 
Da  das  Gleichungensystem  x^^i.  —  9>s+i  =  0  die  infinitesimalen 
Transformationen  Xkf  gestattet,  so  ist  identisch 

ausführlicher  geschrieben : 

1  '' 

Bezeichnen   wir   daher  mit  %i  ■  •  •  %r   irgendwelche  Functionen  von 
x^  '  ■  '  Xs,  SO  haben  wir: 

r  r 

^  Xk  [Us+i]  =  ^  Xk  •  Xkcps^i. 
1  1 

Giebt  es  nun  r  nicht  sämmtlich  verschwindende  Functionen  ti-  -■  ipr 
von  x^  '  •  •  Xsy  w^elche  die  Gleichung 

r 

^M^i'--^s)'Xkf=-o 

1 

identisch  befriedigen,  so  wird: 

r  r 

^  ^k[lk,s-\-i\    EE:   ^    i^k  '    Xkffs^i    =  0, 
1  1 

also  ist  auch: 

^ M^i  •••  ^^)-  2 [^'^''■]  "^.  —  ^• 

1  1  ' 

Damit  ist  bewiesen,   dass  unter  den  Gleichungen 

XJ=0,--.Xrf-=0 

gerade  so  viele  unabhängige  vorhanden  sind  wie  unter  den  Gleichungen 
(2),  das  heisst  gerade  p  unabhängige. 
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Nunmehr  sind  wir  endlich  in  den  Stand  gesetzt,  das  im  Anfange 
des  Paragraphen,  S.  232  gestellte  Problem  zu  erledigen. 

Es  handelt  sich  um  die  Bestimmung  gewisser  bei  der  Gruppe 
Xj/"-  •  •  Xrf  invarianter  Theilgebiete  der  invarianten  Mauuigfaltigkeit 
M,  derjenigen  Theilgebiete  nämlich,  deren  Punkten  die  infinitesimalen 
Transformationen  X-^f  ■  •  •  Xrf  gerade  p  unabhängige  Richtungen  zu- 
ordnen. Diese  Theilgebiete  lassen  sich  nach  dem  Vorangehenden 
definiren  als  gewisse  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  x^  •  ■  •  Xs]  sds  solche 
sind  sie  dadurch  charakterisirt,  dass  sie  die  Gruppe  XJ'-  •  •  Xrf  ge- 
statten und  dass  ihren  Punkten  von  den  infinitesimalen  Transformationen 
Xj/'-  •  •  Xrf  gerade  p  unabhängige  Richtungen  zugeordnet  werden. 
Unser  Problem  kommt  somit  auf  das  folgende  hinaus: 

In  einem  Räume  M  von  s  Dimensionen  ist  die  Gruppe  X^f---Xrf 
gegeben,  deren  infinitesimale  Transformationen  den  Punkten  von  all- 
gemeiner Lage  in  diesem  Räume  gerade  p  ^s  unabhängige  Richtungen 
zuordnen.  Gesucht  werden  alle  in  M  enthaltenen  invarianten  Mannijr- 
faltigkeiten  von  derselben  Beschaffenheit. 

Aber  dieses  Problem  haben  wir  bereits  oben  (S.  230)  erledigt; 
nur  stand  damals  an  Stelle  der  Gruppe  XJ'-  •  •  Xrf  die  Gruppe  X^f-  -  -Xrf 
an  Stelle  von  s  die  Zahl  n,  an  Stelle  von  jp  die  Zahl  q.  Die  ge- 
wünschten Mannigfaltigkeiten  werden  demnach  durch  Relationen  zwi- 
schen den  Lösungen  des  p-gliedrigen  vollständigen  Systems  dargestellt, 
welches  die  Gleichungen  X^f  =  0,  •  •  •  Xrf  =  0  bestimmen.  Fügt  man 
diese  Relationen  zu  den  Gleichungen  von  M  hinzu,  so  erhält  man  die 
Gleichungen  der  invarianten  Theilgebiete  von  M  in  den  ursprünglichen 
Veränderlichen  x^-  •  ■  Xn. 

Natürlich  giebt  es  in  M  invariante  Theilgebiete  von  der  verlangten 
Art  nur  dann,  wenn  s  grösser  ist  als  p,  es  giebt  deren  keine,  wenn 
die  Zahlen  s  und  p  einander  gleich  sind. 

Hiermit  haben  wir  zunächst  das  folgende  wichtige  Resultat: 

Theorem  4L  Gestattet  eine  s-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigheit des  Raumes  x^  •  ■  •  Xn  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f  •  ■  •  Xrf 
und  werden  den  Punhten  dieser  Mannigfaltigheit  von  den  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Gruppe  im.  Allgemeinen 
gerade  p  unabhängige  Bichtungen  zugeordnet,  welche  dann  sicher 
in  die  Mannigfaltigheit  hineinfallen,  so  ist  s^^p;  im  Falle 
s'>p  zerlegt  sich  die  Mannigfaltigheit  in  oo'-p  p-fach  ausge- 
dehnte Theilgebiete,  deren  jedes  die  Gruppe  X^f  ■  ■  ■  Xrf  ge- 
stattet. 

Zugleich  ist  auch   das  Problem  vollständig   erledigt,   auf  welches 
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wir  am  Schlüsse  des  voriger]  Paragraphen  (S.  232)  geführt  wurden, 
damit  aber  die  Bestimmung  aller  Gleichungensysteme,  welche  die 
Gruppe  Xj^f •  •  •  Xrf  gestatten,  geleistet.  Der  Anwendungen  wegen 
stellen  wir  die  dazu  erforderlichen  Massregeln  noch  einmal  zusammen: 
Theorem  42.  Erzeugen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen 

Xjcf=  ^  IäK^i    ■   •   •  ^n)  ä^         ik=l...r) 
1 

eine  r-gliedrige  Gruppe  und  versehwinden  dabei  alle  (q  +  1)- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix 

feil   ■  ■  '  ii 

identisehj  nicht  aber  alle  q-reihigen,  so  findet  man  folgender- 
massen  alle  Gleichungensysteme  oder,  was  dasselbe  ist,  alle 
Mannig faltigheitenj  welche  die  Gruppe  gestatten: 

Man  theile  die  betreffenden  Gleichungensysteme  beziehent- 
lich Mannigfaltigkeiten  in  ^  +  1  verschiedene  Classen  ein, 
indem  man  in  dieselbe  Classe  immer  diejenigen  Gleichungen- 
systeme rechnet,  vermöge  deren  alle  (p  +  l)-reihigen,  nicht  aber 
alle  p~reihigen  Determinanten  der  obigen  Matrix  verschivinden, 
tinter  p  irgend  eine  der  Zahlen  g',  ^  —  1,  •  •  •  1?  0  verstanden. 

Um  sodann  alle  invarianten  Gleichungensysteme  zu  finden, 
welche  in  eine  bestimmte  Classe  gehören,  bilde  man  alle  {p -{-  1)- 
reihigen  Determinanten  z/^ ,  z/g  •  •  •  z/^  der  Matrix  und  setze  die- 
selben gleich  Null,  Giebt  es  hein  Werthsystem  x^  -  ■  •  Xn,  welches 
alle  Q  Determinanten  z/,-  gleichzeitig  zum  Verschwinden  bringt, 
so  enthält  die  Classe,  welche  durch  die  Zahl  p  definirt  ist, 
überhaupt  gar  keine  invarianten  Mannigfaltigkeiten;  dasselbe 
gilt  dann  offenbar  auch  von  den  Classen  mit  den  Zahlen  p  —  1, 
p  —  2,  •  •  •  1,  0.  Sollten  andererseits  alle  Werthsyste7ne  x^  •  •  •  Xn, 
welche  z/^  •  •  •  ^^  gleich  Null  machen,  gleichzeitig  alle  p-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  zum  Verschwinden  bringen,  so 
würde  auch  in  diesem  Falle  die  Classe  mit  der  Zahl  p  gar  nicht 
durch  Mannigfaltigkeiten  vertreten  sein.  Tritt  keiner  dieser 
beiden  Fälle  ein,  so  stellt  das  Gleichungensystem 

z/i  =  0,  .  •  •  z/^  =  0 
diejenige  bei  der   Gruppe   invariante   Mannigfaltigkeit   M  dar, 
in  welcher  alle  invarianten  Mannigfaltigkeiten  mit  der  Classen- 
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zahl  p  enthalten  sind.  Zerfällt  M  in  eine  discrete  Anzahl  von 
Mannigfaltigheiten  M^,  M,  •  •  •,  so  bleiben  dieselben  einzeln  in- 
variant, in  jeder  dieser  Mannigfaltigleiten  können  aber  noch 
unendlich  viele  invariante  Theilgebiete  enthalten  sein,  welche 
derselben  Classe  ivie  M  angehören.  Um  diese  Theilgebiete  zu 
finden,  stelle  man  die  Gleichungen  von  M^  etwa,  in  aufgelöster 
Form  auf: 

wo  die  ganze  Zahl  s  mindestens  gleich  p  ist.  Endlich  bilde 
man  die  r  Gleichungen 

s 

^f^f=^  lA-.(.r,  •  •  •  X,,,  g),+i  .  .  .  9)^)  £r  =  0, 
1  '' 

und  berechne  irgend  s  —  p  unabhängige  Lösungen 

c)^(xi  ■  •  •  X,)  ■  ■  ■  ö,_;,(.ri  •  •  ■  X,) 
des  von  diesen    Gleichungen   bestimmten   p-gliedrigen  vollstän- 
digen Systems.     Der  allgemeine    analytische  Ausdruck   der   ge- 
suchten invarianten  Theilgebiete  von  M^  ist  alsdann: 

Xs-{.i  —  <Ps-\-i(0C,  ■  ■  ■  Xs)  =  0,    i^j(co,-  -   ■  G),^p)  =  0 
(i  =  l.  .  .  n  —  s;    j==l  .  .  .  vi), 

WO  die  m<is  —  p  Relationen  ipj  =  0  vollkommen  willkürlich 
sind.  — 

In  derselben  Weise  wie  Mj  müssen  natürlich  auch  W[.^,  ■•  ■ 
Gehandelt  werden.  Für  p  sind  ausserdem  der  Reihe  nach  alle 
die  ^  +  1  Zahlen  q,  q  —  l,-    •  1,0  einzusetzen. 

§  65. 
Um  die  vorstehenden  Untersuchungen  auf  ein  Beispiel  anzuwenden, 
betrachten  wir  die  dreigliedrige  Gruppe 

XJ={-z+xy)'%  +  f'IL^yz% 

des  gewöhnlichen  Raumes.  Die  Gruppe  ist  transitiv,  denn  die  Deter- 
minante 

0  1a; 

0  y          0      =  —  (^0  —.  xyf 

z-\-xy  y^        yz 

verschwindet   nicht  identisch.  Wir  seh  Hessen  daraus,  dass  die  Fläche 

zweiten  Grades:  z  —  xy  =  0  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  sonst 
aber  keine  Fläche  weiter. 


z/  = 
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Für  die  Punkte  der  Fläche  z  —  xy  =  0,  aber  auch  nur  für  diese 
verschwinden  sogar  alle  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  z/, 
während  die  einreihigen  ünterdeterminanten  nicht  gleichzeitig  ver- 
schwinden können.  Daraus  folgt,  dass  die  invariante  Fläche  sich  in  cx)^ 
invariante  Curven  zerlegt,  dass  aber  sonst  keine  invarianten  Curven 
auftreten,  während  es  invariante  Punkte  überhaupt  nicht  giebt. 

Um  die  oo^  invarianten  Curven  auf  der  Fläche  z  —  xy  ==  0  zu 
finden,  wählen  wir  x  und  y  als  Coordinaten  für  die  Punkte  der  Fläche 
und  bilden  nach  der  oben  gegebenen  Vorschrift  in  x,y  die  verkürzten 
infinitesimalen  Transformationen 

%f='^j,  '^.f-y%  %f-f%y 

Die   drei   Gleichungen    X^/  =  0  reduciren   sich    auf  eine    einzige, 

deren   Lösunof  x  ist.     Also    werden  die    gesuchten   Curven    durch  die 
Gleichungen 

z  —  xy  ^=  0,  X  =  const. 

dargestellt,   das  heisst   es  bleiben   auf  der  Fläche  zweiten  Grades  alle 
Individuen  der  einen  Schaar  von  Erzeugenden  invariant. 

§  QQ- 

Wir  geben  hier  den  einen  der  beiden  neuen  auf  S.  229  ver- 
sprochenen Beweise  für  das  wichtige  Theorem  39. 

Wie  früher  bezeichnen  wir  mit  z/j(.«)---  ^(j{x)  die  sämmtlichen 
(p  +  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix 

(3)  .... 

Ausserdem  setzen  wir  voraus,  dass  es  Werthsysteme  x^  •  •  •  x»  giebt 
welche  alle  q  Determinanten   z/  zum    Verschwinden    bringen.     Zu  be- 
weisen ist  alsdann,  dass  das  Gleichungensystem 
zi,(x)  =  0,  ...  zJ^ix)  =  0 
alle  Transformationen 

der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f  •  •  •  X^f  gestattet. 

Nach  Kapitel  6,  S.  98  kommt  es  nur  darauf  an  nachzuweisen, 
dass  das  Gleichungensystem 

z/,(^')  =  0,  •••  z:/,(a;')==0 
bei  der  Substitution  Xi  =  fiiXyO)  mit  dem  Gleichungensysteme 
zJ^ix)  =  0,  •  •  •  /l,{x)  =0 
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aequivalent  wird;  dabei  ist  es  ganz  gleichgültig,  ob  die  Gleichungen 
z/j  =  0,  •  .  •  z/^,  =  0  von  einander  unabhängig  sind  oder  nicht. 

Um  nun  nachzuweisen,  dass  unser  Gleichungensystem  wirklicli 
die  betreffende  Eigenschaft  besitzt,  verfahren  wir  folgendermassen: 

In  Kap.  4,  S.  81  haben  wir  gesehen,  dass  vermöge  der  Gleich- 
ungen Xi  ==  fiix^d)  eine  Relation  von  der  Form 

>'  r 

1  1 

besteht,  in  welcher  die  e/  mit  den  e^  durch  die  r  Gleichungen 

l--r 
nk  i 

verknüpft  sind.  Setzen  wir  die  eben  geschriebenen  Ausdrücke  der  e,, 
in  (4)  ein  und  vergleichen  die  Coefficienten  auf  beiden  Seiten,  so  er- 
halten wir  r  Relationen 

r 
Xk   f  =  ^j  (Djk  {a)  ■  Xjf        (k  =  l...  r)^ 
1 

welche  offenbar  zu  Identitäten  werden,  sobald  man  vermöge  der  Gleich- 
ungen x/  =fi{x^a)  die  x    durch  die  x  ausdrückt. 

In   die   eben  gefundenen   Gleichungen   setzen   wir  an  Stelle  von  f 
die  Function  x/  ein  und  erhalten  so  die  Gleichungen 


Xkx/  =  ^}^,-(x)=^j  cjjkia)  ■  Xjx/ 


df.{x,a) 


1  1  .  V 

welche  die  ^ki(x)  direkt  als  Functionen  der  x  und  a  ausdrücken.    Da- 
durch sind  wir  in  den  Stand   gesetzt,  das  Verhalten    der  Gleichungen 
z^(iK;')  =  0  bei  der  Substitution  x!  =  fi{x,a)  zu   untersuchen. 
Die  Determinanten  z]^{x)  •  •  •  ^^{x)  werden  aus  der  Matrix 

j    Sll(*')      •     •      iln{x) 

I 

I    lrl{x)     ■    ■     ^rn{x) 

ebenso  gebildet  wie  die  Determinanten  zi^(x)  •  •  •  zJ^(x)  aus  der  Matrix 
(3).     Denken  wir  uns  nun  die  vorhin  gefundenen  Werthe 

r 

hi{x)=^JG)j,-XjX- 
1 

in  die   eben   geschriebene  Matrix   eingesetzt   und   sodann  die  Determi- 
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nanten  /l{cc)  berechnet,  so  erkennen  wir  zunächst  folgendes:  die 
Determinanten  ^aipo)  haben  die  Form: 

1 

wobei  die  Xat  gewisse  aus  den  (x)jk{a)  gebildete  Determinanten  sind, 
während  D^  •  •  •  D^,  die  sämmtlichen  (jp  -f-  l)-reihigen  Determinanten 
der  Matrix 

bedeuten. 

Ersetzen  wir  endlich  jedes  Xkx/  durch  seinen  Werth: 

SO  erhalten  wir   für  die  Determinanten  Dt  Ausdrücke   von   der  Form: 

1 

WO   die  ipt/u  gewisse  aus  den  — ^ gebildete  Determinanten  sind. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  ^a(x)  bei  der  Substitutioü  x/  ==  fi(x,a) 
die  Form  annehmen: 

^a  (x)  ==^    Xat  {a)  •   Tpr/.^  (x^  O)  •  z/,,,  (x)  (a  =  1  •••(_>) . 

7  1.1 

Da  nun  die  Functionen  latia)^  il)t^,{x,a)  sich  für  die  in  Betracht 
kommenden  Werthsysteme  x^a  im  Algemeinen  regulär  verhalten,  so 
ist  klar,  dass  das  Gleichungensystem  Zlo{x)  =  0  bei  der  Substitution 
Xi' =  fi(x,a)  mit  dem  Gleichungensystem  J„(x)=-Q  äquivalent  wird, 
dass  also  das  letztere  Gleichungensystem  alle  Transformationen  x{==fi{x,a) 
gestattet.     Das  aber  war  zu  beweisen. 


§  67. 

Das  Theorem  39  ist  so  wichtig,  dass  es  nicht  überflüssig  er- 
scheint, noch  einen  dritten  Beweis  desselben  zu  geben. 

Nach  dem  Satze  3  des  Kapitels  7  (S.  114)  gestattet  das  Gleich- 
ungensystem z/j  =  0,  •  •  •  z/^  =  0  sicher  dann  alle  Transformationen 
der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf,  wenn  Relationen  von  der  Form 

Theorie  der  Transformationegruppen.  IG 
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Xk^o  =  ^r  Oar  (^i  '  •  •  X»)  •  ^t         (A  =  l  •  •  •  r,  ff  =  l  •  .  .  ^) 
1 

bestehen  und  wenn  sich  ausserdem  die  Functionen  (o„^  für  diejenigen 
Werthsysteme  x^'--Xn  regulär  verhalten,  welche  die  Gleichungen 
z/j  ==  0,  •  •  ♦  z/^,  =  0  befriedigen.  Es  ist  nun  in  unserem  Falle  nicht 
schwer,  nachzuweisen,  dass  das  Gleichungensystem  z/a  =  0  diese  Eigen- 
schaften besitzt.  Um  aber  nicht  weitläufig  zu  werden,  wollen  wir 
diesen  Nachweis  nur  in  einem  besonders  einfachen  Falle  führen.  Man 
wird  daraus  zur  Genüge  ersehen,  wie  der  allgemeinste  Fall  zu  be- 
handeln wäre. 

Wir  werden  erstens  voraussetzen,  dass  unsere  Gruppe  einfach 
transitiv  ist.  Sie  enthält  dann  n  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen XJ'-  '  ■  Xnf  und  ausserdem  verschwindet  die  Determinante 


z/  = 


Li{x)  ■     •  l,n{x) 


nicht  identisch. 

Weiter  werden  wir  uns  darauf  beschränken,  nachzuweisen,  dass 
n  Relationen  von  der  Form 

Xi  /i  ==  dl  {X^  '  ■  '  Xn)  ■  ^  (£=!...«) 

bestehen,  dass  also  die  Gleichung  z^  =  0  alle  Transformationen  der 
Gruppe  gestattet.  Dagegen  werden  wir  nicht  auf  die  invarianten 
Gleichungensysteme  eingehen,  welche  durch  Nullsetzen  von  Unter- 
determinanten der  Determinante  z1  erhalten  werden. 

Wenn  wir  die  (n  —  l)-reihigen  Unterdeterminanten  von  z/  durch 
partielle  Dififerentialquotienten  von  z/  nach  den  J^,^  ausdrücken,  so 
ergiebt  sich  für  X,- z7  der  Ausdruck: 

Nun  erzeugen  XJ-  •  •  Xnf  eine  w-gh'edrige  Gruppe,  es  bestehen 
also  Relationen  von  der  Form: 

n 
{Xi  X^i)  =  ^s  Cif^s  Xsff 

1 
oder  ausführlich  geschrieben:  ^ 

n 

1 

Folglich  ergiebt  sich  für  Xi^^^v  der  nachstehende  Ausdruck: 

Xi  ^uv  =  ^s  l  5^<s  -^  -f-  djits  5sr  j  . 
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Setzen    wir  denselben  in  die  oben   stehende   Gleichung  für  X,z/  ein, 
so  kommt: 

p  £ 

Hier    lassen    sich    die    Coefficienten    von    ^  und    von    dus  nach 

einem    bekannten    Determinantensatze    durch    z7    ausdrücken.      Es   ist 
nämlich : 


2'  ^'" 


^  t  ^SV  ^  7 


WO  die  Grösse  f^,,  verschwindet,  sobald  %  und  q  von  einander  ver- 
schieden sind,  während  f^^  immer  den  Werth  eins  hat.  Benutzen  wir 
diese  Formeln,  so  bekommen  wir: 


und  hieraus  folgt  endlich: 


(5) 


0%, 


^■■^=^2''(Ä:+^'-^0 


(?=i  ••■«), 


Da,  wie  immer,  nur  solche  Werthsysteme  x^--  -x^  berücksichtigt 
werden,  für  welche  sich  alle  %u{x)  regulär  verhallen,  so  verhält  sich 
offenbar  der  Faktor  von  z/  auf  der  rechten  Seite  für  die  in  Betracht 
kommenden  Werthsysteme  x^--  -x^  regulär.  Kann  daher  die  Gleichung 
z^  =  0  durch  derartige  Werthsysteme  x^-  ■  ■  Xn  befriedigt  werden,  so 
gestattet  sie  nach  dem  Satze  3,  S.  114  alle  Transformationen  der 
Gruppe  XJ---Xnf. 

§  68. 

Wie  schon  auf  S.  223  hervorgehoben  ist,  haben  die  Entwickelungen 
des  gegenwärtigen  Kapitels  mit  denen  des  Kapitels  7,  S.  120  ff.  grosse 
Aehnlichkeit.  Es  ist  deshalb  um  so  wichtiger,  sich  der  Unterschiede 
bewusst  zu  werden,  welche  zwischen  beiden  Theorien  bestehen. 

Den  ersten  Unterschied  haben  wir  bereits  auf  Seite  229  erwähnt. 
Er  besteht  in  folgendem: 

Wenn  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  TransformationenZi/"-.  •Z^/' 
eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  gestattet  jedes  der  sattsam  er- 
wähnten, durch  Determinantenbildung   erhaltenen  Gleichungensysteme 

16* 
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z/j  =  0,  •  •  •  z^p  =  0  alle  infinitesimalen  Transformationen  X^f  ••-  Xrf. 
Wenn  dagegen  die  r  infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  -  •  Xrf  \mv 
der  Beschränkung  unterworfen  sind,  dass  die  unabhängigen  unter  den 
Gleichungen  X^f  =  0^  •  •  -  Xrf  =  0  Qm  vollständiges  System  bilden 
sollen,  so  braucht  im  Allgemeinen  keines  der  Gleichungensysteme 
z/j  =  0,  •  •  •  z/^,  =  0  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  •  •  Xrf 
zu  gestatten. 

Unter  gewissen  Bedingungen  kann  man  übrigens  auch  in  dem  zweiten 
der  beiden  eben  erwähnten  Fälle  von  vornherein  sicher  sein,  dass  ein 
durch  Determinantenbildung  erhaltenes  Gleichungensystem  z/^  ==  0,  •  •  • 
J,>  =  0  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  -  -  Xrf  gestattet. 

Die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  ■  -  Xrf  seien 
so  beschaifen,   dass  die    unabhängigen   unter    den  r  Gleichungen   X^f==0^ 
'  •  •  Xrf  =  0   ein   vollständiges  System  bilden,    sodass  also  Relationen  von 
der  Form 
(6)         (X,  Xk)  =  nn  (x,'-'Xn)-XJ-] h  y,-,,  (x,"-  a^„)  .  Xrf 

(.-,  i  =  1  .  -  •  r) 

Mit   z/j  •  •  •  z/,,  mögen   die   {p  +  l)-reihigen   Determinanten   der 


bestehen. 
Matrix 


(7) 


bezeichnet    werden. 


Giebt    es    dann   Werthsysteme   x^ 


Xn ,    für   welche 


alle  Determinanten  J^-  ■  •  /i^  verschwinden  und  verlidlten  sich  alle  Functionen 
ya-j {^i  •  •  ■  Xn)  für  diese  Werthsysteme  regulär^  so  lässt  sich  zeigen,  dass 
das  Gleichungensystem  z/^  ==  0,  •  •  •  zi^,  =  0  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen X^f '  •  •  Xrf  gestattet. 

Im  Folgenden  spielt  dieser  Satz  keine  Rolle;  es  wird  daher  genügen, 
wenn  wir  ihn  nur  in  einem  besonders  einfachen  Falle  beweisen;  der  Beweis 
für  den  allgemeinen  Satz  lässt  sich  in  ganz  ähnlicher  Weise  führen. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  r=n  ist  und  dass  die  n  Gleichungen 
Xi/=0,  •••  Xnf  =  0  von  einander  unabhängig  sind;  ausserdem  sei 
p  =  n  —  1 .  Die  besprochene  Matrix  reducirt  sich  dann  auf  die  nicht 
identisch  verschwindende  Determinante 

und  enthält  nur  eine  einzige  (^  -j-  l)-reihige  Determinante,  nämlich  ^ich 
selbst.  Wir  werden  zeigen,  dass  die  Gleichung  z/  ==  0  sicher  dann  die 
infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  •  •  X„f  gestattet,  wenn  sich  die 
Functionen  y,-;y  in  den  Gleichungen 

n 

{XiXk)=^^jy,kj'Xjf      (/,i  =  i...») 
1 
für  diejenigen  Werthsysteme  x^  -  -  ■  Xn,  welche  z/  zum  Verschwinden  bringen, 
regulär  verhalten. 

Nach  Kap.  7,  Satz  3,  S.  114  brauchen  wir  blos  nachzuweisen,  dass 
jedes  Xjc  A   sich   in   der   Form   «jt  (^i  •  •  •  ^n)  *  ^    darstellen  lässt   und   dass 
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sich  die  cok  für  die  Werthsysteme  von  z/  =  0  regulär  verhalten.  Dieser 
Nachweis  gelingt  auf  demselben  Wege  wie  im  vorigen  Paragraphen.  Wir 
berechnen  einfach  die  Ausdrücke  X^z/  und  finden  in  derselben  Weise  wie 
damals : 


Xi^J 


-'^2['^+^'''^'''""'''^} 


(t  =  l.  ■  -n). 


Die  dazu  erforderliche  Rechnung  ist  genau  .  die  frühere,  obwohl  die 
damaligen  Constanten  Cjkj  durch  die  Functionen  yikj{x)  ersetzt  sind;  wenn 
trotzdem  kein  Unterschied  eintritt,  so  hat  das  darin  seinen  Grund,  dass 
im  vorigen  Paragraphen  von  der  Constanteneigenschaft  der  Ca-j  kein  Ge- 
brauch gemacht  worden  ist. 

Die  Factoren  von  J  auf  den  rechten  Seiten  der  obigen  Gleichungen 
verhalten  sich  offenbar  für  die  Werthsysteme  von  J  =  0  regulär,  also  er- 
kennen wir,  dass  die  Gleichung  J  =  0  wirklich  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f '  •  •  Xnf  gestattet. 

Ein  zweiter  wiclitiger  Unterschied  zwischen  dem  Falle  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  X^f-  -  -  Xrf  und  dem  allgemeineren  Falle  des 
Kapitels  7  zeigt  sich,  sobald  man  bereits  eine  Mannigfaltigkeit  M 
kennt,  welche  alle  infinitesimalen  Transformationen  X^f-  ••  X^/' gestattet. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  XJ-'-Xrf  den  Punkten  von  M 
gerade  p  unabhängige  Richtungen  zuordnen  und  dass  insbesondere 
XJ'--'  Xpf  p  unabhängige  Richtungen  bestimmen.  Unter  diesen 
Voraussetzungen  bestehen  für  die  Punkte  von  M  Relationen  von 
der  Form 

Xp^!,f=  (Pkl{00i  •  •  •  Xn)'XJ-\ f-   <Pkp(x,  '  '  •  Xn)'Xpf 

(*  =  !••  -r-p), 

wo    sich    die    cpkj   regulär   verhalten;    es    bestehen    andererseits    keine 
Relationen  von  der  Form 

Erzeugen  nun  X^f  •  •  •  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  lassen  sich 
alle  {Xi  Xk)  für  die  Punkte  von  M  in  der  Form 

p 

(XiXk)  =^J^ikj{x,  •  •  •  Xn)'Xjf  (.•,*  =  !.  -T) 


darstellen  und  es  verhalten  sich  dabei  die  if^a-j  regidär.  Besitzen  da- 
gegen X^f "'  Xrf  hlos  die  Eigenschaft,  dass  die  unabhängigen  unter 
den  Gleichungen  X^f=Oj  -  -  -  Xrf=0  ein  vollständiges  System  bilden, 
so  ist  eine  solche  Darstellung  der  (XiXk)  für  die  Punkte  von  M 
nicht  in  allen  Fällen  möglich;  sie  ist  aber  immer  dann  möglich,  wenn 
die  Functionen  yikj  in  den  Gleichungen  (6)  sich  für  die  Werthsysteme 
von  x^  ■  '  ■  Xn  regulär  verhalten.  Diesen  Umstand  haben  wir  bereits 
in  Kapitel  7,  S.  130  ff.  zu  verwerthen  gelernt. 
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Kapitel  15. 
Invariante  Schaaren  von  infinitesimalen  Transformationen. 

Unter 

1  * 

verstehen  wir  wie  gewöhnlich  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen; das  soll  jedoch  vorläufig  die  einzige  Voraussetzung  sein, 
welche  wir  über  die  Xj^f  machen. 

Betrachten  wir  die   Schaar  von  oo^-i  infinitesimalen  Transforma- 
tionen, welche  durch  den  Ausdruck 

mit  den  q  willkürlichen  Parametern  e,  •  •  •  e,  dargestellt  wird.  Wenn 
wir  in  dieselbe  neue  unabhängige  Veränderliche  x'  an  Stelle  der  x 
einführen,  so  nimmt  jede  infinitesimale  Transformation  unserer  Schaar 
eine  neue  Form  an;  der  Form  nach  erhalten  wir  offenbar  im  All- 
gemeinen eine  ganz  neue  Schaar  von  oo^z-i  infinitesimalen  Transforma- 
tionen. Unter  Umständen  kann  es  jedoch  geschehen,  dass  die  neue 
Schaar  sich  in  ihrer  Form  nicht  wesentlich  von  der  ursprünglichen 
unterscheidet,  indem  für  beliebige  Werthe  der  e  eine  Relation  von 
der  Gestalt: 

(1)    J  ^. J  i.(.:  ■  •  -«)  ^  =^  .;2^-  i.i<  ■  ■  ■  ./)  ^ 

11  '  1  J^  l 

besteht,  in  welcher  die  e/  nicht  von  den  x,  sondern  blos  von  e^  -  ■  -  e^ 
abhängen. 


(2) 


Besteht  eine  derartige  Relation,  welche  wir  auch  kurz 

^,e,-x,f-=^,e;^x,y 


schreiben  können,   so  sagen  wir:  die  Schaar  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen ZekX,f  bleibt  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x 
invariant,  oder:  sie  gestattet  die   Transformation,   ivelche  durch  die 
betreffende  Variabeinänderung  dargestellt  wird. 

§  69. 

Die  Schaar  der  oo5-i  infinitesimalen  Transformationen  Ecj^Xkf 
bleibe  beim  Uebergange  zu  den  Veränderlichen  x'  invariant,  es  möge 
also  eine  Relation  von  der  Form 
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(2)  ^«,-x*/-=^e/.x,Y 

1  1 

bestehen,  in  welcher  die  e  gewisse  Functionen  von  den  e  allein  sind. 
Betrachten  wir  zunächst  dieses  Abhängigkeitsverhältniss  zwischen  den 
e  und  den  e\  wir  gewinnen  so  den  Ausgangspunkt  für  die  genauere 
Untersuchung  derartiger  Schaaren  von  infinitesimalen  Transformationen. 
Der  Ausdruck  Xyt/'  lässt  sich  schreiben: 

oder,  wenn  man  die  X^x/  durch  die  x'  ausdrückt: 

Xfc  f  =^i  Vkl  (^Z  •  •  •  Xn)  J^  ' 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (2)  ein,  so  können 
wir  die  Coefficienten  der  ^ — j  auf  beiden  Seiten  einander  gleich  setzen 

und  erhalten  daher  die  folgenden  linearen  Relationen  zwischen  den  e 
und  den  e': 

k  Bk-  rikiix')  (i  =  l-  •  -n), 

1  1 

Nach  unserer  Voraussetzung  ist  es  möglich,  für  die  e'  solche 
Functionen  der  e  allein  einzusetzen,  dass  die  Gleichungen  (2')  für  alle 
Werthe  der  x'  erfüllt  werden.  Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  be- 
treffenden Functionen  der  e  vollkommen  bestimmt  sind. 

Da  die  Gleichungen  (2')  für  alle  Werthe  der  x'  bestehen  sollen, 
so  müssen  sie  auch  noch  erfüllt  werden,  wenn  wir  x^  •  •  •  x,'  durch 
ein  beliebiges  anderes  System  von  Veränderlichen  ersetzen.  Das  wollen 
wir  thun  und  uns  die  Gleichungen  (2')  in  gerade  q  verschiedenen 
Systemen  von  Veränderlichen:  x^  •  •  •  Xn\  x^'  •  •  •  Xn' y  •  •  •,  ^/'^^  •  •  •  a;„(*^ 

aufschreiben: 

q  q 

1  1 

Die  so  erhaltenen  Gleichungen  sind  nach  e/  •  •  •  c/  auflösbar;  denn 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  verschwinden  nach  den  Ent- 
wickelungen  des  Kapitels  3,  S.  64  nicht  alle  ^-reihigen  Determinanten 


(2 ')  ^  ek  ■  ^ki {x')=^  ßk-  r]ki (x ') 


der  Matrix 


Sil     •     •     blra    Sil    ••?!«•     •     •    5 


(7) 
1« 


5rjl    '     ■     ^qn    bql    '    '    bqn    '    '    '    bq- 
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Da  ausserdem  die  bewussten  Gleichungen  sicher  mit  einander 
verträglich  sind,,  so  erhalten  wir  die  e  dargestellt  als  lineare  homogene 
Functionen  der  e\ 

g 
^k  =^J  Qfcj  ^j        (*  =  1 . . .  5) . 
1 

Hier  sind  die  qi,j  natürlich  von  den  x',  x' --  ■  a;^'^)  unabhängig  und 
daher  absolute  Constanten;  die  Determinante  der  q^j  ist  von  Null  ver- 
schieden, weil  sich  augenscheinlich  die  e^  geradeso  als  lineare  homocrene 
Functionen  der  c    darstellen  lassen. 

Wenn  auch  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Schaar  der 
infinitesimalen  Transformationen  Z CkXkf  bei  Einführung  der  x  in- 
variant bleibt,  so  werden  doch  im  Allgemeinen  ihre  einzelnen  Trans- 
formationen unter  einander  vertauscht.  Immer  giebt  es  jedoch  wenigstens 
eine  infinitesimale  Transformation  Zck^Xj^f,  welche  selbst  invariant 
bleibt;  denn  die  Bedingung 


^,ek'-X,f=ay^,c,'-X,y, 


welcher  die  Coefficienten  Ck^  einer  solchen  infinitesimalen  Transformation 
genügen  müssen,  lässt  sich  durch  die  q  Gleichungen:  ' 


'■'^JQkjCj^ 


(ock^  ==   y-j  Okicr       {k=.i 


ersetzen  und  diese  letzteren  können  immer  befriedigt  werden,  ohne 
dass  die  Ck^  sämmtlich  verschwinden. 

Ein  Beispiel  wird  zur  näheren  Erläuterung  des  Gesagten  am  ge- 
eignetsten sein. 

In  die  Schaar  der  oo^  infinitesimalen  Transformationen 

führen  wir  neue  Veränderliche  ein,  indem  wir  setzen: 
^/=  a^Xj^  +  a2X2 ,     X2  =  a^Xy  +  a^^x^. 
Die  Schaar  erhält  dabei  die  neue  Form 

<  ^  +  e.'^  +  e.:  (.;^  ^  +  ./<  ^)  +  e;  (<./  ^^  +  ^^/  g) , 

wobei  e^ '  '  •  el  sich  folgendermassen  ausdrücken: 

ttj  t*^ «2  t*3  ttj  U^ t/g  «3 

Also  bleibt  die  Schaar  in  dem  oben  definirten  Sinne  invariant. 
Wünscht  man  zu  wissen,  welche  einzelnen  infinitesimalen  Transforma- 
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tionen    der    Scbaar    invariant    bleiben ,    so    hat    man    nur    cj   aus   der 
Gleichung 


«1  —  CO       a.2 
üo       a»  —  o 


a^co  —  1         a^ 

tto  O.CJ  —    1 


0 


zu  bestimmen  und  e^  •  •  •  64  so  zu  wählen,  dass  Ck  =  (o Cf,  wird;  die 
betreffenden  Werthsysteme  der  ek  liefern  die  invarianten  infinitesimalen 
Transformationen. 

Indem  wir  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Falle  zurückkehren,  wollen 
wir  die  oben  gemachten  Voraussetzungen  nach  einer  gewissen  Richtung 
hin  specialisiren.  Wir  wollen  nämlich  annehmen,  dass  der  üebergang 
von  den  x  zu  den  x'  eine  ganz  beliebige  Transformation  einer  be- 
stimmten eingliedrigen  Gruppe  ist.  Dementsprechend  stellen  wir  uns 
von  jetzt  ab  die  folgende  Frage: 

Unter  welchen  Bedingungen  hleiht  die  ScJiaar  UckXkf  hei  jeder 
Transformation  x(  =  fi  {x^  ■  -  •  Xn,  t)  der  eingliedrigen  Gnqipe  Yf  in- 
variant, dass  lieisst,  unter  welchen  Bedingungen  besteht  für  alle  Werth- 
systeme c-^-  ■  •  Cr,  t  eine  Belation 

9  g 

^  ek '  Xk  f=^  ek  •  Xk  fj 
1  1 

in  welcher  die  ek   aiisser  von  den  Cj  nur  noch  von  t  abhängen? 
Wenn  wir  die  allgemeine  Transformation 

^/  =  Xi'\-  t'  Yxi  ~\-  ' '  •      (/  =  !...„) 

der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  anwenden,  um  neue  Veränderliche  in 
Xkf  einzuführen,  so  erhalten  wir  nach  Kap.  8,  S.  141,  P'ormel  (5): 

Xkf  =  X^f  +  t  (X;  Y'f  -  TXkY)  +  •  •  • ; 
also  wird  umgekehrt: 

(3)  x,'f=-X,f+t(YX,)  +  --., 
was  für  das  Folgende  bequeme;-  ist. 

Soll  nun  jede  infinitesimale  Transformation  Xkf-{-  t{YXk)  -j 

der  Schaar  e^X^f-\ 1-  CrXrf  angehören  und  zwar  für  jeden  Werth 

von  ty  so  muss  offenbar  auch  jede  infinitesimale  Transformation  {YXk) 
in  dieser  Schaar  enthalten  sein.  Damit  wären  gewisse  noth wendige 
Bedingungen  für  die  Invarianz  unserer  Schaar  gefunden,  Bedingungen, 
welche  darauf  hinauskommen,  dass  q  Relationen  von  der  Form 

(4)  {YX,)^'^ig,yX,f      (*  =  !...,) 

1 

besteben  müssen,  in  denen  die  gkj  absolute  Constanten  bezeichnen. 
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Ist  die  Schaar  der  infinitesimalen  Trapsformationen 

so  beschaffen,  dass  für  jedes  h  eine  Relation  von  der  Form  (4)  be- 
steht, so  wollen  wir  sagen,  äass  die  Schaar  die  infinitesimale  Trans- 
formation Yf  gestattet.  Bei  dieser  Festsetzung  können  wir  das  eben 
gewonnene  Ergebniss  folgendermassen  aussprechen: 

Gestattet  die  Schaar  der  infinitesimalen  Transformationen 
erXJ+.-.  +  e,-XJ 
alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf,  so  gestattet  sie  auch 
die  infinitesimale  Transformation  Yf, 

Das  Umgekehrte  gilt  ebenfalls,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Schaar  der  Transformationen 
UCkXkf  die  infinitesimale  Transformation  Yf  gestattet,  dass  also 
Relationen  von  der  Form  (4)  bestehen.  Soll  nun  die  Schaar  UckXkf 
zugleich  alle  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf 
gestatten,  so  muss  es  möglich  sein  e/-  •  •  e^  derart  als  Functionen  von 
Ci  •  '  •  e^  und  t  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung 

^ke,'^X;f=^,ek-X,f 
1  1 

identisch  besteht,  sobald  uian  in  den  X//"  die  Veränderlichen  x  an 
Stelle  der  x'  einführt.  Wenn  daher  X^f  bei  Einführung  der  x  die 
Form  annimmt: 

so  müssen  sich  die  e/  so  bestimmen  lassen,  dass  der  Ausdruck 

'/  q  n 

111  * 

von  t  frei  wird,  dass  also  der  Difierentialquotient: 

dt  ^  Ck-Xk'f==^i  ^  •  ^  ^  e^  Ui (^1  •  •  •  Xn,  t) 
1  1         '  1 

verschwindet;  zugleich  müssen  aber  die  e  auch  noch  der  Anfangs- 
bedingung: Ck  =  Ck  für  ^  =  0  genügen. 

Um  zeigen  zu  können,  dass  es  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen wirklich  Functionen  e'  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
giebt,  müssen  wir  zunächst  den  Differentialquotienten: 

berechnen;  wir  schlagen  dazu  einen  indirecten  Weg  ein. 
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Oben  sahen  wir,  dass  X^f  sich  folgendermassen  durch  x^  •  •  •  Xn 
und  ^  ausdrückt: 

wenn  die  in  X//"  eingehenden  unabhängigen  Veränderlichen  x  durch 
die  Gleichungen  x-  =  fi{x^  -  -  •  Xn,  t)  der  eingliedrigen  -Gruppe  Yf  be- 
stimmt sind.  Der  gewünschte  Differentialquotient  ergiebt  sich  daher 
durch  Differentiation  der  rechts  stehenden  unendlichen  Reihe  nach  t, 
anders  ausgesprochen:  er  ist  der  Coefficient  von  x^  in  der  Ent- 
wickelung  des  Ausdrucks 

X,,f+  {t  +  r)  (FX.)  +  . .  .  =_^  I,,  (^/'  .  .  .  x:')  g|4  =  X^'f 
nach  Potenzen  von  t.     Die  x"  bedeuten  dabei  die  Grössen 

Xi    =  fi  [X^  •  •  •  Xfi ,    t  — {—  Tj  . 

Der  besprochene  Entwickelungscoefficient  erscheint  allerdings  zu- 
nächst als  eine  unendliche  Reihe  nach  Potenten  von  ^;  aber  es  hat 
keine  Schwierigkeit,  einen  endlichen  geschlossenen  Ausdruck  für  den- 
selben zu  finden. 

Der  Uebergang  von  den  Yeränderlichen  x  zu  den  Veränderlichen 
^i==fi(^i  •'  •  ^n,  i)  geschieht,  wie  wir  wissen,  durch  eine  Transformation 
der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  und  zwar  durch  eine  Transformation 
mit  dem  Parameter  t.  Von  den  x  zu  den  x!'  =  fi{x^  -  ■  -  Xn,  t-\- r) 
kommt  man  durch  eine  Transformation  derselben  Gruppe,  nämlich 
durch  die  Transformation  mit  dem  Parameter  t  -{-  r.  Diese  Trans- 
formation aber  lässt  sich  ersetzen  durch  die  Aufeinanderfolge  zweier 
Transformationen,  deren  erste  den  Parameter  t,  die  zweite  den  Parameter 
T  besitzt;  folglich  wird  der  Uebergang  von  den  x'  zu  den  x"  ebenfalls 
durch  eine  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  vermittelt, 
nämlich  durch  die  Transformation,  deren  Parameter  t  ist: 

Xi     =  Ji  \X^    •   •   '   Xfi  ,  Xj. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Reihenentwickelung  von  X'k  f 
nach  Potenzen  von  x  lautet: 

z;/'  =  x,r+r(rx/)  +  .... 

Damit  ist  denn  ein  endlicher  geschlossener  Ausdruck  für  den  vorhin 
erwähnten  Entwickelungscoefficienten  gefunden;  der  gesuchte  Differential- 

quotient  — j-—  wird  daher; 

(5)  1  X.7=  (Y' X,')  =  r  z,'/-  -  X/  Tf. 

Diese  Formel  gilt  natürlich  allgemein,  wie  man  auch  die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen  Z^/und  F/' wählen  mag.    In  unserem 
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besonderen  Falle  sind  aber  XJ-  •■  Z/,  Yf  nicht  vollkommen  will- 
kürlich, sondern  durch  die  Relationen  (4)  verknüpft.  Wir  bekommen 
daher  unter  den  oben  oremachten  Voraussetzunoen: 

W  •     — ^^—  =^gkv-Xyf     (k  =  i--.q). 

1 
Bilden  wir  nunmehr  den  Differentialquotieuten  von  2: 6'/ Z// nach 
tj  so  bekommen  wir: 


dt 


1  1  11 


Dieser   Ausdruck   verschwindet    offenbar    nur    dann,    wenn    die    e/   die 
Differential<]Cleicliun2:en 


de/  '' 


0)  -jj-  +^v  grk  e;=0       (A= 1  •  •  •  2) 


erfüllen.  Hieraus  aber  lassen  sich  die  e^  derart  als  Functionen  von 
t  bestimmen,  dass  jedes  e/  sich  für  ^  =  0  in  das  entsprechende  Ck  ver- 
wandelt; überdies  werden  die  e    lineare  homogene  Functionen  der  e. 

Setzt  man  die  betreffenden  Werthe  der  e'  in  den  Ausdruck 
Ußk  Xkf  ein  und  kehrt  sodann  von  den  x'  zu  den  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen x^  '"  Xn  zurück,  so  wird  UCk  Xkf  von  t  unabhängig,  das 
heisst,  es  wird  gleich  Z e^X^f.  Die  Schaar  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen UekXkf  bleibt  also  wirklich  bei  der  betreffenden  Variabein- 
änderung invariant. 

Somit  können  wir  das  folgende  Theorem  aussprechen: 
Theorem  43."'^)  Eine  Schaar  von  002— i  infinitesimalen  Trans- 
formationen e^'Xif-{-  ...-[-  Cq'Xqf  hleiht   hei  Einführung  neuer 
Veränderlicher  x\  welche  durch  die  Gleichungen 

Xi   ==  Xi-\-  t'  YXi  -\ •  (1  =  1  •  •  •  n) 

einer  eingliedrigen  Gruppe  definirt  sind,  dann  und  nur  dann 
invariant j  wenn  sivischen  Yf  und  den  Xkf  q  Eelationen  von 
der  Form 

(4)  iYXk)=^^vgkr-X,f     (^=1 


•2) 


bestehen,  in  welchen  die  gkv  Constanten  bezeichnen.    Sind  diese 
Bedingungen   erfüllt^    so   erhält   UckXkf  bei   der    betreffenden 

*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvideiiskab  Bd.  3,  Christiania  1878. 
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Variahclnänderung    die    Form    UckXkfy    ^^ö    c{  -  -  -  Cq    sich   als 
Functionen  von  t  aus  den  Differentialgleichungen 

-^  +yj  9rk  ev  ==  0       {k  =  i...q) 
1 
bestimmen,    unter   Berilclcsichtigung   der  Anfangsbedingungen: 
Ck  =  ^k  für  t  =  0. 

Führt  man  die  Integration  aus^  von  welcher  in  dem  vorsEehenden 
Theoreme  die  Rede  ist,  bestimmt  man  also  e/  •  •  •  e/  aus  den  Differential- 
gleichungen 

1 

unter   Zugrundelegung   der   Anfangsbedingungen:    Ck  =  Ck    für    ^  =  0, 
so  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form: 


V 

g/  =  ^-  dkj  (t) '  ej      ik. 


•  ■  9)  •   • 
1 

Es  ist  klar,  dass  diese  Gleichungen  die  endlichen  Transformationen 
einer  gewissen  eingliedrigen  Gruppe  darstellen,  derjenigen  nämlich, 
welche  von  der  infinitesimalen  Transformation 

erzeugt  wird  (vgl.  Kap.  3,  Seite  47  und  48). 

Aus  dem  eben  aufgestellten  Theoreme  wollen  wir  einen  wichtigen 
allerdings  naheliegenden  Satz  ableiten. 

Gestattet  die  Schaar  von  00*^-1  infinitesimalen  Transformationen 
Cj  Xj /*+•••  +  CqXgf  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen  Y^f 
und  Fg/*,  so  gestattet  sie  zugleich  jede  aus  Fj/^  und  Fg/*  linear  ab- 
geleitete infinitesimale  Transformation  CiYif-\-  Cg  Y^f]  dies  folgt  un- 
mittelbar daraus,  dass  die  infinitesimale  Transformation 

{c,YJ+e,YJ,  X,f)  =  c,(Y,X,)  +  c,{Y,X,) 
sich    in    unserem    Falle    aus    den   Xif  linear    ableiten    lässt.      Unsere 
Schaar  e^X^f-] [-e^X^/"  gestattet  aber  auch  die  infinitesimale  Trans- 
formation  (FiYg).     In  der  That,  bildet   man  die  Jacobische  Identität 

((F,  F,)X,)  +  ((F,Z,)  F,)  +  ((X.  F,)  F,)  =  0 , 
und    berücksichtigt,    dass    (Yy^Xj,)    und   '{Y^Xi)    sich    aus    den    Xif 
linear  ableiten  lassen,  so  erkennt  man,  dass  dies  auch  mit  ((F,  Y^Xj) 
der  Fall  ist. 
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Durch  Verbindung  dieser  beiden  Bemerkungen  erhält  man  den 
angekündigten 

Satz  1.  Lässt  sich  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation, 
ivelche  eine  ScJiaar  von  oo'?-i  infinitesimalen  Transformationen 

invariant  lässt,  aus  einer  hegränzten  Anzahl  infinitesimaler  Transforma- 
tionen etiva  aus  YJ---  Y,nf  linear  ableiten,  so  erzeugen  die  Y,f  eine 
m-gliedrige  Gruppe, 

Dieser  Satz  lässt  sich  noch  verallgemeinern;  es  ist  ja  selbst- 
verständlich, dass  der  Inbegriff  rt?/cr  endlichen  Transformationen,  welclie 
die  Schaar  2; e^-Xi/ invariant  lassen,  immer  eine  Gruppe  bildet. 

§  70. 

Die  Bedingungen  des  letzten  Theorems  seien  erfüllt,  die  Schaar 
der  oo^-i  infinitesimalen  Transformationen  IJe^Xi-f  bleibe  invariant 
gegenüber  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe   Yf 

Nun  gilt  nach  Kap.  3,  S.  57  folgendes:  geht  die  infinitesimale 
Transformation  Xf  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  über  in  Zf, 
so  gehen  zugleich  die  Transtormationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf 
über  in  die  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Zf.  Wir 
schliessen  daher,  dass  unter  den  Voraussetzungen  des  Theorems  43 
nicht    blos    die    Schaar    der    oc?-!    infinitesimalen    Transformationen 

^i^if  + b  eqXqf  invariant   bleibt,    sondern   auch   die    Schaar  der 

oo-?-!  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen  und  natürlich  auch  der  Inbegriff  der  oo^  endlichen  Trans- 
formationen, welche  diesen  eingliedrigen  Gruppen  angehören. 

Aber  wir  wollen  noch  einen  Schritt  weiter  gehen,  wir  wollen 
untersuchen,  wie  sich  der  analytische  Ausdruck  der  einzelnen  end- 
lichen Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppen  e^XJ -\ \- e  X,f 

verhält,  wenn  an  Stelle  der  x  die  neuen  Veränderlichen 

x/  =Xi  +  t-Yxi-] 

eingeführt  werden. 

Die  Antwort  auf  diese  Frage  giebt  der  Satz  3  in  Kap.  3,  S.  58. 
Aus  diesem  Satze  geht  nämlich  ohne  Weiteres  hervor,  dass  jede  end- 
liche Transformation 


"^  '■■■U^^e 


(8)  X,  =  ^,  +^  e,-X,x,+^  -^  X,XjX,  -f  . .  . 

k  kj 

(t  =  1  .  •  •  M) 

bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x'  die  Gestalt  erhält: 


Invariante  Schaaren  von  infinitesimalen  Transformationen.  255 

(9)        öc!  =  x;  +  '^  <?;•  AVx,'  +^  ^  x;  x;  x;  +  •  • 

k  .  kj 

WO  der  Zusauimenliang  zwischen  den  e^-  und  den  c/  durch  die  Relation 
(10)  ^ei.-X,/-=^e/.Z,'/- 

1  1 

festgelegt  ist.  Wir  sehen  somit  direkt,  dass  die  betreffende  Schaar 
von  (x>^  endlichen  Transformationen  in  den  neuen  Veränderlichen  x' 
genau  dieselbe  Form  besitzt  wie  in  den  ursprünglichen  Veränder- 
lichen X.  Ausserdem  aber  bemerken  wir,  dass  eine  endliche  Trans- 
formation, welche  in  den  x  die  Parameter  e^  ■  ■  -  Cq  hat,  nach  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  x'  die   Parameter   e/ •  •  •  e/  besitzt. 

Nun  ist,  wie  soeben  gesagt,  der  Zusammenhang  zwischen  den  e 
und  den  e  durch  die  Identität  (10)  vollkommen  festgelegt;  diese 
Identität  genügt  daher  vollständig,  wenn  es  sich  darum  handelt,  die 
neue  Form  anzugeben,  welche  eine  beliebige  endliche  Transformation 
(8)  beim  üebergang  zu  den  x'  annimmt. 

Am  deutlichsten  bringen  wir  diesen  Sachverhalt  zum  Ausdruck, 
wenn  wir  2JekXkf  geradem  als  Symbol  der  endlichen  Transformation: 

g 

OCi  =  Xi  +  ^Sl  Ck  ■  Xk  Xi  -\-  '  '  •  {i^l--.n) 

1 

auffassen,  wobei  dann  die  absoluten  Wertlie  der  Ck  in  Betracht  hommen, 
nicht  blos  ihre  Verhältnisse.     Dann  können  wir  einfach  sagen: 

Die  endliche  Transformation  ZCkXkf  geht  bei  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  x    in  die  endliche  Transformation  I^CkX^f  über. 

In  den  noch  folgenden  Untersuchungen  dieses  Kapitels  wird 
UCkXkf  bald  als  Symbol  einer  endlichen,  bald  als  Symbol  einer  in- 
finitesimalen Transformation  angewendet.  Wir  werden  daher  in  jedem 
einzelnen  Falle  hervorheben,  welche  von  beiden  Interpretationen  des 
Symbols  gemeint  ist. 

§  71. 

Die  Schaar  der  oo^  endlichen  Transformationen  e^ Xj  f-\ \-  e^Xgf 

möge  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Yf  invariant 
bleiben.  Es  kann  geschehen,  dass  Yf  selbst  eine  infinitesimale  Trans- 
formation der  Schaar  Ue^X^f  istj  von  besonderem  Interesse  ist 
namentlich  der  Fall,  dass  für  Yf  eine  jede  der  oo^-i  infinitesimalen 
Transformationen  2J e^ X^  f  gesetzt  werden  kann.  Dies  wird  dann,  aber 
auch  nur  dann  eintreten,  wenn  zwischen  den  X^:/  Relationen  von  der  Form 
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1 
bestehen.     Aus  dem    Theorem  des  vorigen   Paragraphen   erhalten   wir 
daher  das  folgende  speciellere,  in  welchem  wir  uns  r  statt  q  und  d^s 
statt  (/ii-s  zu  schreiben  erlauben: 

Theorem  44.  Soll  eine  Schaar  von  oo^  endlichen  Trans- 
formationen 

^r-^i/'H h  Cr-Xrf    oder    x,  =  ^.{x^  •  •  •  ^„,  e^  •  •  •  er) 

hei  jeder  Transformation,  welche  ihr  angehört,  invariant 
bleiben,  soll  sie  also  hei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

X;=  $,•  {X,---  Xn,    h,---  hr)  ,       Xl=  %  i^^  ■  -  '  X^  ,    \  '  ■  ■  K) 

an  Stelle  der  x  und  x  die  Form 

Xi  =   45/(^1     '   '   '  Xn   f    t^  '  •  •  Ir) 

annehmen,  wo  die  l  nur  von  e^  ■  ■  ■  Cr  und  \'  •  •  hr  abhängen,  so 
ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Xf  paarweise  in  Be- 
siehungen von  der  Form 

(X,X,)=^,e,,,.X/- 

1 

stehen,  ivo  die  Cju  absolute  Constanten  sind. 

Dieses  Theorem  spricht  eine  wichtige  Eigenschaft  aus,  welche 
die  Schaar  der  oo''  endlichen  Transformationen  UckXkf  besitzt,  sobald 
Relationen  von  der  Form  (X/Za-)  ==^«  CiksXsf  bestehen.  Bemerkens- 
werth  ist  es,  dass  wir  beim  Beweise  dieses  Theorems  die  Unter- 
suchungen der  früheren  Kapitel  nur  zum  kleinsten  Theile  benutzt 
haben;  wir  haben  weiter  nichts  benutzt  als  einige  Entwickelungen 
der  Kapitel  1,  2,  3  und  8.  Namentlich  beachte  man,  dass  wir  von 
dem  Theoreme  24,  Kap.  9,   S.  158   keinen    Gebrauch  gemacht  haben. 

Setzt  man  dieses  letztere  Theorem  als  bekannt  voraus,  so  kann 
man  den  Beweis  des  Theorems  44  folgendermassen  abkürzen:  man  zeigt 
zunächst  wie  oben,  dass  die  Relationen  (Xi  X^)  ^==  2J c^s  X,f  noth- 
wendig sind;  aus  Theorem  24,  S.  158  ergiebt  sich  dann,  dass  die 
oo''-i  infinitesimalen  Transformationen  2JekXkf  eine  r-gliedrige  Gruppe 
erzeugen.  Sind  x{  =  '^i(x^  "  -  x^  \'  --  K)  die  endlichen  Gleichungen 
dieser  Gruppe,  so  besteht  nach  Theorem  5,  S.  45  eine  Identität  von 
der  Form  ^  ^ 

^,e,-X,f=^,e,''X,'f- 
1  1 

damit  ist  der  Beweis  des  Theorems  44  geliefert. 
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Man  braucht  nicht  einmal  sich  auf  Theorem  5,  S.  45  zu  beziehen, 
sondern  kann  folgendermassen  schliessen: 

Die  Gleichungen  x/  =  ^,-  (x,  h)  unsrer  Gruppe  geben  aufgelöst 
eine  Transformation  von  der  Gestalt 

xi  =  %{x; -^'x:,  %,{h)---%r{h)), 

diejenige  nämlich,  welche  zu  der  Transformation  mit  den  Parametern 
\-  •  -  hr  invers  ist.  Denkt  man  sich  nun  diese  Werthe  der  Xi  in  die 
Gleichungen  Xi  =  ^i(x,e)  eingesetzt  und  berücksichtigt,  dass  man  es 
mit  einer  Gruppe  zu  thun  hat,  so  erkennt  man  das  Bestehen  gewisser 
Gleichungen  von  der  Form 

Xi  =  ^,(ä;/  .  .  .  x'n,  tiijhe)  •  .  •  iPrQhe))' 

Setzt  man  endlich  diese  Ausdrücke  für  die  Xi  in  die  Gleichungen 
-^i  ==  ^i{Xjh)  ein,  so  erhält  man; 

^/  =  $,«   -"Xn,    l,   '"Ir)- 

Das  ist  die  neue  Form,  welche  die  Transformationen  x;  =  ^/(:r,c)  bei 
Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x  annehmen.  Die  /  sind  dabei 
offenbar  Functionen  von  den  e  und  den  h  allein,  gerade  wie  es  das 
Theorem  44,  S.  256  behauptet.  — 

Damit  ist  der  Zusammenhang  klargelegt,  welcher  zwischen  dem 
Theorem  24,  S.  158  und  dem  Theorem  44  des  gegenwärtigen  Kapitels 
besteht. 

§  72. 
Um   die    erhaltenen  Resultate   kürzer,  ja,  wenn  man    will,  klarer 
aussprechen  zu  können,  werden  wir  wie  schon  früher  die  Symbolik  der 
Substitutionentheorie    auf    die     Theorie     der    Transformationsgruppen 
übertragen. 

Wir  werden  alle  endlichen  Transformationen  e^XJ -\ -f-  CrXrf 

mit  dem  gemeinsamen  Symbole  T  bezeichnen,  die  einzelnen  Trans- 
formationen aber  durch  einen  angefügten  Index  kennzeichnen,  so  dass 
zum  Beispiel  das  Symbol  T^a)  die  endliche  Transformation 

^,     ,,  ^i-^if+-'-  +  ar-Xrf 

bedeutet. 

Indem  wir  diese  Ausdrucksweise  benutzen,  können  wir  zunächst 
das  Theorem  24,  S.  158  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  2.  Stehen  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  XJ---  Xrf 
^paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

{XiXi)  =^^  Cik,Xsf, 
1 
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so  enthält  die  Seliaar  aller  endlichen  Transformationen  Ue^Xj^f  oder  T(^) 
gleichseitig  mit  den  beiden  Transformationen  T(^„)  und  T(/,)  auch  die  Trans- 
formation T(a)  T(p) ;  es  Lesteht  also  eine  symhoUsche  Gleichung  von  der 
Form  TT  T 

J-{a)   J-(ö)  =   -^(c),      • 

in  welcher  die  Farameter  c  Functionen  der  a  und  der  h  sind. 

In  entsprechender  Weise  erhalten  wir  aus  dem  Theoreme  44  des^ 
gegenwärtigen  Kapitels   den   folgenden  Satz,   welcher    allerdings   nicht 
den  ganzen  Inhalt  des  Theorems  erschöpft: 

Satz 3.  Stellen r unabhängige infmitesimale Transformationen X^^f--- Xrf 
paarweise  in  der  Bemhung  {XiX]^  =  ECi^Xsf,  so  enthält  die  Schaar 
der  oo^  endlichen  Transformationen  ECkXi-f  oder  T^c)  zugleich  mit  den 
Transformationen  T(„)  und  T^p)  auch  die  Transformation  T~^  T,^^  T^^^ ,  es 
besteht  also  eine  Gleichung  von  der  Form 

T—l    T        T       T 

in  ivelcher  die  Parameter  c   Functionen  der  a  und  der  b  sind. 

Das  Bestehen  der  symbolischen  Relation:  T~^  T^^^^  T^^^^  =  T^.-^  ist 
offenbar  eine  Folge  der  früheren  Relation:  T^a)  T(^h)  =  T(c),  also  ist  auch 
der  letzte  Satz  eine  Folge  des  vorhergehenden,  wie  wir  schon  im  vorigen 
Paragraphen  gesehen  haben. 

Endlich  erhalten  wir  noch  durch  Verbindung  der  beiden  Theoreme  44 
und  24,  S.  158  das  folgende  merkwürdige  Resultat: 

Theorem  45.  Besitzt  eine  Schaar  von  oo""  endlichen  Trans- 
formationen: «1X1/+  •  •  •  +  ttrXrf  oder  Jcurz  T^a)  die  Eigenschaft, 
dass  die  Transformation  T-^T,^^T^.  immer  der  Schaar  ange- 
hörtj  welche  Werthe  auch  die  Parameter  a^-  •  •  ar,  b^  ■  -  •  br  haben 
mögen,  so  bildet  die  betreffende  Schaar  von  cx)''  Transforma- 
tionen eine  r-gliedrige  Gruppe,  das  heisst:  es  ist  auch  2\a)T(o) 
stets  eine  Transformation,  welche  der  Schaar  angehört. 


§  73. 
Fällt  die  Transformation  T^J^  T^^^  T^^^  mit  der  Transformation  T^J^^ 
zusammen,  was  wir  durch  die  symbolische  Gleichung: 

T—i  TT     T 

ausdrücken,  so  sagen  wir:  die  Transformation  T(^b)  bleibt  bei  der  Trans- 
formation T(a)  invariant. 

In  diesem  Falle  ist  aber  auch: 


m-i  T      T      =  T 
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das  lieisst,    die  Transformation  T^^a)  bleibt  bei  der  Transformation  T(jj) 
invariant;  andererseits  ist: 

eine    Gleichung,    welche    aussagt,    dass    die    beiden   Transformationen 
T(a)  und  T(,,)  mit  einander  vertausMar  sind  (vgl.  S.  3). 

Wir  bemerkten  schon  in  Theorem  6,  S.  49,  dass  die  Transforma- 
tionen einer  jeden  eingliedrigen  Gruppe  paarweise  vertauschbar  sind. 
Nunmehr  können  wir  auch  die  allgemeinere  Frage  erledigen,  wann 
die  Transformationen  zweier  verschiedener  eingliedriger  Gruppen  Xf 
und   Yf  mit  einander  vertauschbar  sind. 

In  die  allgemeine  endliche  Transformation  eXf  der  eingliedrigen 
Gruppe  Xf  führen  wir  die  neuen  Veränderlichen  x/  ein,  welche  durch 
die  endlichen  Gleichungen  Xi  =  Xi  -\-  t  •  Yxi  +  •  •  •  der  eingliedrigen 
Gruppe  Yf  definirt  sind.  Die  Transformationen  unsrer  beiden  ein- 
gliedrigen Gruppen  werden  dann,  aber  auch  nur  dann  mit  einander 
vertauschbar  sein,  wenn  jede  Transformation  von  der  Form  eXf  bei 
Einführung  der   x    invariant  bleibt,  wenn   also  eXf  gleich  eX' f  wird. 

Nach  dem  Theoreme  43,  S.  252  ist  zum  Bestehen  einer  Gleichung 
von  der  Form 

e-Xf=e'Xf 

nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
Xf  und   Yf  eine  Relation 

{YX)  =  g-Xf 

befriedigen;   das  e    bestimmt   sich   dabei   aus   der  Differentialgleichung 

äT  +  ^«'  =  0- 
In  unserem  Falle  soll  aber  e    für  jedes  t  gleich  e  sein,  also  hängt 
e  gar  nicht  von  t  ab,  d.  h.  der  Diff'erentialquotient  -^  verschwindet  und 

mit   ihm   die  Grösse  g.     Diese  Bedingung  ^  =  0  ist  offenbar  zugleich 
nothwendig  und  hinreichend.     Folglich  gilt  der 

Satz  4.  Die  endlichen  Transformationen  ziveier  eingliedriger  Gruppen 
Xf  und  Yf  sind  dann  und  nur  dann  paarweise  vertausclihar ,  ivenn  der 
Ausdruc'k  {XY)  identisch  verschwindet. 

Es  liegt  nahe,  zwei  infinitesimale  Transformationen  Xf  und  Yf , 
welche  in  der  Beziehung  {XY)^0  stehen,  als  vertauschhar  zu  bezeichnen, 
Führen  wir  diese  Ausdrucksweise  ein,  so  können  wir  sagen,  dass  die 
endlichen  Transformationen  zweier  eingliedriger  Gruppen  dann  und 
nur  dann  paarweise  vertauschbar  sind,  wenn  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen beider  Gruppen  es  sind. 

Aus  dem  letzten  Satze  ergiebt  sich  ferner  das 

17* 
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Theorem  46.  Die  endlichen  Transformationen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  X^^f-  •  •  Xrf  sind  dann  und  nur  dann  paartveise 
vertausclihar,  ivenn  alle  Ausdrücke  (XiX^)  identisch  verschwin- 
den, anders  ausgesprochen,  wenn  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f  •  •  •  Xrf  paarweise  vertauschhar  sind.'-^) 

§  74. 

Aus  den  allgemeinen  Entwickelungen  der  §§  69  und  70  werden  wir 
jetzt  noch  einige  weitere  Folgerungen  ziehen,  die  von  Wichtigkeit  sind. 

Wir  setzen  wieder  voraus,  dass  die  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen  X^f-  •  •  Xrf  in  den  Beziehungen 


(x,x,)=^sc,^^Xsr 


stehen,  dass  also  nach  Theorem  24  des  Kap.  9,  S.  158  die  oo'"  end- 
lichen Transformationen  ZckXf^f  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden.  Bleibt 
nun  die  Schaar  der  Transformationen  ZcfcXf^f  hei  allen  Transformationen 
einer  eingliedrigen  Gruppe  Yf  invariant,  welche  der  r-gliedrigen  Gruppe 
nicht  angehört,  so  bestehen  nach  Theorem  43,  S.  252  r  Gleichungen 
von  der  Form 


(4) 


(rx,)=^'<7i,y/. 


Diese  Gleichungen  zeigen,  dass  die  r  +  1  infinitesimalen  Trans- 
formationen XJ'-'-Xrfy  Yf  eine  (r -\-  l)-gliedrige  Gruppe  erzeugen, 
welcher  X^f  •  •  •  Xrf  als  r-gliedrige   Untergruppe  angehört. 

Ausserdem  ist  klar,  dass  die  Relationen  (4)  ihre  Form  nicht 
wesentlich  ändern,  wenn  für  Yf  eine  ganz  beliebige  infinitesimale 
Transformation  der  (r  +  l)-gliedrigen  Gruppe  eingesetzt  wird. 

Sind  daher  x!  =  ipi(xj^  ■  •  -  Xn]  a^  ■  •  •  ar-^i)  die  endlichen  Gleich- 
ungen der  (r  -\-  l)-ghedrigen  Gruppe,  so  bleibt  die  Schaar  der  end- 
lichen Transformationen  UCkXkf  invariant,  wenn  man  in  dieselbe  an 
Stelle  der  x  die  neuen  Veränderlichen  x  einführt,  d.  h.  in  dem  analy- 
tischen Ausdrucke  der  r-gliedrigen  Gruppe  ändern  sich  nur  die  Parameter. 

Aehnliches  würde  gelten,  wenn  man  statt  der  einen  Transformation 
Yf  mehrere  etwa  m  solche  hätte,  welche  sämmtlich  Relationen  von 
der  Form  (4)  befriedigen;  ausserdem  wollen  wir  noch  die  Voraus- 
setzung hinzufügen,  dass  diese  m  infinitesimalen  Transformationen 
YJ'-  •  ■  Yrnf  mit  X^f'  '  •  Xrf  zusammen  eine  (r  -{-  m)-gliedrige  Gruppe 
erzeugen.     Führen    wir    alsdann    in    die   Gruppe  X^f-  •  •  Xrf  vermöge 

*)  Lie,  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Christiania  1872;  Archiv  for  Mathe- 
matik og  Naturvidenskab  Bd.  8,  S.  180,  1882;  Math.  Annalen  Bd.  24,  S.  557,  1884. 
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einer  beliebigen  Transformation  der  (r  +  m)-gliedrigen  Gruppe  neue 
Veränderliche  ein,  so  bleibt  die  Schaar  der  endlichen  Transformationen 
unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  inva;riant,  während  sich  allerdings  in  ihrer 
analytischen  Darstellung  die  Parameter  ändern  werden. 

Wir  wollen  diese  Beziehung  zwischen  den  beiden  Gruppen  kurz 
dadurch  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f---Xrf 
Ueiht  invariant  hei  allen  Transformationen  der  (r  +  ni)-gliedrigen,  sie  ist 
eine  invariante  Untergruppe  derselben. 

Uebertragen  wir  die  in  der  Substitutionentheorie  gebräuchliche 
Ausdrucksweise,  so  können  wir  die  Definition  der  invarianten  Unter- 
gruppen auch  folgendermassen  fassen: 

Ist  T  Symbol  einer  beliebigen  Transformation  der  (r -(- m)-gliedrigen 
Gruppe  Gy  und  ist  S  eine  beliebige  Transformation  einer  Untergruppe 
von  Gj  so  ist  diese  Untergruppe  in  G  invariant,  wenn  stets  auch  die 
Transformation  T—^ST  der  betreffenden  Untergruppe  angehört. 

Die  analytischen  Bedingungen  für  die  Invarianz  einer  Untergruppe 
sind  in  dem  oben  Gesagten  vollständig  angegeben;  wir  brauchen  sie 
daher  nur  noch  einmal  zusammenzufassen: 

Theorem  47.  Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  X^f  -  •  •  X^f  in  einer 
(r  +  m)-gliedrigen  Gruppe  XJ'---  Xrf,  Y^f  •  ■  •  Yn,f  enthalten^  so 
ist  sie  eine  invariante  Untergruppe  derselben,  ivenn  jedes 
{YiXi)  sich  linear  mit  constanten  Coefficienten  durch  XJ---  Xrf 
allein  ausdrückt. 

Man  kann  dem  Theorem  47  die  folgende  allgemeinere,  allerdings 
nur  formell  allgemeinere  Fassung  geben: 

Satz  5.  Bildet  der  Inbegriff  aller  infmitesifnalen  Transformationen 
e^X^f-}-  '  '■  +  CrnXm  feine  in  der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f  •  •  •  X,af  •  •  •  Xrf 
invariante  Schaar,  so  erzeugen  XJ'  •  •  •  X^f  eine  m-gliedrige  invariante 
Untergruppe  der  r-gliedrigen  Grup)pe. 

Da  nämlich  alle  (XiXk),  in  denen  i^m  ist,  sich  aus  XJ'---  X,J' 
allein  linear  ableiten  lassen,  so  gilt  das  insbesondere  von  allen  (XjX/.-), 
in  denen  i  und  Z;  beide  ^  m.  Demnach  erzeugen  XJ---X„J  eine 
wi-gliedrige  Untergruppe,  auf  welche  sich  sofort  das  Theorem  47  an- 
wenden lässt. 

Zunächst  einige  Beispiele   von  invarianten  Untergruppen. 
Satz  6*).     Erzeugen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen   Transforma- 
tionen XJ-  -  -  Xrf  eine  r-glicdrige  Gruppe,  so  erzeugt  atich  der  Inbegriff 

*)  Im  Archiv  for  Mathematik  og  Naturvidenskab  Bd.  8,  S.  390,  Christiania 
1883  bemerkte  Lie,  dass  die  (X.X^,)  eine  invariante  Untergruppe  bilden,  Davon 
unabhängig  hat  Killing  dies  im  Jahre  1886  erkannt. 


262  Kapitel  15,  §  74. 

aller  infinitesimalen  Transformationen  (X/Z*)  eine  Gruppe;  enthält  diese 
letztere  r  Farameter,  so  ist  sie  mit  der  Gruppe  XJ---  Xrf  identisch;  ent- 
hält sie  weniger  als  r  Parameter,  so  ist  sie  eine  invariante  Untergruppe 
der  Gruppe  XJ--'Xrf;  fügt  man  mi  den  (XiXk)  beliebig  viele  von 
einander  und  von  den  {XiXj,)  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen e^XJ-j- f-  erX,.f  hinm,  so  erhält  man  stets  wieder  eine  inva- 
riante Untergruppe  der  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf, 

Dass  die  (XiXk)  höchstens  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen  können, 
ist  klar,  da  sie  alle  der  Gruppe  XJ---Xrf  angehören;  dass  sie 
wirklich  eine  Gruppe  erzeugen,  ergiebt  sich  aus  den  Relationen 

r 

1 

sofort,  es  wird  ja; 

((X,X,)  (XjX,))  ^^ca.c„„{X,X„). 

Dass  die  von  den  (X^Xk)  erzeugte  Gruppe  in  der  Gruppe  XJ'-  -  •  Xrf 
invariant  ist,  erhellt  au3  den  Gleichungen: 

r  '■ 

iXj{X:X,))=^'c,,s(XjX,)- 

1 

Der  letzte  Theil  des  Satzes  bedarf  einer  näheren  Begründung  nicht. 
Bemerkenswerth  ist  die  folgende  Verallgemeinerung  des  eben  be- 
wiesenen Satzes: 

Satz  7.  Erzeugen  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
ZJ'  '  •  Z,nf  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ---  Xrf  eine  m-gliedrigc  Unter- 
gruppe dieser  Gruppe,  und  ist  die  betreffende  Untergruppe  in  der  r-gliedrigen 
invariant,  so  ist  auch  die  Untergruppe,  welche  von  den  sämmtlichen  in- 
finitesimalen Transformationen  (Zf,Zv)  erzeugt  tvird,  in  der  r-gliedrigen 
Grup^pe  invariant. 

Der  Beweis  hierfür  ist  sehr  einfach.  Unter  den  Voraussetzungen 
des  Satzes  bestehen  Relationen  von  der  Gestalt: 

m 

(XkZu)  =  x/-  hkjiaZzf      (^•  =  1  •  • .  r;  /( =  1 . . . ,/,)  ^ 
1 

wo  die  hk^,a  Constanten  sind.     Bilden  wir  nun  die  Jacobische  Identität 
(vgl.  Kap.  5,  S.  94): 

(Xk(Z,Zr))  +  iZ,(Z.Xk))  +  (Z^iXkZ,))  =  0 
und  setzen  in  derselben  für  (ZuX^)  und  (Z^X^)  die  vorhin  geschriebenen 
Ausdrücke,  so  erhalten  wir  die  Gleichungen: 
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m 

1 
aus  denen  hervorgeht,  dass  die  von  den  (Z^cZ^)  erzeugte  Untergruppe 
der   Gruppe   XJ"  -Xrf  in    dieser   letzteren    invariant    ist.     Das    aber 
war  zu  bev^eisen.  — 

Die  r-gliedrige  Gruppe  XJ-  -  •  Xrf  oder  kurz  Gr  enthalte  eine 
(^r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  und  es  seien  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  YJ---  F^f  der  Gr  so  ausgewählt,  dass 
YJ'-  ■  '  Yr-if  diese  invariante  Untergruppe  ist.  Dann  bestehen  Rela- 
tionen von  der  Form: 

es  lassen  sich  also  alle  (YiYk)  und  natürlich  auch  alle  (X^X^-)  aus 
YJ'-  •  ■  Yr-if  allein  linear  ableiten.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  jede 
(^  _  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gr  die  sämmtlichen  in- 
finitesimalen Transformationen  (X^xJ  enthält  und  erkennen  so,  dass 
der  folgende  Satz  gilt: 

Satz  8.  In  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ---  Xrf  giebt  es  dann  und 
nur  dann  eine  (r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe,  wenn  die  infini- 
tesimalen Transformationen  (XiXk)  eine  Gruppe  mit  iveniger  als  r  Para- 
metern erzeugen;  sind  unter  den  (XiXi)  gerade  r^  <r  von  einander 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  vorhanden,  so  erhält  man 
alleir  —  \)-gliedrigen  invarianten  Untergruppen  der  Gruppe  XJ---  Xrf, 
wenn  man  m  den  (X.-X^)  in  allgemeinster  Weise  r  —  r^—l  von  ein- 
ander und  von  den  (X.X^t)  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
e^XJ-i +  erXrf  hinzufügt. 

Der  Satz  1  in  Kap.  12,  Seite  205  liefert  uns  andere  Beispiele  von 
invarianten  Untergruppen. 

Enthielt  nämlich  eine  Gruppe  in  der  Umgebung  eines  Punktes 
x^^  ■  •  •  Xn^  infinitesimale  Transformationen  von  erster  und  von  höherer 
Ordnung  in  den  Xi  —  Xi^ ,  so  erzeugten  jedesmal  alle  infinitesimalen 
Transformationen  von  /t;-ter  (l  >  0)  und  höherer  Ordnung  eine  Unter- 
gruppe. Nun  liefern  zwei  infinitesimale  Transformationen  X/*und  Yf 
von  bezüglich  l-iex  und  Qz  -f  i/)-ter  Ordnung  durch  Klammeroperation 
eine  Transformation  (XY)  von  der  Ordnung  21c  +  v  —  1.  Wegen 
7c>  0  ist  2/v  -f  V  —  1  ^  Ä;  +  v,  folglich  mass  sich  {XY)  aus  den  in- 
finitesimalen Transformationen  (l  +  v)-ter  und  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lassen.  Mit  andern  Worten:  die  sämmtlichen  infinitesimalen 
Transformationen  (li  +  2^)-ter  und  höherer  Ordnung  erzeugen  eine 
Gruppe,  welche  in  der  von  den  infinitesimalen  Transformationen  /j-ter 
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und  höherer  Ordnung  erzeugten  Gruppe  invariant  ist.  Alles  das  gilt 
aber  wie  gesagt  nur  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Zahl  h  «rösser 
ist  als  Null.  •  "  "" 

Lassen  sich  insbesondere  die  Zahlen  h  und  h  +  v  ^o  wählen,  dass 
die  Gruppe  in  der  Umgebung  von  x,' >  .  ^  x,'  keine  infinitesimalen 
Transformationen  von  (2Ä;  +  z.  -  l)-ter  und  höherer  Ordnung  ent- 
hält, so  muss  der  Ausdruck  {XY)  identisch  verschwinden.  Es  gilt 
daher  der 

Satz  9.  Enthält  eine  Gruppe  in  der  Umgebung  eines  PunJctes  x,"^---  Xn^ 
keine  infinitesimalen  Transformationen  von  {s  +  l)-ter  oder  höherer  Ord- 
nung, enthält  sie  dagegen  Transformationen  von  h-ter  Ordnung,  wo  Je  die 
Bedingung  21c  —  1  >  s  erfüllt,  so  erzeugen  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe,  welche  von  h-ter  und  höherer  Ordnung  sind,  eine 
Gruppe  mit  paarweise  vertausehharen  Transformationen. 

Der  Punkt  x,""  -  -  •  o;««  braucht  hier  keineswegs  so  beschaffen  zu 
sein,  dass  sich  für  denselben  die  Coefficienten  der  aufgelösten  Definitions- 
gleichungen der  Gruppe  (vgl.  Kap.  11,  S.  189flP.)  regulär  verhalten.  — 
Consequenterweise  muss  man  sagen,  dass  jede  endliche  continuir- 
liche  Gruppe  zwei  invariante  Untergruppen  enthält,  nämlich  erstens 
sich  selbst  und  zweitens  die  identische  Transformation.  Man  erkennt 
das,  wenn  man  in  dem  Theorem  47  einmal  m  das  andere  Mal  r  gleich 
Null  setzt;  in  beiden  Fällen  ist  die  Bedingung  für  die  Invarian^'z  der 
Untergruppe  X^/".  •  •  Z,/"  von  selbst  erfüllt,  sobald  nur  XJ •■■  Xrf, 
Yif-  •  ■  Y„,f  eine  (r  +  m)-gliedrige  Gruppe  ist. 

Von  besonderer  Wichtigkeit  sind  die  Gruppen,  welche,  abgesehen 
von  den  beiden  immer  vorhandenen,  gar  keine  invariante  Untergruppe 
enthalten.  Diese  Gruppen  sollen  deshalb  auch  einen  besonderen  Namen 
haben,  sie  sollen  einfache  Gruppen  heissen.  Im  Gegensatze  dazu 
heisst  eine  Gruppe  zusammengesetzt ,  wenn  sie  ausser  den  oben  an- 
gegebenen zwei  noch  andere  invariante  Untergruppen  enthält. 

Zum  Schlüsse  noch  zwei  Sätze  über  invariante  Untergruppen: 
Satz  10.  Bie  gemeinsamen  Transformationen  zweier  invarianter  Unter- 
gruppen einer  Gruppe  G  bilden  ebenfalls  eine  in  G  invariante  Untergruppe. 
Eine  Untergruppe  von  G  bilden  die  betreffenden  Transformationen 
sicher  (vgl.  Kap.  9,  Satz  2,  S.  159);  diese  Untergruppe  muss  in  G  in- 
variant sein,  da  sie  bei  allen  Transformationen  von  G  in  eine  Gruppe 
übergeht,  welche  den  beiden  invarianten  Untergruppen  angehört,  d.  h. 
in  sich  selbst. 

Satz  11.  Haben  zwei  invariante  Untergruppen  YJ'---  Y^f  und 
^it  ■  ■  •  Zjjf  einer  Gruppe  G  leine  infinitesi^nale  Transformation  gemein, 
so  verschwinden  alle  ÄusdrücJce  (YiZk)  identisch,  das   heisst  es   ist  jede 
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Transformation   der   einen    Untergruppe    mit  jeder    Transformation    der 
andern  Untergruppe  vertauscJibar. 

Jeder  Ausdruck  (YiZk)  muss  sich  nämlich  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  sowohl  durch  YJ'-  •  •  Y„J'  ah  durch  ZJ-  •  •  if^/linear 
mit  Constanten  Coefficienten  ausdrücken;  da  aber  beide  Untergruppen 
keine  infinitesimale  Transformation  gemein  haben,  so  geht  das  nicht 
anders,  als  indem  alle  Ausdrücke  (YiZk)  identisch  verschwinden.  Das 
Uebrige  folgt  aus  dem  Satze  4,  S.  259. 

§  75. 
Es  giebt  r-gliedrige  Gruppen,  unter  deren  infinitesimalen  Trans- 
formationen man  r  unabhängige:  YJ'-  •  •  Yrf  so  auswählen  kann,  dass 
für  jedes  i  <  r  die  i  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
Y^f '  "  Yif  eine  i-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche  in  der  (i  +  1)- 
gliedrigen:  YJ---  Yij^if  invariant  ist.  Zwischen  YJ---  Yrf  bestehen 
alsdann  Relationen  von  der  Form: 

(5)         (r,  Yi+,)  =  c,..+,,  1  Yj  +■■■  +  «,•„■+,.  ,-+i._i  r;-+i._i/- 

(2  =  1  .  .  .  r  —  ] ;  ^-  =  1  .  .  .  r  —  0  • 

In  der  Integrationstheorie  solcher  Systeme  von  Differentialgleicbungei), 
welche  endliche  Gruppen  gestatten,  zeigt  es  sich,  dass  die  Gruppen 
von  der  eben  defiuirten  besonderen  Beschaffenheit  allen  andern  Gruppen 
gegenüber  eine   gewisse  ausgezeichnete  Stellung  einnehmen.*) 

Später,  in  dem  Kapitel  über  lineare  homogene  Gruppen,  werden 
wir  uns  genauer  mit  dieser  speciellen  Kategorie  von  Gruppen  be- 
schäftigen; jetzt  wollen  wir  nur  zeigen,  auf  welche  Weise  entschieden 
werden  kann,  ob  eine  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppe  XJ---Xrfm 
die  betreffende  Kategorie  gehört  oder  nicht. 

Soll  es  möglich  sein,  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
^i^if  -\-  •  •  •  +  erXrf  r  von  einander  unabhängige:  YJ'-  •  •  Yrf  auszu- 
wählen, welche  in  Beziehungen  von  der  Form  (5)  stehen,  so  muss  es 
vor  allen  Dingen  in  der  GriXJ-  --Xrf  eine  (r  —  l)-gliedrige  inva- 
riante Untergruppe  geben.  Ob  dieses  letztere  der  Fall  ist,  das  zu 
entscheiden  sind  wir  durch  Satz  8,  S.  263  in  den  Stand  gesetzt:  die 
Gruppe  Xj/"- • -X^/*  enthält  danach  nur  dann  eine  (r  —  l)-gliedrige 
invariante  Untergruppe,  wenn  die  von  allen  (XiXj,)  erzeugte  Gruppe 
weniger  als  r  etwa  r^  Parameter  enthält;  ist  diese  Bedingung  erfüllt 
so  erhält  man  alle  (r  —  l)-gliedrigen  invarianten  Untergruppen  der 
Gr,  wenn  man  zu  den  (XfXk)  in  allgemeinster  Weise  r  —  r^  —  1  von 

*)  Lie,  Ges.  der  Wiss.  zu  Christiania,  1874,  S.  273.  Math.  Ann.  Bd.  XI, 
S.  517  und  518.     Archiv  for  Math,  og  Nut.  Ld.  3,  1878,  S.  lOöfi".,  Bd.  8,  1883. 
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einander  und  von  den  (XiXk)  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen c^X^f-^-  •  •  •  +  e,-Xrf  hinzufügt. 

Aber  nicht  jede  r-gliedrige  Gruppe,  welche  eine  (r  —  l)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  enthält,  gehört  in  die  oben  definirte  besondere 
Kategorie;  soll  sie  dahin  gehören,  so  muss  sie  eine  (r  —  l)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  enthalten,  die  ihrerseits  eine  (r  —  2)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  enthält,  diese  letztere  muss  wieder  eine 
(r  —  3)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthalten  und  so  weiter. 

Hieraus  ergiebt  sich,  wie  wir  bei  der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  zu  ver- 
fahren haben:  wir  müssen  unter  allen  (r  —  l)-gliedrigen  invarianten 
Untergruppen  der  G,-  diejenigen  auswählen,  welche  wenigstens  eine 
(r  —  2)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthalten  und  müssen  ihre 
(r  —  2)  gliedrigen  invarianten  Untergruppen  alle  bestimmen;  nach  dem 
Obigen  hat  das  keine  Schwierigkeit.  Sodann  müssen  wir  unter  den 
gefundenen  (r  —  2)  -  gliedrigen  Untergruppen  diejenigen  auswählen, 
welche  {r —  3)-gliedrige  invariante  Untergruppen  enthalten  und  so  fort. 

Es  ist  klar,  dass  wir  auf  diesem  Wege  zur  Beantwortung  der 
Frage  gelangen,  welche  wir  uns  betreflPs  der  Gruppe  XJ'-  -  •  Xrf  ge- 
stellt haben.  Entweder  erkennen  wir,  dass  diese  Gruppe  nicht  zu  der 
bewussten  besonderen  Kategorie  gehört,  oder  wir  finden  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  YJ---  Yrf  unserev  Gruppe,  welche 
durch  Relationen  von  der  Forai  (5)  verknüpft  sind. 

Die  eben  angedeutete  Rechnung  wird  unter  Umständen  dadurch 
erschwert,  dass  die  zu  untersuchenden  Untergruppen  willkürliche  Para- 
meter enthalten,  welche  sich  im  Verlaufe  der  Rechnung  specialisiren. 
Wir  werden  daher  noch  ein  anderes  Verfahren  angeben,  welches  eben- 
falls zur  Beantwortung  unserer  Frage  führt,  welches  aber  alles  Rechnen 
mit  willkürlichen  Parametern  vermeidet. 

Wir  wollen  annehmen,  dass  sich  unter  den  (XiXk)  gerade  r^^r 
unabhängige  finden  und  dass  alle  (Xi  Xk)  sich  aus  X//*  •  •  •  Xr^  f 
linear  ableiten  lassen,  dass  ferner  in  entsprechender  Weise  alle 
(X-  Xk)  aus  den  ^g  ^  r^  unabhängigen  Transformationen  Xif---XrJ\ 
alle  (Xi'Xk')  aus  den  r^^r^  unabhängigen  X^ f  -  •  •  X'/^'f  linear  ab- 
geleitet werden  können  und  so  weiter.  Dann  erzeugen  Xif-  •  •  X^J' 
nach  Satz  6,  S.  261  eine  ri-gliedrige  invariante  Untergruppe  Gr,  der 
Gr'.  XJ-'-Xrf,  ferner  erzeugen  Xi  f  ■  -  -  X^'J  eine  ^g-gliedrige  in- 
variante Untergruppe  G,.^  der  Gr,  und  so  fort;  kurz,  wir  erhalten  eine 
Reihe  von  Untergruppen  Gr, ,  Gr, ,  Gr,  •  •  •  der  G^^ ,  von  denen  jede  in 
allen  vorhergehenden  enthalten  und  jedenfalls  in  der  unmittelbar  vor- 
hergehenden invariant  ist.     Nach   dem   Satze  7,   S.  262  ist  nun   aber 
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zunächst  die  G,-^  nicht  blos  in  der  G,-,.,  sondern  auch  in  der  Gr 
invariant,  nach  demselben  Satze  ist  ferner  die  G,-^  nicht  blos  in  der 
Gr^,  sondern  auch  in  der  Gr^  und  sogar  in  der  Gr  selbst  invariant 
und  so  fort.  Man  sieht,  in  der  Reihe  der  Gruppen:  Gr,  Gr^,  Gr^- -  • 
ist  jede  einzelne  in  allen  vorhergehenden  Gruppen  enthalten  und  in 
allen  vorhergehenden  Gruppen  invariant. 

In  der  Reihe  der  ganzen  Zahlen  r ,  r^,  r^-  •  •  giebt  es  keine, 
welche  grösser  ist  als  eine  der  vorhergehenden  und  andererseits  keine, 
welche  kleiner  ist  als  Null.  Folglich  muss  eine  positive  ganze  Zahl 
q  existiren  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  r^+i  =  Tq  ist,  während 
für  j  <  g  stets  gilt:  r^_|_i<rj.     Augenscheinlich  ist  dann: 

r,  =  r,+i  =  r,+2  =  •  •  • , 

also  überhaupt: 

rqj^k  =  rq       (A-  =  i,2..-). 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem  die  Zahl 
Tq  den  Werth  Null  hat  oder  grösser  ist  als  Null. 

Im  Falle  r^  =  0  ist  es,  wie  wir  zeigen  werden,  immer  möglich, 
r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Y^f  •  •  Yrf  der  Gr 
auszuwählen,  welche  in  Beziehungen  von  der  Form  (5)  stehen. 

In  derThat,  als  infinitesimale  Transformationen  Yrf,  Yr—if'--Yr^-\.if 
wählen  wir  irgend  r  —  r^  von  einander  und  von  X//'- ••  X^//' un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  e^X^f  -{-  •  •■  +  ßrX/der  Gr, 
als  Transformationen  Yr^f,  Yr,-if  •  ■  ■  i^r^+i/  wählen  wir  irgend  r^  —  r^ 
von  einander  und  von  X'if  •  •  •  Xr[f  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen e^'X\f-\-  •  •  •  +  Cr^X'rJ  der  Gr^,  -  -  -,  als  Transformationen 
Yr  _^f,  Yr  _^—if  ■  ■  ■  Y^f  endlich  wählen  wir  irgend  r^^i  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  e['i-^^  X'^-^H  -\-  •••-]-  e^'^-^)  X(^^-i>/' der 
Gr  ,.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  offenbar  r  von  einander  un- 
abhängige  infinitesimale  Transformationen  Y^f  -  •  ■  Yrf  unserer  Gr'^ 
wir  behaupten  von  denselben,  dass  für  jedes  i<r  die  i  Transforma- 
tionen YJ'-  '  '  Yif  eine  ^'-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche  in  der 
(i-|- l)-gliedrigen:  Y^f---  yj,^!/"  invariant  ist.  Gelingt  es  uns,  diese 
Behauptung  zu  beweisen,  so  haben  wir  auch  bewiesen,  dass  Y^f"-Yrf 
in  den  Beziehungen  (5)  stehen. 

Es  sei  j  irgend  eine   der  Zahlen   1,  2  •  -  -  q.    Dann  ist   klar,   dass 

die    Tj    von    einander   unabhängigen    infinitesimalen    Transformationen 

Y^f-  •  •  Yrjf  eine    r^-gliedrige    Gruppe    erzeugen,    nämlich    die    oben 

definirte  Gruppe  (x,-^.;  allerdings  ist   zu  bemerken,   dass    sich    im  Falle 

j  =  q   die  Grj  auf  die  identische  Transformation  reducirt. 

Wie  wir  schon  früher  bemerkt  haben,  ist  die  Gr-  nach  Satz  6, 
S.  261    in   der  Gruppe   Gr-^^  invariant;    aus    diesem    Satze  lässt    sich 
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aber  noch  mehr  schliesseü,  es  lässt  sicli  schliessen,  dass  wir  stets 
eine  invariante  Untergruppe  der  Grj_^  erhalten,  wenn  wir  zu  den  in- 
finitesimalen Transformationen  YJ'-  ■  •  Yr.f  der  Gr  irgend  welche  von 
einander  und  von  YJ---  Yrjf  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Gruppe  Grj_^  hinzufügen.  Da  nun  Yr^+^f  -  -  ■  Yr_J  d^v 
Grj_^  angehören,  da  sie  ferner  von  einander  und  YJ---Yr.f  un- 
abhängig sind,  so  ergiebt  sich,  dass  jedes  der  nachstehenden  Systeme 
von  infinitesimalen  Transformationen 

YJ---     Yr/,       Yr.+J---     Yr^^^_,f 

YJ...  Y.f,    Yr.+J...  F.^._,_,/- 

YJ----  Y./,    Y^+J 
eine  invariante  Untergruppe  der  Gr._.^  erzeugt. 

Auf  diese  Weise  sind  zwischen  den  beiden  Gruppen  Gr._^  und 
Grj  gewisse  Gruppen  —  r^._,_i,  n._^_2,  •  •  •  n^.4.1  mögen  sie  heissen 
—  eingeschaltet,  die  folgende  Eigenschaften  besitzen:  jede  derselben 
hat  eine  um  eins  geringere  Gliederzahl  als  die  in  der  Reihe  vorher- 
gehende Gruppe,  jede  ist  in  allen  vorhergehenden  Gruppen  der  Reihe 
und  in  der  Grj_^  enthalten,  jede  ist  in  der  Gr._^  und  daher  auch  in 
allen  vorhergehenden  Gruppen  der  Reihe,  insbesondere  in  der  un- 
mittelbar vorhergehenden  invariant.  Dazu  kommt  noch,  dass  die  Gr. 
in  der  -H-^-f-i  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist. 

Das  Gesagte  gilt  für  alle  Werthe:  1,  2  •  •  •  ^  der  Zahl  j,  also  ist 
hiermit  bewiesen,  dass  YJ---  Yrf  wirklich  solche  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe  XJ'---  Xrf  sind,  dass  für 
i<r  stets  Y^f-  •  •  Yif  eine  ^gliedrige  in  der  (^ -f  l)-gliedrigen  Gruppe 
Y^f  '  ■  •  Yi^if  invariante  Gruppe  erzeugen.  Das  aber  wollten  wir 
beweisen. 

Der  Fall,  dass  die  oben  definirte  ganze  Zahl  Tg  verschwindet,  ist 
nunmehr  erledigt,  es  bleibt  noch  der  Fall,  dass  r^  grösser  ist  als 
Null.  Wir  werden  zeigen,  dass  es  in  diesem  Falle  unmöglich  ist,  in 
der  Gruppe  X^f  •  ■  •  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
Yj^f'  •  •  Yrf  auszuwählen,  die  in  Beziehungen  von  der  Form  (5)  stehen. 

Ist  ^^>0,  so  enthält  die  n^-gliedrige,  von  den  r^  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  Z^^)/".  ..  ZC«)/"  erzeugte  Gruppe  Gr 
sicher  keine  (r^  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe.  Da  nämlich 
^g+i  =  rq  ist,  so  befinden  sich  unter  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (Xj'i^  Xj^i^)  gerade  r,^  von  einander  unabhängige,  woraus  bei  Be- 
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rücksichtiguDg  des  Satzes  8,  S.  263    die  eben  behauptete  Eigenschaft 
der  Gruppe  Gr    folgt. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  es  giebt  in  der  Gruppe  X^f  ■  ■  •  Xrf  r  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  l\f'  ■  •  Yrf,  welche  durch 
Relationen  von  der  Form  (5)  verknüpft  sind,  und  bezeichnen  wir 
die  fghedrige  Gruppe,  welche  unter  dieser  Voraussetzung  von  Y^f---  Y,f 
erzeugt  wird  mit  ©/. 

Die  Gruppe  Gr^  ist  nach  S.  267  in  der  Gruppe  XJ---  Xrf  in- 
variant, enthält  aber,  wie  wir  vorhin  sahen,  keine  (r<^  —  i)-gliedrige 
invariante  Untergruppe.  Da  nun  jede  (3i  eine  (^  —  l)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  enthält,  nämlich  die  Gruppe  (3i-i,  so  ergiebt  sich  sofort, 
dass  die  Gr^  nicht  mit  der  Gruppe  (^^^^  zusammenfallen  kann,  es  er- 
giebt sich  aber  zugleich  das  Vorhandensein  einer  ganzen  Zahl  m, 
welche  mindestens  gleich  r^,  aber  kleiner  als  r  und  so  beschaffen  ist, 
dass  die  G,.^  in  keiner  der  Gruppen  @^^,  (^/-^^i  •  •  •  ^my  dagegen  in 
allen  Gruppen:  &>n-\-i,  (^m+2  ■  "  (kr  enthalten  ist. 

Wir  haben  demnach  eine  w-gliedrige  Gruppe  @,„  und  eine 
r<^-gliedrige  Gruppe  G^^^,  welche  beide  in  der  (m  +  l)-gliedrigen 
Gruppe  (^m+i  als  Untergruppen  enthalten  sind  und  zwar  augenschein- 
lich beide  als  invariante  Untergruppen.  Die  gemeinsamen  Trans- 
formationen der  (B,n  und  der  Gr^^  bilden  nach  Kap.  12,  Satz  7,  S.  211 
eine  Gruppe  F,  welche  mindestens  r^  —  1  Parameter  hat,  und  welche 
nach  Kap.  15,  Satz  10,  S.  264  in  der  Gruppe  @„,+i  invariant  ist.  Da 
nun  die  G^^  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  in  der  (3,u 
enthalten  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  F  gerade  (n^ — l)-giiedrig  und  zu- 
gleich in  der  Gr    invariant  ist. 

Das  ist  ein  Widerspruch,  da  die  Gr^  nach  dem  Obigen  gar  keine 
(r^— l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthält.  Folglich  ist  die 
Voraussetzung  falsch,  von  der  wir  ausgingen,  die  Voraussetzung 
nämlich,  dass  sich  in  der  Gruppe  XJ---  Xrf  r  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  Ti/'- ••  T^/"  angeben  lassen,  welche  zu 
einander  in  Beziehungen  von  der  Form  (5)  stehen.  Wir  sehen  daraus, 
dass  es  im  Falle  rq>0  keine  infinitesimalen  Transformationen  YJ-'-Yrf 
von  dieser  Beschaffenheit  giebt. 

Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  ist  ein  einfaches  Ver- 
fahren gegeben,  vermittelst  dessen  man  erkennen  kanu,  ob  eine  vor- 
gelegte r-gliedrige  Gruppe  X,f  •  •  •  Xrf  der  besonderen  auf  Seite  265 
definirten  Kategorie  von  Gruppen  angehört  oder  nicht.  Der  Bequem- 
lichkeit wegen  fassen  wir  die  gefundenen  Ergebnisse  noch  einmal  zu- 
sammen, wie  folgt: 
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Satz  12.  Sind  X^f---  Xrf  nnahJiängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen einer  r-glieärigen  Gruppe,  sind  X^f---  X'r^f  (r^  ^  r)  solche 
nnahhängige  infinitesimale  Transformationen,  ans  denen  sich  alle  (X,  Xj) 
linear  ahleiten  lassen,  sind  ferner  Xif-  •  •  Xr[f  (r^  <  r^)  solche  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  aus  denen  sich  alle  {X{  Xk) 
linear  aUeiten  lassen,  und  defmirt  man  in  entsprechender  Weise  r^  ^  r^ 
von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Xx  f  •  •  •  X','^\f 
und  so  weiter,  so  erzeugen  die  X' f  eine  r^-gliedrige  Gruppe,  die  X" f 
eine  r^-gliedrige,  die  X"'f  eine  r^gliedrige  und  so  tveiter  und  zivar  ist 
jede  dieser  Gruppen  in  allen  vorhergehenden  und  auch  in  der  Gruppe 
X^f  ■  '  '  Xrf  invariant.  -^  In  der  Beihe  der  Zahlen  r,  r^,  r^  •  •  •  gieht 
es  eine  Zahl,  etwa  r^,  tvelche  allen  folgenden  Zahlen:  r^^i,  r^j^^  •  • - 
gleich  ist,  während  dagegen  die  Zahlen  r,  r^  ■  •  ■  rq  alle  von  einander  ver- 
schieden sind.  Ist  nun  r,j==0,  so  ist  es  stets  möglich,  in  der  Gruppe 
X^f  •  •  •  Xrf  r  solche  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen l\f  ■  '  ■  Yrf  ansugeben,  dass  für  jedes  i<.r  die  Trans- 
formationen l\f---  Yjf  eine  i-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  tvelche  in  der 
(i-f-  l)-gliedrigen :  YJ'-  •  •  I^+i/"  invariant  ist,  sodass  also  Relationen  von 
der  besonderen  Form 

{Y,  y;-+,)  =  c;,,+,,i  r/+  • . .  +  c,,-fz,/+^-i  y;-+x-i/' 

(/  =  1  .  .  .  r—l ;    i  =  1  .  .  .  r—t) 

bestehen.  Ist  dagegen  rq>  0,  so  ist  es  nicht  möglich,  in  der  Gruppe 
X^f '  ■  ■  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  Y^f  -  -  •  Yrf 
von  der  eben  definirten  Beschaffenheit  anzugeben. 


Kapitel   16. 

Die  adjungirte  Gruppe. 

Es   sei  xl  =  fi{x^-  '  •  Xn-,  a^  -  -  •  ar)  eine   r-gliedrige   Gruppe   mit 
den  r  unabhänsci<]jen  infinitesimalen  Transformationen: 


1 


Führt  man  in  den  Ausdruck  UckXkf  die  x{  als  neue  Veränderliche 
ein,  so  ergiebt  sich,  wie  schon  in  Kap.  4,  Satz  4,  S.  81 'gezeigt 
worden  ist,  für  alle  Werthe  der  Ck  eine  Gleichung  von  der  Form: 


^ek-Xkf=^kek-Xkf, 
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Dabei   sind   die  c\'   gewisse   lineare,   homoo-ene   Functionen   der  Ck  mit 
Coefficienten ,  welclie  von  a^'-'ü,.  abhängen: 

(1)  Ck  =^jQKj{a,  ■  •  'ar)-cj. 

1 

Führt  man  weiter  in  UckXkf  die  neuen  Veränderlichen  rr/'=/^(a;',  h) 
ein,  so  bekommt  man: 

r  r 

^  Ck  ' Xk  f  =^j^-  ^k'  •  Xj!'f\ 


wo: 


1 

Nun  stellen  aber  die  Gleichungen  Xi=fi(x,  a)  eine  Gruppe  dar,  also 
sind  die  x"  mit  den  x  durch  Relationen  von  der  Form  xf'  =  fi(x,  c) 
verknüpft,  in  denen  die  c  nur  von  den  a  und  /;  abhängen: 

Ck  =  (Pk(cfi  '  '  '  Or,    I)^  •  •  '  h,). 

Geht  man  daher  unmittelbar  von  den  x  zu  den  x"  über,  so  findet  man: 

r  r 

^k  Ck  •  Xkf  =^  c,/'  •  AV  /■ 
1  1 

und  zwar  ist: 

r  r 

(1")    c/'  =^j  Q,j{c^  •  •  •  c,)  •  cj  =^-  Q,j  (g)j  (a,  h)  ■•■  q),{a,  b))  ■  Cj . 
1  1 

Hieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  der  Inbegriff  aller  Transforma- 
tionen Ck  =  2J  Qkj  (ci)  •  Cj  eine  Gruppe  bildet.  Es  ergiebt  sich  nämlich 
durch  Verbindung  der  Gleichungen  (1)  und  (T): 


1 


Ck   ==  V  Qkj  Qh   '   '  '  ^r)  •  Qjv  («!•••  ar)  '  C,  , 


J,  V 

was  natürlich  mit  den  Gleichungen  (1")  übereinstimmen  muss  und 
zwar  für  alle  Werthe  der  e,  der  a  und  der  h.  Es  bestehen  daher 
die  r^  Identitäten: 

r 

Qkr  i(p,(a,h)-  ■■  (pr  (a,  h))  ^  ^j  Qp.  (a,  -  -  ■  a,)  •  qi,j  (b,  ■  -  ■  h,)  , 

1 

aus  denen  hervorgeht,  dass  die  Scliaar  der  Transformationen  c/=-  £q],j  (a)  •  Cj 
wirklich  eine  Gruppe  bildet. 

Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  x/ =  fi(x,  d)   gehört   demnach  eine 
ganz  bestimmte  lineare  homogene  Gruppe: 
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r 

(1)  Ck  =^J  Qkj  (a,  . . .  a,)  -cj        (t  =  1 . .  •  r) , 

1 
welche  wir  als  die  adjungirte  Gruppe^)  der  Gruppe  xf=fi(x,  a)  be- 
zeichnen wollen. 

Betrachten  wir  zum  Beispiel  die  zweigliedrige  Gruppe  x  =  ax  +  h 

mit    den    beiden   unabhängigen   infinitesimalen  Transformationen:    v^, 

df 
X  -~-'     Wir  finden: 

also  erhalten  wir   für   die   adjungirte  Gruppe   der   Gruppe  x'  =  ax-\-h 
die  folgenden  Gleichungen: 

e;  ^ae^—le.^,     e^=e^, 
welche  augenscheinlich  wirklich  eine  Gruppe  darstellen. 

Die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe  x;=fi(x,a)  enthält  in  der 
Form,  in  welcher  wir  sie  oben  gefunden  haben,  gerade  r  willkürliche 
Parameter:  <7,  •  •  •  a^-.  Es  bedarf  aber  bei  jeder  einzelnen  Gruppe 
^i  =  fi  {Xj  a)  einer  besonderen  Untersuchung,  ob  die  Parameter  a/  •  •  •  «,. 
in  der  adjungirten  Gruppe  alle  wesentlich  sind.  Wirklich  werden  wir 
bald  sehen,  dass  es  r-gliedrige  Gruppen  giebt,  deren  adjungirte  Gruppen 
nicht  r  wesentliche  Parameter  enthalten. 

Eine  Transformation  kommt  übrigens  in  der  adjungirten  Gruppe 
der  Gruppe  xl  =  fi  {x^  d)  unter  allen  Umständen  vor,  nämlich  die 
identische  Transformation;  denn  setzt  man  in  den  Gleichungen  (1) 
für  «1  •  •  •  a,.  diejenigen  Zahlenwerthe,  welche  in  der  Gruppe  Xi=fi{Xj  a) 
die  identische  Transformation  x/ =- x,-  liefern,  so  erhält  man  die  Trans- 
formation: e/  =  ^i,  •  •  •  e/=  ßrj  welche  daher  immer  in  der  adjungirten 
Gruppe  vorhanden  ist.  Allerdings  kann  es,  wie  wir  sehen  werden, 
geschehen,  dass  die  adjungirte  Gruppe  blos  aus  der  identischen  Trans- 
formation: ^1'=  e^,  .  .  .  e/  =  Cr  besteht. 

§  76. 
Um  die  adjungirte  Gruppe  der  Untersuchung  zugänglich  zu  machen, 
müssen  wir  vor  allen  Dingen  ihre  infinitesimalen  Transformationen  be- 
stimmen. Hierzu  gelangen  wir  leicht  durch  Anwendung  des  Theorems  43, 
Kap.  15,  S.  252;  doch  müssen  wir  dabei  die  Gleichungen  o;/ == /;•  (;r,  a) 
unserer  Gruppe  durch  die  äquivalenten  kanonischen  Gleichungen 

r 

(2)  xl==Xi  +  y2  h'Xj^Xi  -I ii=.l...n) 


*)  Lie,  Archiv  for  Math,,  Bd.  1,  Christiania  1876. 
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ersetzen,  welche  die  oo'-i  eingliedrigen  Untergruppen  der  Gruppe 
oci=fi{x,a)  darstellen.  Nach  Kap.  A,  S.  69  sind  hier  die  aj,  als 
Functionen  von  t  und  A^  •  •  •  A;.  durch  das  simultane  System 

(3)  -^  =  ^  Aj  •  djk  (^1   •  •  •  ar)  (A  =  l-..r) 

1 

definirt. 

Vermittelst  der  Gleichungen  (2)  haben  wir  also  die  neuen  Ver- 
änderlichen xl  in  ZCkXf^f  einzuführen  und  müssen  dabei  eine  Relation 
von  der  Form 

1  1 

erhalten.    Die  in  Theorem  43,  S.  252  mit  Yf  bezeichnete  infinitesimale 

Transformation    lautet    jetzt:    ^^XJ-] 1- A^X,/;    wir    bekommen 

daher  in  unserem  Falle: 

1 

-^^\^^r^,.Cr,Ax.J. 

Für  e/  •  •  •  e/  ergeben   sich  demnach   folgende  Difterentialgleichungen : 

de'        ^  i>- 

(4)  -~     +^^    ^V  ^    CyU  Ck      =0  (,,=:.  1  ...  r)  . 

1  1 

Die  Integration  dieser  Differentialgleichungen  betrachten  wir  als 
eine  ausführbare  Operation^  da  sie  bekanntlich  nur  die  Auflösung  einer 
algebraischen  Gleichung  r-ten  Grades  erfordert.  Führen  wir  die 
Integration  aus  unter  Zugrundelegung  der  Anfangsbedingung:  e/  =  eyt 
für  ^  =  0,  so  erhalten  wir  r  Gleichungen  von  der  Form: 

r 

(5)  Ck   ==^J  fpkj  {h^r  '  ■,  ^r  t)  -ej         {k  =  l...r), 

1 
welche    mit   den    Gleichungen    (1)   äquivalent   sind,    sobald   in    diesen 
letzteren  die  a^  als  Functionen  von  XJ,-"yXrt  ausgedrückt  werden. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  auch  die  Gleichungen  (5)  die  adjungirte 
Gruppe  darstellen.  Nun  aber  haben  wir  die  Gleichungen  (5)  genau 
in  derselben  Weise  hergeleitet,  als  hätten  wir  alle  endlichen  Trans- 
formationen bestimmen  wollen,  welche  von  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen 

r  1-  • -r  r 

1  ks  1 

Theorie  der  Transformationsgrnppen.  18 
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erzeugt  werden  (vgl.  S.  51 ,  oben).  Also  scJiliessen  wir,  dass  die  ad- 
jungirte  Gruppe  (1)  aus  dem  Integriffe  aller  eingliedrigen  Gruppen  von 
der  Form  X^EJ-i h  XrErf  besteht 

Giebt  es  unter  der  Schaar  aller  infinitesimalen  Transformationen 
X^E^f  -\-  •••-}-  IrErf  gerade  q  und  nicht  mehr  unabhängige,  etwa 
E^f  •  •  '  Eq/'j  so  sind  alle  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen 

Gruppen  X^E^f-\ f-  XrErf  schon  in  dem  Inbegriffe  aller  endlichen 

Transformationen  der  oo^-^  eingliedrigen  Gruppen  X^EJ'-\ \-  X^^E^f 

enthalten.  Der  Inbegriff  dieser  oo?  endlichen  Transformationen  bildet 
die  adjungirte  Gruppe:  Ck  =  ^ Qkj  (^)  •  Cj,  welche  somit  nur  q  wesentliche 
Parameter  enthält  (Kap.  3,  Theorem  8,  S.  65). 

Nach  dem  Vorangehenden  ist  es  vorauszusehen,  dass  E^f-  •  •  E^f 
durch  Relationen  von  der  Form 


(jEJ(,  Er)  =  ^s  g/uvs  •  Esf 


verknüpft  sind;  wir  können  das  auch  durch  Rechnung  bestätigen.  Bei 
direkter  Ausrechnung  kommt: 

E,,  {Er  {())  -  E,  (E;  (/•))  =^  {en^u  C,„a  ~  Cnr,  C,,a)  Cn  ^^  ' 

a  krt 

Aber  zwischen   den   Ciks  bestehen  die   — YTy—  Relationen 

r 

^  {Crti^kCkvo  +  C^ykCkrto  +  CmkCk^ia)  =  0, 
1 

welche  wir  seinerzeit  (vgl.  Kap.  9,  Theorem  27,  S.  170)  aus  der  Jacobi- 
schen Identität  abgeleitet  haben.  Nehmen  wir  hierzu  noch,  dass 
c^^j^  =  —  Crtvk  ist  und  Ckna  =  —  Cnko  y  SO  können  wir  die  rechte  Seite 
unserer  Gleichung  für  {E/,,  Er)  auf  die  Form  bringen : 

r  1-r 

1  an 

also  wird: 

r 

{E,,Er)=^C^cvk'Ekf. 

1 
Hier  lässt  sich  endlich  unter  den  oben  gemachten  Voraussetzungen 
die  rechte  Seite  durch  E^f  •  •  •  E^f  allein  ausdrücken,  so  dass  wirklich 
Relationen  von  der  Form 

{E^  Ev)  =  y's  g/iivs  •  Esf 
1 
bestehen,  in  welchen  die  guvs  Constanten  bezeichnen. 


p 
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Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  erst  noch  die  bisherigen  Er- 
gebnisse des  Kapitels  im  Zusammenhange  wiederholen: 

Theorem  48.  Führt  man  in  die  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  e^XJ  +  -- -  -\-  erXrf  der  r-gliedrigen  Gruppe 
Xi'=  fi{x,  a)  an  Stelle  der  x  die  neuen  Veränderlichen  x  ein^ 
so  erhält  inan  einen  AnsdrucJc  von  der  Form: 

<-x,r+---  +  e;-x;f; 

dabei  sind  die  e    mit  den  e  durch  Gleichungen  von  der  Gestalt 

r 
f^k  =^^'  Ql-j  (ö^l   •  •  •  «r)  •  6;  (i  =  1  .  .  .  r) 

1 

verJcnüpft,  welche  eine  Gruppe  in  den  Veränderlichen  e  dar- 
stellen^ die  sogenannte  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe  Xi'=f(x,  a). 
Diese  adjungirte  Gruppe  enthält  die  identische  Transformation 
und  wird  von  gewissen  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugt; bestehen  zwischen  XJ • -- X^f  die  Eelationen 

7' 

(Xi  Xk)  =^'>  Ciks  -Xsf         (/,  /t  =  1  .  .  .  r) , 
1 

tmd  setzt  man: 

E^,  f  =^  Cj^,T,  Cj  j^  (^c  =  i...r), 

kj  ^ 

so  ist  X^EJ-{--'-\-lrFrfdie  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  adjungirten  Gruppe  und  ztvischen  EJ--Erf 
bestehen  dabei  die  Relationen: 


r 

{EiE,)=^.Cas-Esf       ii,k  =  i 


r). 


Sind   zwei   r-gliedrige   Gruppen  XJ-  -^  XJ  und    YJ--  Yrf  so 
beschaffen,  dass  zu  gleicher  Zeit  gilt: 

(X,  X,)  =^s  c,,.-XJ,    {Y,  r.)  =  yi  c.,,  •  Ysf, 

beide  Male  mit  denselben  Constanten  cn^s,  so  haben  beide  Gruppen 
offenbar  dieselbe  adjungirte  Gruppe.  Später  werden  wir  sehen,  dass 
unter  Umständen  auch  solche  Gruppen,  welche  nicht  gleiche  Glieder- 
zahl besitzen,  doch  dieselbe  adjungirte  Gruppe  haben. 

§  77. 
Woran  lässt  sich  nun  erkennen,   wie  viele  unabhängige  es  unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  EJ-  •  •  Erf  giebt? 

18* 
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Sind  E^f  •  •  •  Erf  nicht  alle  von  einander  unabhängig,  so  giebt  es 
wenigstens  eine  infinitesimale  Transformation  2g^,E^,fj  welche  identisch 
verschwindet.     Aus  der  Identität 

r  1  •  • »r 

1  kj  " 

ergiebt  sich: 

r 

1 

für  alle  Werthe  von  j  und  Ic^  folglich  verschwindet  auch  der  Ausdruck 

das  heisst  die  infinitesimale  Transformation  Zg^^X^if  ist  mit  allen  r 
infinitesimalen  Transformationen  Xjf  vertauschbar.  Enthält  umgekehrt 
die  Gruppe  XJ  •  •  -  Xrf  eine  infinitesimale  Transformation  Zlg^X^f, 
welche  mit  allen  X^f  vertauschbar  ist,  so  folgt  daraus  in  derselben 
Weise,  dass  die  infinitesimale  Transformation  27 (/^  J5J„ /^  identisch  ver- 
schwindet. 

Um  diese  Beziehungen  möglichst  kurz  ausdrücken  zu  können, 
führen  wir  die  folgende  Benennung  ein: 

Eine  infinitesimale  Transformation  Eg^  X^  f  der  r-gliedfigen  Gruppe 
X^f  •  • '  Xrf  heisst  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation 
dieser  Gruppe^  wenn  sie  mit  allen  X/,f  vertauschhar  ist. 

Die  ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
X^f '  '  ■  Xrf  sind,  nebenbei  bemerkt,  auch  dadurch  charakterisirt,  dass 
sie  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x{==fi(Xy  a)  ihre  Form 
behalten,  welche  Werthe  auch  die  Parameter  a^  ■  -  -  ar  haben  mögen. 
Ist  nämlich  die  infinitesimale  Transformation  Hg^^X^f  ausgezeichnet, 
so  besteht  nach  Kap.  15,  S.  259  eine  Relation  von  der  Form: 

Zg,-X,f=Zg^^X',f. 
Ueberdies    zeigen    die    citirten    Entwickelungen,    dass    jede    endliche 
Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  H g^^X/^^f  mii  jeder  endlichen 
Transformation  der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  vertauschbar  ist. 

Nach  dem  oben  Gesagten  entspricht  jeder  ausgezeichneten  infini- 
tesimalen Transformation  der  Gruppe  XJ  -  •  -  Xrf  eine  lineare  Relation 
zwischen  E^f-  -  •  Erf.  Ist  U gaXuf  eine  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformation,  so  besteht  zwischen  den  Ef  einfach  die  Relation: 
E g,_iE^if  =0.  Folglich  bestehen  zwischen  EJ- "Erf  geiside  so  viele 
unabhängige  Relationen  dieser  Art,  als  es  in  der  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf 
unabhängige     ausgezeichnete    infinitesimale     Transformationen    giebt. 
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Giebt  es  also  solcher  Transformationen  gerade  m  und  nicht  mehr  un- 
abhängige, so  giebt  es  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
E^f '  •  •  Erf  gerade  r  —  m  und  nicht  mehr  unabhängige,  und  ebenso 
viele  wesentliche  Parameter  enthält  die  adjungirte  Gruppe. 

Wir  haben  somit  das 

Theorem  49.  Bie  adjungirte  Gruppe  Ck  =  ^ Qkj (o)  -  ej  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  X^f---Xrf  eiithält  dann  und  nur  dann 
r  wesentliche  Parameter,  wenn  Iceine  von  den  oo''—^  infini- 
tesimalen Transformationen  Ug/^X/uf  innerhalb  der  Gruppe 
X^f  ■••  Xrf  ausgezeichnet  ist;  die  adjungirte  Gruppe  hat  da- 
gegen iveniger  als  r,  nämlich  gerade  r  —  m  ivesentliche  Para- 
meter, wenn  die  Gruppe  X^f  -  -  -  Xrf  gerade  m  und  nicht  mehr 
unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält.'"^') 

Nehmen  wir  zum  Beispiel  die  Gruppe 
_£f  dl 

Deren  infinitesimale  Transformationen  sind  alle  ausgezeichnet,  denn 
alle  Ciks  sind  gleich  Null.  Es  verschwinden  also  alle  r  Ausdrücke 
E^f  •  •  •  Erf  identisch,  und  die  adjungirte  Gruppe  schrumpft  zur 
identischen  Transformation  zusammen. 

Nehmen  wir  andererseits  die  viergliedrige  Gruppe: 

IL       ^L        IL       K^. 
dx  ^  '^  dx  ^       dy  ^  "^  dy 

Dieselbe  enthält  eine  einzige  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formation, nämlich: 

dx  ^  ^  dy  '' 
ihre  adjungirte  Gruppe  ist  daher  blos  dreigliedrig. 

Enthält  die  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf  die  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformation  Hg^iX^J,  so  ist  2Jg^iXaf=  0  eine  lineare  partielle 
Differentialgleichung,  welche  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt;  die  Gruppe 
ist  in  Folge  dessen  imprimitiv  (vgl.  S.  221).  Wir  schliessen  hieraus, 
dass  der  folgende  Satz  gilt: 

Satz  1.  Ist  die  Gruppe  XJ-  •  •  X,.f  in  den  Veränderlichen  x^---  Xn 
primitiv,  so  enthält  sie  Iceine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation. 

Verbinden  wir  diesen  Satz  mit  dem  letzten  Theoreme,  so  erhalten 
wir  noch  den 


0  Lie,  Math.  Anu.  Bd.  XXV,  S.  94. 
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Satz  2.  Bie  adjungirte  Gruppe  einer  r-gliedrigen  primitiven  Gruppe 
enthält  r  ivesentliche  Parameter. 

An  einer  späteren  Stelle  werden  wir  den  beiden  letzten  Sätzen 
eine  etwas  allgemeinere  Fassung  geben  (vgl.  das  Kapitel  24,  über 
sy statische  Gruppen). 

Nach  dem  Vorangehenden  sind  die  infinitesimalen  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf  und  diejenigen  der  adjungirten 
Gruppe  -E^i/"- ••  jE^^/"  einander  derart  zugeordnet,  dass  jeder  nicht  aus- 
gezeichneten infinitesimalen  Transformation  Ue^X^f  eine  nicht  ver- 
schwindende infinitesimale  Transformation  EekE^f  entspricht,  während 
jeder  ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformation  UekX^f  in  der 
adjungirten  Gruppe  die  identische  Transformation  zugeordnet  ist.  Be- 
rücksichtigt man  überdies,  dass  die  beiden  Gleichungensysteme 

(X,  X,)  =^.  eas  •  X/,      (^,  E,)  =  ^I  c,,,  •  E/ 
1  1 

genau  dieselbe  Form  haben,  so  könnte  man  auf  die  Vermuthung 
kommen,  dass  die  adjungirte  Gruppe  keine  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformation  enthalten  kann.  Diese  Vermuthung  wäre  indess  falsch ; 
das  zeigt  uns  die  Gruppe  ^^^  x,^^,  ^,  deren  adjungirte  Gruppe 
aus  zwei  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  besteht  und 
somit  zwei  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält. 

Den  Ausgangspunkt  für  unsere  Untersuchung  bildete  die  Be- 
merkung, dass  der  Ausdruck  HekX^f  bei  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen x;=fi{x,a)  die  ähnliche  Form  2: e/X//' annimmt.  Nun 
aber  kann  der  Ausdruck  Ze^X^f  nach  Kap.  15,  S.  255  als  Symbol 
der  allgemeinen  endlichen  Transformation  der  Gruppe  XJ"-Xrf 
aufgefasst  werden;  die  Grössen  e^-  -  -er  sind  dabei  als  die  Parameter 
der  endlichen  Transformationen  der  Gruppe  XJ-  ■  •  Xrf  zu  betrachten. 
Folglich  können  wir  auch  sagen:  die  endlichen  Transformationen  der 
Gruppe  XJ'-'Xrf  werden  beim  Uebergang  zu  den  Veränderlichen 
Xi  unter  einander  vertauscht,  während  ihr  Inbegriff  invariant  bleibt. 
Wir  können  nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  hinzu- 
fügen, dass  die  betreffende  Vertauschung  durch  eine  Transformation 
der  adjungirten  Gruppe  bewirkt  wird. 

Aber  wenn  von  ^^Vertauschung  der  endlichen  Transformationen 
I^CkXkf  unter  einander^'  geredet  wird,   so  liegt  schon   die  Auffassung 
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zu  Grunde,  dass  man  sich  diese  Transformationen  als  Individuen  vor- 
stellt: wir  wollen  diese  Auffassung  jetzt  etwas  ins  Einzelne  verfolgen. 
Jedes  Individuum  in  der  Schaar  UckXjcf  yfM  bestimmt  durch 
die  zugehörigen  Werthe  von  ^^  •  •  •  e^  der  Anschaulichkeit  halber 
denken  wir  uns  daher  die  Ck  als  rechtwinklige  Punktcoordinaten  einer 
y-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Die  Punkte  dieser  Mannig- 
faltigkeit stellen  dann  alle  endlichen  Transformationen  UckXif  da^r-^ 
sie  werden  daher  transformirt  durch  unsere  bekannte  lineare  homogene 
Gruppe 

r 

ek=^jQkj{o)'ej. 
1 

Der  Coordinatenanfang  e^  =  0,  ■  •  •  ßr  =  0,  der  Bildpunkt  der 
identischen  Transformation  xl  =  x-,  bleibt  dabei  offenbar  invariant. 

Jede  endliche  Transformation  e/  gehört  einer  ganz  bestimmten 
eingliedrigen  Gruppe  an,  deren  Transformationen  durch  die  Gleichungen 


definirt  sind;  bei  unsrer  Interpretation  aber  stellen  diese  Gleichungen 
eine  Gerade  durch  ßk  =  0  dar,  das  heisst: 

Jede  eingliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  XJ-  •  •  X/  tvird  im 
Baume  e^-  •  -  ßr  durch  eine  Gerade  dargestellt,  ivelche  dureh  den  Coordinaten- 
anfang ek  =  0  geht;  umgekehrt  stellt  jede  Gerade  durch  den  Coordinaten- 
anfang eine  solche  eingliedrige  Untergruppe  dar. 

Jede  andere  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ  -  •  ■  Xrf 
besteht  aus  eingliedrigen  Untergruppen  und  diese  eingliedrigen  Gruppen 
sind  bestimmt  durch  die  infinitesimalen  Transformationen,  welche  die 
betreffende  Untergruppe  enthält.  Aber  nach  Kap.  11,  Satz  6,  S.  211 
lassen  sich  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  Untergruppe 
der  Gruppe  X^f  -  -  ■  Xrf  durch  lineare  homogene  Gleichungen  zwischen 
Ci- '  '  er  definiren;  dieselben  Gleichungen  definiren  natürlich  auch  die 
eingliedrigen  Gruppen,  welche  der  Untergruppe  angehören,  also  definiren 
sie  überhaupt  die  endlichen  Transformationen  der  betreffenden  Unter- 
gruppe.    Anders  ausgesprochen: 

Jede  m-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  X^f-  -  •  Xrf  wird  im  Baume 
e^-  "  Cr  durch  eine  ebene  m-faeh  ausgedehnte  Mayinigfaltigleit  dargestellt, 
welche  durch  den  Coordinatenanfang:  e^  ==  0,  •  •  •  ßr  =  0  geht. 

Selbstverständlich  gilt  das  Umgekehrte  im  Allgemeinen  nicht; 
nur  ganz  ausnahmsweise  wird  der  Fall  eintreten,  dass  jede  ebene 
Mannigfaltigkeit  durch  den  Coordinatenanfang  eine  Untergruppe  darstellt. 
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Die  adjungirte  Gruppe  e^  ==  Z  qj,j  {a)  -  Cj  transformirt  nun  die 
Punkte  Ck  linear.  Bleibt  irgend  ein  Punkt  Ck  und  in  Folge  dessen 
jeder  Punkt  mc^.  =  Const.  c^t  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe 
invariant,  so  lieisst  das  nach  dem  Früheren,  dass  die  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe  UekXj,f  mit  sämmtlichen  Transformationen 
der  Gruppe  XJ-  --  X,f  vertauschbar  sind. 

Jede  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  Xj/'.  •  •  X;./' wird  durch 
eine  ebene  den  Coordinatenanfang  enthaltende  Mannigfaltigkeit  dar- 
gestellt, welche  bei  allen  Transformationen  e/=  UQi.j(a)-ej  ihre  Lage 
behält.  Andererseits  stellt  jede  durch  den  Coordinatenanfang  gehende 
ebene  Mannigfaltigkeit,  welche  bei  allen  Transformationen  der  ad- 
jungirten  Gruppe  invariant  bleibt,  eine  invariante  Untergruppe  von 
XJ'"-  Xrf  dar  (vgl.  Kap.  15,  Satz  5,  S.  261). 

Es  sei  jetzt  M  irgend  eine  ebene,  durch  den  Coordinatenanfang 
gehende  Mannigfaltigkeit,  welche  eine  Untergruppe  der  6r^:  XJ"-Xrf 
darstellt.  Wird  auf  M  irgend  eine  Transformation  der  adjungirten 
Gruppe  ausgeführt,  so  ergiebt  sich  eine  neue  ebene  Mannigfaltigkeit, 
die  gleichfalls  eine  Untergruppe  der  Gr  darstellt.  Offenbar  ist  diese 
neue  Untergruppe  mit  der  ursprünglichen  durch  eine  Transformation 
der  Gr  ähnlich,  was  wir  nach  dem  Vorgange  der  Substitutionentheorie 
so  ausdrücken  werden:  die  leiden  eben  besprochenen  Untergruppen  sind 
innerhalb  der  Gruppe  XJ-'-X^fmit  einander  gleichberechtigt 

Der  Inbegriff  aller  Untergruppen,  welche  innerhalb  der  Gr  mit 
der  von  M  dargestellten  Untergruppe  gleichberechtigt  sind,  wird  durch 
eine  Schaar  von  ebenen  Mannigfaltigkeiten  dargestellt,  durch  die 
Schaar  nämlich,  welche  man  erhält,  sobald  man  auf  M  alle  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe  ausführt.  Zwei  beliebige  Mannig- 
faltigkeiten dieser  Schaar  stellen  natürlich  gleichberechtigte  Unter- 
gruppen dar. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  jede  invariante  Untergruppe  der  Gr 
innerhalb  der  Gr  nur  mit  sich  selbst  gleichberechtigt  ist. 

Da  die  Schaar  aller  Untergruppen  ^,  welche  mit  einer  gegebenen 
gleichberechtigt  sind,  aus  der  letzteren  durch  Ausführung  aller  Trans- 
formationen ek=  EQT,j{a)  .  Cj  hervorgeht,  so  muss  diese  Schaar  selbst  bei 
allen  Transformationen  e'k  =  Z  Qj,j(b)  •  Cj  reproducirt  werden.  Denn  führt 
man  die  Transformationen  Cj;  =  Z Qj,j{a)  -  Cj  und  Ck  =  2J q^j (b) -  Cj  nach 
einander  aus,  so  erhält  man  dasselbe  Resultat,  als  wenn  man  auf  die 
ursprünglich  gegebene  Untergruppe  alle  Transformationen 

angewendet  hätte;  in   beiden  Fällen  erhält  man  die   bewusste  Schaar. 
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Haben  nun  alle  gleichberechtigten  Untergruppen  g  eine  con- 
tinuirliche  Anzahl  von  Transformationen  mit  einander  gemein,  so 
wird  der  Inbegriff  aller  dieser  Transformationen  durch  eine  ebene 
Mannigfaltigkeit  des  Raumes  e-^  -  ■  -  Cr  dargestellt.  Diese  ebene  Mannig- 
faltigkeit bleibt  natürlich  bei  allen  Transformationen  der  adjungirten 
Gruppe  invariant  und  stellt  daher  nach  dem  oben  Gesagten  eine  in- 
variante Untergruppe  der  Gr  dar.     Folglich  gilt  das 

Theorem  50.  Haben  diejenigen  Untergruppen  einer  Gr, 
welche  innerhalb  der  Gr  mit  einer  bestimmten  Untergruppe 
gleichberechtigt  sind,  eine  Schaar  von  Transformationen  gemein, 
so  bildet  der  Inbegriff  dieser  Transformationen  eine  in  der  Gr 
invariante  Untergrtippe. 

§  79. 

Wir  theilen  die  Untergruppen  einer  jeden  r  -  gliedrigen  Gruppe  Gr 
in  verschiedene  Classen  ein,  die  wir  als  Typen  von  Untergruppen  der 
Gr  bezeichnen.  Zu  demselben  Typus  rechnen  wir  solche  Untergruppen 
der  Gry  welche  innerhalb  der  Gr  mit  einander  gleichberechtigt  sind; 
solche  Untergruppen,  welche  innerhalb  der  Gr  nicht  gleichberechtigt 
sind,  rechnen  wir  zu  verschiedenen  Typen. 

Kennt  man  irgend  eine  Untergruppe  der  Gr-,  so  kann  man  sofort 
alle  Untergruppen  angeben,  welche  demselben  Typus  angehören.  Durch 
diesen  Umstand  wird  die  Aufzählung  der  Untergruppen  einer  vor- 
gelegten Gruppe  wesentlich  erleichtert;  denn  man  hat  offenbar  nicht 
nöthig,  wirklich  alle  Untergruppen  hinzuschreiben,  man  braucht  viel- 
mehr blos  die  verschiedenen  Typen  von  Untergruppen  aufzuzählen, 
indem  man  für  jeden  Typus  einen  Repräsentanten  angiebt,  also  eine 
Untergruppe,  welche  dem  betreffenden  Typus  angehört. 

Auch  bei  den  endlichen  Transformationen  einer  Gruppe  reden 
wir    von    verschiedenen    Typen.       Zwei     endliche    Transformationen: 

e,«Zi/'+     .  .  +  Cr^'Xrf  und  e,XJ+ \-  e.Xrf  der   r-gliedrigen 

Gruppe  Xj/"'  •  •  Xrf  rechnen  wir  dann  aber  auch  nur  dann  zu  dem- 
selben Typus,  wenn  sie  innerhalb  der  Gr  mit  einander  gleichberechtigt 
sind,  das  heisst:  wenn  die  adjungirte  Gruppe  eine  Transformation 
enthält,  welche  den  Punkt  e^  •  -  -  Cr^  in  den  Punkt  e^  •  •  •  e^  überführt. 
Es  ist  selbstverständlich,  mag  aber  doch  erwähnt  werden,  dass  in 
der  betreffenden  Transformation  Ck  ==  I^yjcjCj  der  adjungirten  Gruppe 
die  Determinante  der  Coefficienten  yi-j  nicht  verschwinden  darf. 

Wir  wollen  jetzt  die  Frage  nach  den  Typen  von  Untergruppen 
einer  vorgelegten  Gruppe  noch  nicht  in  voller  Allgemeinheit  auf- 
nehmen;  doch   wollen   wir   wenigstens   zeigen,    wie  man   zu  verfahren 


282  Kapitel  16,  §  79. 

hat,   um  die   vorhandenen  Typen  von   eingliedrigen   Gruppen  und  von 
endlichen  Transformationen  zu  finden. 

Zunächst  fragen  wir  nach  allen  Typen  von  endlichen  Trans- 
formationen. 

Es  sei  ßj^X^f-}-  •••  -\- ßr^  Xrf  irgend  eine  endliche  Transformation 
der  Gruppe  X^f---  Xrf.  Führen  wir  auf  den  Punkt  q^-  •  •  Cr^  alle  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe  aus,  so  erhalten  wir  die  Bildpunkte 
aller  derjenigen  endlichen  Transformationen  unsrer  Gruppe,  welche  mit 
Zßk^Xkf  gleichberechtigt  sind  und  somit  demselben  Typus  angehören 
wie  Eck^Xkf.  Der  Inbegriff  aller  dieser  Punkte  bildet  nach  Kap.  14, 
S.  225  eine  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit 
und  zwar  eine  von  den  damals  sogenannten  Meinsten  invarianten 
Manni  gf altigkeiten. 

Die  endlichen  Gleichungen  der  adjungirten  Gruppe  können  wir 
als  bekannt  betrachten;  folglich  sind  wir  im  Stande,  ohne  Integration 
die  Gleichungen  der  eben  erwähnten  kleinsten  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten anzugeben  (vgl.  Kap.  14,  Theorem  37,  S.  226).  Da  nun 
jede  solche  Ideinste  invariante  Mannigfaltigkeit  den  Inbegriff  aller 
endlichen  Transformationen  darstellt,  welche  einem  gewissen  Typus 
angehören,  so  sind  hiermit  alle  Typen  von  endlichen  Transformationen 
unserer  Gruppe  gefunden.     Es  gilt  demnach  der 

Satz  3.  Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  xl  ==  fi(x^  •"  Xn,  a^'-  •  a^)  mit 
den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  X^f"'Xrf  vor- 
gelegt, so  findet  man  folgendermassen  alle  Typen  von  endlichen  Trans- 
formationen e^X^f -^  ■•'  -\-  er  Xrf  dieser  Gruppe:  man  stellt  die  end- 
lichen Gleichungen  Ck  =  H  Q],j  {a)  •  Cj  der  adjungirten  Gruppe  der  Gruppe 
X^f'--Xrf  auf  und  bestimmt  sodann  im  Baume  der  e  die  Meinsten 
Mannig faltiglceiten,  welche  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben; 
diese  Mannigfaltiglceiten  stellen  die  verlangten  Typen  dar. 

Man  vergesse  bei  alledem  nicht,  dass  nur  solche  Transformationen 
der  adjungirten  Gruppe  zulässig  sind,  bei  denen  die  Determinante  der 
Coefficienten  nicht  verschwindet,  üeber  diesen  Punkt  vergleiche  man 
das  in  Kap.  14,  S.  225  Gesagte. 

Suchen  wir  jetzt  alle  Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen 
oder,  was  dasselbe  ist:  alle  Typen  von  infinitesimaloi  Transformationen 
unsrer  Gruppe. 

Zwei  eingliedrige  Gruppen  EcuX^f  und  UckXkf  sind  gleich- 
berechtigt innerhalb  der  Gr,  wenn  es  in  der  adjungirten  Gruppe  eine 
Transformation  giebt,  welche  die  Gerade 

^1 ^ 
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in  die  Gerade: 


überführt;  diese  beiden  durch  den  Coordinatenanfang  gehenden  Geraden 
sind  ja  die  Bilder  der  betreffenden  eingliedrigen  Untergruppen.  Denken 
wir  uns  daher  auf  die  erste  jener  beiden  Geraden  alle  Transformationen 
der  adjungirten  Grappe  ausgeführt,  so  erhalten  wir  alle  durch  den 
Coordinatenanfang  gehenden  Geraden,  welche  eingliedrige  Untergruppen 
darstellen,  die  mit  der  Gruppe  ^JeA^X^/*  gleichberechtigt  sind.  Der 
Inbegriff  aller  dieser  Geraden  bildet  natürlich  eine  bei  der  adjungirten 
Gruppe  invariante   Mannigfaltigkeit,    die   kleinste    invariante   Mannig- 

faltigkeit,  welcher  die  Gerade:  — 5-  =  "  *  "  =  ~ö  angehört.     Es  ist  klar 

dass  diese  Mannigfaltigkeit  durch  ein  Gleichungensystem  dargestellt 
wird,  welches  in  den  Veränderlichen  e^  •  -  -  Cr  homogen  ist. 

Umgekehrt  leuchtet  ein,  dass  jedes  in  den  e  homogene  Gleichungen- 
system, welches  die  adjungirte  Gruppe  gestattet,  eine  invariante  Schaar 
von  eingliedrigen  Gruppen  darstellt.  Da  nun  jedes  in  den  e  homogene 
Gleichungensystem  dadurch  als  homogen  charakterisirt  ist,  dass  es 
alle  Transformationen  von  der  Form: 

(6)  e^  =  le^,  •  •  •  er  =  Ißr 

gestattet,  so  erhalten  wir  alle  invarianten  Schaaren  von  eingliedrigen 
Gruppen,  wenn  wir  alle  Mannigfaltigkeiteu  des  Raumes  e^-  •  -  er  auf- 
suchen, welche  ausser  den  Transformationen  der  adjungirten  Gruppe 
auch  noch  alle  Transformationen  von  der  Form  (6)  gestatten.  Suchen 
wir  insbesondere  alle  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  von 
dieser  Beschaffenheit,  so  erhalten  wir  offenbar  alle  vorhandenen  Typen 
von  eingliedrigen  Untergruppen. 

Die  Transformationen  (6)  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  deren 
infinitesimale  Transformation  lautet: 


£/-=J 


Ck 


df_ 


Fügen  wir  Ef  zu  den  infinitesimalen  Transformationen  EJ^-'-Erf 
der  adjungirten  Gruppe  hinzu,  so  erhalten  wir  wieder  die  infinitesi- 
malen Transformationen  einer  Gruppe;  die  Ausdrücke  (EkE)  ver- 
schwinden nämlich,  wie  ihre  Berechnung  zeigt,  alle  identisch.  Augen- 
scheinlich kommt  nun  alles  hinaus  auf  die  Bestimmung  der  kleinsten 
Mannigfaltigkeiten,  welche  bei  der  Gruppe  E^f  -  -  •  Erf,  Ef  iuYSiYmnt 
bleiben.  Diese  Bestimmung  aber  kann  nach  den  Vorschriften  in 
Kap.  14,  S.  225  geleistet  werden,  da  mit  den  endlichen  Gleichungen 
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der  adjungirten  Gruppe  ohne  Weiteres  auch  die  endlichen  Gleichungen 
der  soeben  erwähnten  Gruppe  bekannt  sind.     Wir  haben  daher  den 

Satz  4.  Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  xl=  f]  {x^--  -  Xn,  a^  •  •  •  a^) 
7nit  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  XJ  -  •  -  Xrf 
vorgelegt,  so  findet  man  alle  Tijpen  von  eingliedrigen  Untergruppen  oder, 

was  dasselbe  ist,  von  infinitesimalen  Transformationen  e^XJ'-\ \-erXrf 

dieser  Gruppe  folgendermassen :  man  stellt  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen EJ'-  '  '  Erf  der  adjungirten  Gruppe  der  Gruppe  XJ-  -  -  Xrf  auf, 
berechnet  sodann  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe,  ivelche  von  den 
r+  1  infinitesimalen  Transformationen  EJ'-  --  Erf  und 

df 


^f=2'^^ik 


erzeugt  wird  und  bestimmt  endlich  im  Baume  e^-  •  -  Cr  die  Ideinsten  bei 
der  eben  definirten  Gruppe  invarianten  Mannig faltigheiten;  diese  Mannig- 
faltiglceiten  stellen  die  verlangten  Typen  dar. 

Im  Vorstehenden  ist  gezeigt,  wie  man  alle  Typen  von  endlichen 
Transformationen  und  alle  Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  einer 
vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe  bestimmen  kann.  Wir  werden  jetzt 
noch  mit  ein  paar  Worten  etwas  genauer  auf  den  Zusammenhang 
eingehen,  welcher  zwischen  diesen  beiden  Problemen  besteht;  wir 
werden  sehen,  dass  die  Erledigung  des  einen  der  beiden  Probleme 
jedesmal  die  Erledigung  des  andern  wesentlich  erleichtert. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  wir  bereits  alle  Typen  von 
endlichen  Transformationen  der  Gruppe  X^f-  •  •  Xrf  kennen,  dass  uns 
also  alle  kleinsten  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  e^  •  ■  •  Cr  bekannt 
sind,  welche  die  adjungirte  Gruppe  E^f-  •  •  jE/^/' gestatten.  Wie  müssen 
wir  dann  verfahren,  um  die  kleinsten  bei  der  Gruppe  Ef,  E^f  -  •  •  Erf 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  zu  finden? 

Es  ist  klar,  dass  jede  bei  der  Gruppe  Ef,  EJ-  •  •  Erf  invariante 
Mannigfaltigkeit  auch  die  adjungirte  Gruppe  gestattet;  folglich  muss 
jede  der  gesuchten  Mannigfaltigkeiten  entweder  eine  von  den  bereits 
bekannten  sein,  oder  sie  muss  wenigstens  eine  der  bekannten  Mannig- 
faltigkeiten enthalten.  Um  daher  die  gesuchten  Mannigfaltigkeiten 
alle  zu  finden,  brauchen  wir  nur  die  bekannten  Mannigfaltigkeiten  der 
Reihe  nach  herzunehmen  und  für  jede  derselben  die  kleinste  bei  der 
Gruppe  Ef,  E^f  -  -  -  Erf  invariante  Mannigfaltigkeit  aufzusuchen,  in 
welcher  sie  enthalten  ist. 

Es  sei 

C?)  .    ^1  fe  •  •  •  ßr)  =  0,   •  .  •     W,n{e,  .  .  .  e.)  =  0 
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oder  kurz  M  eine  der  bekannten  kleinsten  Mannigfaltigkeiten,  welche 
die  adjungirte  Gruppe  E^f •  •  •  Erf  gestatten.  Wie  findet  man  nun 
die  kleinste  Mannigfaltigkeit,  welche  die  Gruppe  Ef,  E^f  -  •  •  Erf  ge- 
stattet und  welche  ausserdem  die  Mannigfaltigkeit  M  umfasst? 

Die  gesuchte  Mannigfaltigkeit  enthält  nothwendig  den  Coordinaten- 
anfang  e^  =  0,  •  •  •  e^  =  0  und  besteht  ferner  aus  lauter  durch  den- 
selben gehenden  Geraden,  sie  enthält  daher  sicher  diejenige  Mannig- 
faltigkeit M\  welche  von  den  Geraden  zwischen  dem  Coordinaten- 
anfang  und  den  Punkten  von  M  gebildet  wird.  Können  wir  nun 
nachweisen,  dass  M'  die  infinitesimalen  Transformationen  Ef,  E^f-'-Erf 
gestattet,  so  haben  wir  damit  zugleich  bewiesen,  dass  M'  die  ge- 
suchte Mannigfaltigkeit  ist. 

Augenscheinlich  ergeben  sich  die  Gleichungen  von  Jf',  wenn  der 
willkürliche  Parameter  r  aus  den  Gleichungen 
(8)  W,  {e,r,  ■  .  •  e,r)  =  0,  •  •  •  Wm  fer,  •  •  •  Crt)  ==  0 

eliminirt  wird.  Folglich  lässt  sich  M'  auch  auffassen  als  der  In- 
begriff der  c»^  Mannigfaltigkeiten,  welche  durch  die  Gleichungen  (8) 
mit  dem  willkürlichen  Parameter  t  dargestellt  werden.  Der  Inbegriff 
der  Mannigfaltigkeiten  (8)  gestattet  aber  offenbar  die  infinitesimale 
Transformation  Efy  denn  die  od^  Gleichungensysteme  (8)  werden  von 
den  endlichen  Transformationen: 

e/  =  Acj,  •  •  •  e/  ==  /le^ 

der  eingliedrigen  Gruppe  Ef  unter  einander  vertauscht.  Ferner  ist 
leicht  zu  sehen,  dass  sogar  jedes  einzelne  der  oo^  Gleichungensysteme 
(8)  die  infinitesimalen  Transformationen  E^^f-  •  •  Erf  zulässt.  Da  näm- 
lich  das   Gleichungensystem   (7)   die  infinitesimalen  Transformationen 

kj 

zulässt,  so  muss  das  System  (8)  mit  dem  Parameter  t  die  Trans- 
formationen 

^  ^iM-^i^  ^^^  =  E^^f 

gestatten,  das  heisst,  es  gestattet  E-^^f  •  -  •  Erf  selh^i ,  welchen  Werth 
auch  T  haben  mag. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  der  Inbegriff  der  cx)^  Mannigfaltig- 
keiten (8)  die  infinitesimalen  Transformationen  Ef,  EJ  •  •  •  Erf  ge- 
stattet, dass  also  die  Mannigfaltigkeit  M' ,  welche  ja  mit  diesem  In- 
begriff   zusammenfällt,    wirklich    die    gesuchte    Mannigfaltigkeit    ist; 
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dieselbe  wird,  wie  gesagt,  analytisch  dargestellt  von  den  Gleichungen, 
welche   aus  (8)  durch  Elimination   des  Parameters  r  erhalten  werden. 

Denken  wir  uns  zu  jeder  Mannigfaltigkeit  M  die  zugehörige 
Mannigfaltigkeit  M''  gebildet,  so  erhalten  wir  nach  dem  Obigen  alle 
Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  der  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf,  — 

Setzen  wir  andererseits  voraus,  dass  wir  alle  Typen  von  ein- 
gliedrigen Untergruppen  der  Gruppe  XJ  •  -  -  Xrf  kennen  und  suchen 
wir  daraus  die  Typen  der  endlichen  Transformationen  dieser  Gruppe 
zu  bestimmen. 

Bekannt  sind  uns  alle  kleinsten  bei  der  Gruppe  Ef^  EJ---Erf 
invarianten  Mannigfaltigkeiten,  gesucht  werden  die  kleinsten  bei  der 
Gruppe  EJ-  •  •  Erf  invarianten.  Da  nun  offenbar  jede  der  gesuchten 
Mannigfaltigkeiten  in  einer  der  bekannten  enthalten  ist,  so  haben  wir 
nur  jede  einzelne  der  bekannten  Mannigfaltigkeiten  für  sich  zu  be- 
trachten und  die  auf  ihr  gelegenen  Mannigfaltigkeiten  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  aufzusuchen. 

Die  g-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M  sei  eine  von  den 
kleinsten  bei  der  Gruppe  -E/",  JS'/- ••  JB'^/"  invarianten  Mannigfaltig- 
keiten. Für  die  Punkte  von  M  verschwinden  dann  (vgl.  Kap.  14,  S.  237  f.) 
alle  ((2+  l)-reihigen  nicht  aber  alle  g-reiliigen  Determinanten  der  Matrix: 


(9) 


r 

2 


CkU  Ck 


^  Cklr  Ck 
1 


r  r 

N*  Ckr\  Ck     •  ^k  Ckrr  Bk 


Ob  sich  nun  M  in  Theilgebiete  zerlegt,  welche  bei  der  Gruppe 
EJ---Erf  invariant  bleiben,  darüber  entscheidet  das  Verhalten  der 
g-reihigen  Unterdeterminanten  der  Determinante: 

r  r 

y'lf  Ckii  Bk     •  ^k   Cklr  Ck 

1  1 

r  r 

^Sk  Ckrl  Ck     '    ^Ö  Ckrr  Ck 
1  1 

Verschwinden  für  die  Punkte  von  M  nicht  alle  die  betreffenden 
Unterdeterminanten,  so  findet  eine  Zerlegung  von  M  in  kleinere  bei 
der  adjungirten  Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeiten  nicht  statt. 
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Verschwinden  dagegen  die  betreffenden  Unterdeterminauten  für 
die  Punkte  von  M  sämmtlicli,  so  zerlegt  sich  M  in  oo^  {q  —  l)-fach 
ausgedehnte,  bei  der  Gruppe  E^f---  Erf  invariante  Theilgebiete ;  dass 
es  gerade  oo^  solche  Theilgebiete  sind,  folgt  aus  dem  Umstände,  dass 
für  die  Punkte  von  M  sicher  nicht  alle  {q  —  l)-reihigen  Unterdeter- 
minanten von  z/  verschwinden,  im  entgegengesetzten  Falle  verschwän- 
den nämlich  zugleich  alle  g-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (9). 
Natürlich  kann  man  die  Gleichungen  der  besprochenen  Theilgebiete 
ohne  Integration  aufstellen,  da  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 
E^f  •  •  •  Erf  bekannt  sind. 


In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  haben  wir  bisher  immer  nur  die 
endlichen  Transformationen  der  Gruppe  X^f  --  •  Xrf  als  Individuen 
betrachtet  und  als  Punkte  eines  —  r-fach  ausgedehnten  —  Raumes 
interpretirt. 

Es  giebt  einen  andern  Standpunkt,  der  ebenso  berechtigt  ist. 
Wir  können  auch  die  eingliedrigen  Untergruppen  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  die  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gruppe 
als  Individuen  betrachten  und  sie  als  Punkte  eines,  nunmehr  (r  — 1)- 
fach  ausgedehnten  Raumes  deuten.  Wir  müssen  dann  offenbar  die 
Grössen  q  •  •  •  ßr  als  homogene  Coordinaten  in  diesem  Räume  auffassen. 

Unsere  Absicht  ist  nicht,  diesen  Gedanken  weiter  zu  verfolgen; 
zumal  da  vieles,  was  hier  zu  sagen  wäre,  bei  Berücksichtigung  des 
früher  Gesagten  als  selbstverständlich  erscheint,  zum  Beispiel,  dass 
jede  w^-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf  in  dem  (r— 1)- 
fach  ausgedehnten  Räume  durch  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  von  m  —  1 
Dimensionen  dargestellt  wird.  Nur  einen  einfachen  Satz  wollen  wir 
ableiten,  der  sich  bei  Zugrundelegung  der  neuen  Auffassung  ergiebt, 
und  der  bei  begrifflichen  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen 
oft  von  Nutzen  sein  kann. 

Wir  denken  uns  die  allgemeine  endliche  Transformation: 


.     r 


(f  =  l...n) 


der  eingliedrigen  Gruppe  A^^  Xj /*+•••  +  Ir^  Xrf  auf  die  infinitesimale 
Transformation:  e^X^f-\ \-er^Xrf  unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  aus- 
geführt, das  heisst,  wir  denken  uns  in  dem  Ausdruck  e^X-^f-\ \-er^Xrf 

an  Stelle  von  x^  -  -  -  Xn  die  neuen  Veränderlichen  x^  -  -  *  Xn  ein- 
geführt. Nach  S.  273  geht  dabei  die  infinitesimale  Transforma- 
tion:   e^X^f  '\-  '  '  '  '\-  e^Xrf  in   od^  infinitesimale   Transformationen: 
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^i^if+  •  •  •  +€rXrf   unsrer  Gruppe    über,    wo    e^  ■  -  ■  Cr   gewisse 

Functionen  von  e,'' -  ■  -  e,^  und  t  sind,  welche  sich  aus  den  Differential- 
gleichungen : 

de                 ^  '' 

(4  )  ^'  =   —^r  V^  Crk,  Bk  (.  =  1  .  .  .  r) 

1  1 

und  den  Anfangsbedingungen:  c,  =e,\  •  •  •  e,  =  e,«  für  ^=0  bestimmen. 

Da  jede  infinitesimale  Transformation  unsrer  Gruppe  durch  einen 
Punkt  des  vorhin  erwähnten  (r— l)-fach  ausgedehnten  Raumes  dar- 
gestellt wird,  so  können  wir  offenbar  auch  sagen:  Werden  auf  die 
infinitesimale  Transformation:  e,"^  XJ  + h^/X/  alle  oo'  Trans- 
formationen der  eingliedrigen  Gruppe:  l^^  XJ -{ h  VX/"  aus- 
geführt, so  bewegt  sich  der  Bildpunkt  dieser  infinitesimalen  Trans- 
formation auf  einer  gewissen  Curve  des  Raumes  e^  •  •  •  e^. 

Es  giebt  nun  eine  sehr  einfache  Definition  für  die  zum  Punkte 
^1^  :  •  •  • :  e,P  gehörige  Tangente  dieser  Curve.  Die  Gleichungen  der 
betreffenden  Tangente  haben  nämlich  die  Form: 


%  ^  c,,j,  1,0  e,"  —  e,  V  c,,,,  A„"  c,"  =  0 


V  k  r  k 


also  liegt  offenbar  der  Punkt,  dessen  homogene  Coordinaten  die  Werthe: 

1- .-r 

C,  =^  Crks  V  e/  (.  =  1  .  .  .  r) 

V  k 

besitzen,   auf  der  Tangente.      Aber  dieser   Punkt  ist   augenscheinlich 
der  Bildpunkt  der  infinitesimalen  Transformation: 

welche  durch  ComUnation  der  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
2;Av^X,/und  2: e/ Zi/' erhalten  wird.     Folglich  haben  wir  den 

Satz  5.  Deutet  man  die  oo^-i  infmitesimalen  Transformationen 
^1^1/+  •  •  •  +  erXrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe  XJ  -  •  •  Xrf  als 
Punlcte  eines  (r  —  lyfach  ausgedehnten  Baumes^  indem  man  e^-  ■  -  er  als 
homogene  Coordinaten  in  diesem  Baume  auffasst,  so  findet  Folgendes  statt: 

Werden  auf  eine  bestimmte  infinitesimale  Transformation  e^^XJ-] \-er^Xrf 

der  Gruppe  alle  Transformationen  einer  bestimmten  eingliedrigen  Gruppe: 
^i  ^if+  '  '  '  +  ^r^Xrf  ausgeführt^    so   beschreibt   der   BildpunU   der 

Transformation  e^^XJ-] [- Cr""  Xrf  eine  Curve,  deren  Tangente  im  Funkte 

Bj^  i"  ".  er^  man  erhält,  wenn  man  diesen  PunJct  mit  dem  BildpunUe 
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der  infinitesimalen  Transformation  (U  X^P  Xyf,  Z  c/  X^/)  durch  eine 
Gerade  verbindet;  werden  andererseits  auf  die  infinitesimale  Transformation 
HXv^Xyf  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Z  ejP  X};f 
ausgeführt,  so  beschreibt  der  BildpimU  der  Transformation  2  ly^  Xvf 
eine  Curve,  deren  Tangente  im  Punkte  A^^  :  •  •  •  :  A^^  man  erhält,  wenn 
man  diesen  PunM  mit  dem  Bildpunlcte  der  infinitesimalen  Transform,ation 
{Zly^Xvf,  UCk^Xkf)  durch  eine  Gerade  verbindet. 


Kapitel  17. 
Zusammensetzung  und  Isomorphismus. 

Viele  Aufgaben ,  die  man  über  eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f--  Xrf 
stellen  kann,  erfordern  zu  ihrer  Lösung  nur  die  Kenntniss  der  Con- 
stanten Ciks  in  den  Relationen: 

r 

(XiXk)  =  ^^  Ciks  •  Xsf. 
1 

So  haben  wir  zum  Beispiel  gesehen,  dass  die  Bestimmung  aller 
Untergruppen  der  Gruppe  XJ -- -  Xrf  nur  von  den  Constanten  Ca, 
abhängt  und  genau  dasselbe  gilt  auch  von  der  Bestimmung  aller 
Typen  von  Untergruppen  (vgl.  Theorem  33,  S.  210  und  Kapitel  16, 
S.  280  und  281). 

Es  erhellt  hieraus,  dass  die  Constanten  c^,,  an  und  für  sich  schon 
gewisse  Eigenschaften  der  Gruppe  Xj/'- ••  X,/ abspiegeln.  Für  den 
Inbegriff  dieser  Eigenschaften  führen  wir  eine  besondere  Bezeichnung 
ein,  wir  nennen  ihn  die  Zusammensetzung  der  Gruppe  und  sagen  daher, 
dass  die  Constanten  Cijc.<!  in  den  Relationen 

(1)  (xa^)-=^.c,,,-x.,f 

die  Zusammensetzung  der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ---  Xrf  bestimmen. 

§  80. 

Das  System  der  dks ,  welches  die  Zusammensetzung  der  r-gliedrigen 
Gruppe  XJ'--Xrf  bestimmt,  ist  seinerseits  nicht  vollständig  be- 
stimmt. Die  einzelnen  c^,,  erhalten  nämlich  im  Allgemeinen  andere 
Zahlenwerthe,  wenn  man  an  Stelle  von  X^f  -  -  ■  Xrf  irgend  r  andere 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  e^XJ  +  -  -  -  -\- CrXrf 
derselben  Gruppe  auswählt. 

Theorie  der  Transformatiousgruppen.  J9 
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Hieraus  folgt,  dass  zwei  verschiedene  Systeme  von  Ca-s  unter  Um- 
ständen die  Zusammensetzung  einer  und  derselben  Gruppe  darstellen 
können.     Wie  aber  erkennen,  ob  sie  das  tliun? 

Wir  gehen  aus  von  den  Relationen: 

r 

(1)  (X,  X,)  =^s  Cas  -Xsf         ii,k  =  l...r), 

1 
w^elche  zwischen  r  bestimmten  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f  •  ■  '  Xrf  unsrer  Gruppe  bestehen.  Wir  suchen  die 
allgemeine  Form  der  Relationen,  durch  welche  r  beliebige  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  dc^f  -  -  -  ürf  der  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf 
verknüpft  sind. 

Haben  die  betreffenden  Relationen  die  Form: 

r 

(2)  (3Ej  BEyfc)    =   ^S   Ciks  •  ^sfj 

1 
so    ist  das   System  der   Constanten  c'iks  das  allgemeinste,    welches  die 
Zusammensetzung  der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  darstellt.     Es   handelt  sich 
daher  nur  um  die  Berechnung  der  c/^. 

Da  ^^f  ■  ■  •  ?ßrf  beliebige  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Gruppe  X^^f  -  •  •  Xrf  sein  sollen,  so  ist: 

r 

^kf  =  ^-  hj  •  Xjf        (A=  1  .  .  .  r), 
1 

WO  die  Constanten  h^j  alle  möglichen  Werthe  annehmen  können,  welche 
die  Determinante 

nicht  zum  Verschwinden  bringen. 

Durch  Ausrechnung  ergiebt  sich: 

{Xi  Xk)  =  ^^    ^hj  ^Tt  (-X;-  Xrt)  =  ^^    hj  hjcrt  Cjrts  '  Xgf  \ 

j  7t  jus 

andererseits  folgt  aus  (2): 


l-'-r 


i^i  3£a:)  =  ^^    Jljts  Cikn  •  Xs  f. 

7t  s 

Vergleichen  wir  diese  beiden  Ausdrücke  für  {lii'SCk)  mit  einander 
und  berücksichtigen,  dass  Xj/'- y  X,/ unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen sind,  so  erhalten  wir  die  Relationen: 


/  •  ±  •  •  •  / 

(3)  ^X  hns  c!k7t  =  ^  hj  h'Tt  Cß 


r). 
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Unter   den   gemachten  Voraussetzungen   lassen  sich  diese  Gleich- 
ungen nach  den  clkn  auflösen,  also  wird: 


l        ^        ^       in  f 


0;k,Q  =  i..-r). 

Hiermit  ist  nach  dem  Obigen  die  allgemeine  Form  aller  Con- 
stantensysteme  gefunden,  welche  die  Zusammensetzung  der  Gruppe 
Xi/'- ••  Xr/'  bestimmen.  Zugleich  haben  wir  wenigsteus  theoretisch 
die  Möglichkeit,  zu  entscheiden,  ob  ein  vorgelegtes  System  von  Con- 
stanten c/;;,,  die  Zusammensetzung  der  Gruppe  X^/"  •••  X,/  bestimmt; 
es  besitzt  nämlich  diese  Eigenschaft  offenbar  dann,  aber  auch  nur 
dann,  wenn  man  in  (4)  die  Parameter  hj  so  wählen  kann,  dass 
Ciks  =  Ciks  wird.  — 

Sind  2wei  r-gliedrige  Gruppen  vorgelegt,  so  können  wir  die  Zu- 
sammensetzungen derselben  mit  einander  vergleichen.  Offenbar  sind  wir 
durch  die  obigen  Entwickelungen  in  den  Stand  gesetzt,  zu  entscheiden, 
ob  die  beiden  Gruppen  ein  und  dieselbe  oder  ob  sie  verschiedene  Zu- 
sammensetzung haben.  Auf  die  Zahl  der  Veränderlichen,  welche  in 
den  beiden  Gruppen  auftreten,  brauchen  wir  dabei  offenbar  keine 
Rücksicht  zu  nehmen. 

Zwei  r-gl'iedrige  Gruppen ,  ivelclie  ein  und  dieselbe  Zusam^nensetmng 
hohen,  hemchnen  wir  als  yleichsus ammengesetzt 

Sind 


X,/==^-|h(^1   ■•■^n)§^ 


{k^l..-r) 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  und 

rn 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen   einer  zweiten,   bestehen 
ausserdem   die  Relationen 


(Xj  Xk)  =  ^s  Ciks  •  Xsf) 


so  sind  diese  leiden  Gruppen  offenbar  dann,  aber  auch  nur  dann  gleich- 
zusammengcseMj  wenn  sich  xmter  den  infinitesimalen  Transformationen 
^lY-^f -\- '  •  • -\- CrYrf  der  zweiten  r  solche  von  einander  unabhängige 
^if '  ' '  ^rf  angeben  lassen,  dass  die  Belationen 

{%%)=^^Cikr%f 

1 
identisch  stattfinden. 

19* 
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Haben  die  zwischen  Y^f  -  -  -  Yrf  stattfindenden  Relationen  die  Form 

so  können  wir  sagen:  die  beiden  Gruppen  sind  dann  und  nur  dann 
gleichzusammengesetzt,  wenn  es  möglich  ist,  in  den  Gleichungen  (4) 
die  Parameter  Jhj  so  zu  wählen,  dass  jedes  c'iks  dem  entsprechenden 
Crt-5  gleich  wird. 

Man  kann  auch  die  Zusammensetzung  solcher  Gruppen  vergleichen, 
die  nicht  beide  dieselbe  Anzahl  von  Parametern  haben.  Ermöglicht 
wird  das  durch  die  Einführung  des  allgemeinen  Begriffes:  Isomorphismus. 

Die  r-gliedrige  Gruppe  X^f-  -  -  Xrf: 


(Xi  Xjc)    =  ^s  Ciks  •  Xsf 


nennen  wir  isomorph  mit  der  {r  —  q)-gliedrigen:  Y^f  ■  ■  •  Yr—qf,  tvenn  es 
möglich  ist,  in  der  (r  —  q)-gliedrigen  r  infinitesimale  Transformationen 

%f==  hl  'YJ+--+  h,r-,  •    Yr-J 

{k  =  l-  -.r) 

SO  auszuwählen,  dass  nicht  alle  (r  —  q) -reihigen  Determinanten  der  Matrix 


tlrl    '    llr^  r — q 

verschwinden,  und  dass  zugleich  die  Relationen 


{%%)='^^c,^,-%f 


identisch  bestehen. 

Es  finde  Isomorphismus  in  diesem  Sinne  statt,  und  es  seien 
^if '  '  '  ^rf  bereits  in  der  angegebenen  Weise  gewählt.  Ordnen  wir 
dann  der  infinitesimalen  Transformation  e^X^^f-}-  •••  -{-CrXrf  der 
r-gliedrigen  Gruppe  stets  die  infinitesimale  Transformation 

e^■%f+■■■  +  er^^rf 
der  (r  —  g')-gliedrigen  zu,  welche  Werthe  auch  die  Constanten  e^-'-er 
haben  mögen,  so  findet  offenbar  Folgendes  statt:  wenn  Yj/"  diejenige 
Transformation  der  (r  —  g)-gliedrigen  Gruppe  ist,  welche  der  Trans- 
formation =.^f  der  anderen  Gruppe  zugeordnet  ist,  und  wenn  in  ent- 
sprechender Weise    Yg/'  der   Transformation    Zg/^  zugeordnet   ist,    so 
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entspricht  stets  der  Transformation  (Yj  Yg)  die  Transformation  (Zj  E^,). 
Wir  drücken  das  kürzer  so  aus:  durch  die  angegebene  Zuordnung  der 
infinitesimalen  Transformationen  beider  Gruppen  zu  einander  sind  die 
Gruppen  isomorph  auf  einander  bezogen.  Augenscheinlich  ist  diese 
isomorphe  Beziehung  vollständig  bestimmt,  wenn  man  weiss,  dass 
XJ"-  X^/' bezüglich  den  Transformationen  %f'-''^rf  zugeordnet  sind. 

Man  unterscheidet  zwischen  holoedrischem  und  meroedrischem 
Isomorphismus.  Der  holoedrische  tritt  ein,  wenn  die  Zahl  q,  welche  in 
der  Definition  des  Isomorphismus  vorkommt,  den  Werth  Null  hat; 
der  meroedrische ,  wenn  q  grösser  ist  als  Null.  Dementsprechend  sagt 
man,  dass  die  beiden  Gruppen  holoedrisch  oder  meroedrisch  isomorph 
auf  einander  bezogen  sind,  jenachdem. 

Augenscheinlich  ist  die  Eigenschaft  des  Gleichzusammengesetztseins 
zweier  Gruppen  ein  besonderer  Fall  des  Isomorphismus;  zwei  gleich- 
zusammengesetzte Gruppen  sind  nämlich  stets  holoedrisch  isomorph, 
und  umgekehrt. 

Zwei  meroedrisch  isomorphe  Gruppen  sind  zum  Beispiel  die  beiden: 

dx^ '  -^i  dx^ '   -^i    dx^ '   dx^ 
und : 

mit  bezüglich  vier  und  drei  Parametern.  Wir  erhalten  diese  Gruppen 
meroedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen,  wenn  wir  den  vier  in- 
finitesimalen Transformationen: 

der  einen  etwa  die  folgenden  vier: 

der  andern  zuordnen. 

Auch  in  der  Substitutionentheorie  redet  man  von  isomorphen 
Gruppen,  doch  definirt  man  da  den  Isomorpkismus  anscheinend  anders 
als  hier  geschehen*).  Wir  werden  uns  später  (vgl.  Kap.  21,  die  Parameter- 
gruppe) überzeugen,  dass  nichtsdestoweniger  der  aus  unserer  Definition 
folgende  Begriff  des  Isomorphismus  sich  vollkommen  mit  demjenigen 
deckt,  welchen  man  erhält,  sobald  man  die  Definition  der  Substitutionen- 
theorie direkt  auf  die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
überträgt. 


*)  Camille  Jordan,  Traite  des  substitutions,  Paris  1870. 
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Jetzt  werden  wir  zunächst  einige  einfache  Folgerungen  aus  unsrer 
Definition  des  Isomorphismus  ziehen. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  gesehen,  dass  zu  jeder  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f  •  '  •  Xrf  eine  gewisse  lineare  homogene  Gruppe  gehört, 
die  adjungirte  Gruppe,  wie  wir  sie  genannt  haben.  Aus  den  Relationen, 
welche  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen  der  adjuno-irten 
Gruppe  bestehen  (vgl.  Kap.  16,  S.  275),  erhellt  unmittelbar,  dass  die 
Gruppe  X^f"'Xrf  mit  ihrer  Adjungirten  isomorph  ist;  holoedrisch 
isomorph  sind  allerdings  beide  Gruppen  nur  dann,  wenn  die  Gruppe 
XJ-  •  .  Xrf  keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enthält, 
denn  nur  in  diesem  Falle  ist  die  adjungirte  Gruppe  r-gliedrig,  während 
sie  sonst  stets  weniger  als  r  Parameter  enthält.     Also: 

Theorem  51.  Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  XJ-  -  •  Xrf  gieht 
es  eine  isomorphe  lineare  homogene  Gruppe^  nämlich  die  zu- 
gehörige adjungirte  Gruppe;  holoedrisch  isomorph  ist  dieselbe 
mit  der  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf  nur  dann,  tvenn  diese  letztere  heine 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enthält. 

Wir  gehen  hier  nicht  auf  die  Frage  ein,  ob  auch  zu  jeder  solchen 
r-gliedrigen  Gruppe,  welche  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält,  eine  holoedrisch  isomorphe  lineare  homogene  Gruppe  angegeben 
werden  kann.  Doch  wollen  wir  an  Beispielen  zeigen,  dass  dies  jedenfalls 
in  vielen  Fällen  möglich  ist,  auch  wenn  die  gegebene  r-gliedrige  Gruppe 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  enthält. 

Die  r-ghedrige  Gruppe  XJ---  Xrf  enthalte  gerade  r  —  m  unabhängige 
ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen,  und  es  seien  X^f  ■  >  -  Xrf 
so  gewählt,  dass  Xm+if-  •  •  Xrf  ausgezeichnete  Transformationen  sind; 
dann  bestehen  zwischen  Xj^f  •  -  •  Xrf  Relationen  von  der  Form: 

(X«  X,)  =  C,,rl  -XJ-] 1-  C,or  •  Xrf 

(X,<  Xm^fc)  =  {Xni^k  Xjn^j)  =  0 
(jic,  V  =  1  •  ■  '  iri;  kj  =  1  •  •  ■  r—m). 

In  der  zugehörigen  adjungirten  Gruppe  EJ---  Erf  giebt  es  nur 
m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  E^f  -  -  -  E,nf^  während 
EmJ^if  •  '  '  Erf  identisch  verschwinden,  es  sind  daher  E^f  -  '  -  E^f  durch 
die  Relationen  verknüpft: 

{E^,  E,)  =  c,n'EJ-] 1-  c^,r,n  •  E,nf. 

Verschwinden  nun  insbesondere  alle  c^,,r,m+r  •  •  c^,fr,  so  lässt  sich  stets 
eine  r-gliedrige  lineare  homogene  Gruppe  angeben,  welche  mit  der  Gruppe 
X^f '  •  ■  Xrf  holoedrisch  isomorph  ist.  In  diesem  Falle  erzeugen  nämlich 
X-^^f '  •  •  Xjnf  an  und  für  sich  eine  m-gliedrige  Gruppe,  zu  welcher  die 
Gruppe  E^f  •  •  •  Emf  holoedrisch  isomorph  ist.     Setzen  wir  daher 

F        /•        .  ^^  TT  r  ^f 

t„i+l  /  €r+i   ö- ,    •  •  •    t-rt  =  C2r-m   ö^ , 
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so  erzeugen  o£fenbar  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

eine   lineare   homogene    zu  der  Gruppe  Xi/"- ••  Z^/"  holoedrisch  isomorphe 
Gruppe. 

Aber  auch  in  solchen  Fällen,  wo  nicht  alle  Cju^v,m+i  •  •  •  c^ar  verschwin- 
den, kann  man  oft  leicht  eine  holoedrisch  isomorphe  lineare  homogene 
Gruppe  angeben.   Als  Beispiel  diene  die  dreigliedrige  Gruppe  X^f,  X^f^  X^f: 

(X,X,)^X,f,    (X,X,)  =  (X,X,)  =  0, 

welche   eine   ausgezeichnete   infinitesimale   Transformation   enthält,   nämlich 
X^f]  sie  ist  holoedrisch  isomorph  mit  der  linearen  homogenen  Gruppe: 

^>^=«3g;^'  ^2/^="!?^'  ^3f=«3g^- 
Die  Coustanten  c«,  in  den  Gleichungen: 

r 

(1)  (X,X,)  =  ^'to,-X,/- 

1 

befriedigen,  wie  wir  in  Kap.  9,  S.  170  gesehen  haben,  die  Relationen: 

Cihs  +  Ckis  =  0 


(5) 


Cikv  Cvjs  +  Ckjv  Cvis  .+  Cjiv  Cvks  \    =  0 


Mit  Hülfe  dieser  Relationen   gelang   es   uns   in   Kap.  16,  S.  274 
zu  beweisen,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen 


1  • 


df 


(6)  ^.f-2'^''''^       ^'^'"'^^ 

kj 

der  zur  Gruppe  XJ-  -•  Xrf  adjungirten  Gruppe  paarweise  in  den  Be- 
ziehungen 

r 

(7)  {Ef.E,)^^.c^r.-EJ 

1 

stehen. 

Bei  diesem  Beweise  der  Relationen  (7)  haben  wir  aber  weiter 
nichts  benutzt  als  den  Umstand,  dass  die  dts  den  Gleichungen  (5) 
genügten,  namentlich  haben  wir  davon  keinen  Gebrauch  gemacht, 
dass  wir  die  Existenz  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen XJ-"Xrf  kannten,  welche  durch  die  Relationen  (1) 
verknüpft  waren.  Durch  die  citirten  Entwickelungen  ist  daher  be- 
wiesen, dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen  (6)  stets  dann 
in  den  Beziehungen  (7)  stehen,  wenn  die  du  den  Gleichungen  (5) 
genügen. 
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Kennen  wir  demnach  ein  System  von  dk^j  welches  die  Relationen 
(5)  befriedigt,  so  können  wir  sofort  r  lineare  homogene  infinitesimale 
Transformationen  EJ  ■  -  ■  E,f  angeben,  die  Transformationen  (6) 
nämlich,  welche  paarweise  in  den  Beziehungen: 

1 
stehen. 

Selbstverständlich  erzeugen  die  so  erhaltenen  infinitesimalen  Trans- 
formationen Elf'  •  •  Erf  eine  Gruppe  und  zwar  eine  mit  r  oder  weniger 
Parametern;  eine  mit  gerade  r  Parametern  erzeugen  sie  offenbar  nur 
dann,  wenn  sie  von  einander  unabhängig  sind,  wenn  es  also  un- 
möglich ist,  die  Gleichungen: 

gi'EJ+'--+gr'E,f=0 
oder  die  r^  damit  äquivalenten  Gleichungen: 

9l  <^m  +  92  ^J2k  + h  9rCjrk  =  0  0,  i  =  1  .  .  .  r) 

durch  r  nicht  sämmtlich  verschwindende  Grössen  Oi-Qr  zu  be- 
friedigen. 

Damit  haben  wir  das 

Theorem  52.*)  Wenn  die  Constanten  d^s  (^*,«  =  i---r)  solche 
Werthe  besitzen,  dass  alle  llclationen  von  der  Form:     " 

^iks     \      e/cis  =  U 


(5) 


^   I  Cikv  Cvjs  +    Ckjv  Cvn  +   Cji^  Cyi,  \  =  0 


(/,  k,J,s  =  l---r) 

befriedigt  sind,  so  stehen  die  r  linearen  homogenen  infinitesi- 
malen Transformationen: 


df 

(/t  =  1 


kj 

paarweise  in  den  Beziehungen: 

r 
(Ej  Ek)  =  ^s  Cjks  •  E,  f  (e,i=l...r) 

1 

tmd  erzeugen  daher  eine  lineare  homogene  Gruppe.  Sind  die 
Ciks  insbesondere  so  beschaffen,  dass  nicht  alle  r-reihigen  De- 
terminanten verschwinden,  deren  Horizontalreihen  die  Form 
haben: 

I  Cjik  Cj2k  ■  ■  •  Cjrk  I  0',  i  =  1  •  •  .  r), 

*)  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Nat.  Bd.  1,  S.  192,  Christiania  1876. 
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SO  sind  E^f-  •  •  Erf  luiahliängige  infinitesimale  Transformationen 
und  erzeugen  eine  r-gliedrige  Gruppe,  deren  Zusammensetzung 
durch  das  System  der  Ciks  bestimmt  wird,  und  welehe  Iceine  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformation  enthält.  In  allen 
andern  Fällen  hat  die  von  E^f-  •  ■  Erf  erzeugte  Gruppe  weniger 
als  r  Parameter. 

§  81.         ' 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  legen  die  Vermuthung 
nahe,  dass  überhaupt  jedes  System  von  Ciks,  welches  die  Relationen  (5) 
befriedigt,  die  Zusammensetzung  gewisser  r-gliedriger  Gruppen  dar- 
stellt. Diese  Vermuthung  entspricht  der  Wahrheit,  es  gilt  wirklich 
der  folgende 

Satz  1.  Besitzen  die  Constanten  c^s  («.  ^-, « =  i  •  •  •  r)  solche  Werthe, 
dass  die  Eelationen: 

Ciks  +  Ckis  =  0 


(5) 


^  I  Cikv  Cyjs  +  Ckjv  Cris  +  Cjiv  Crks    \  =  0 


{i,k,j,s^l---r) 

erfüllt  sind,  so  giebt  es  stets  in  einem  Baume  von  geeigneter  Bimenslonen- 
zahl  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  X^f  -  •  -  Xrf,  welche 
paarweise  in  den  Beziehungen 


(Xi  Xk)  =  ^s  Ciks  •  Xsf 


stehen  und  daher  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dks 
erzeugen. 

Wir  unterdrücken  den  Beweis  für  diesen  wichtigen  Satz  einst- 
weilen, um  nicht  zu  weit  abschweifen  zu  müssen,  und  werden  diesen 
Beweis  erst  im  nächsten  Abschnitte  bringen.  Doclj  werden  wir  natürlich 
bis  dahin  von  dem  Satze  so  wenig  als  möglich  Gebrauch  machen. 

Aus  dem  Satze  1  geht  hervor,  dass  der  Inbegriff  aller  möglichen 
Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Gruppen  durch  den  Inbegriff  aller 
Systeme  von  Ciks-,  welche  die  Gleichungen  (5)  befriedigen,  dargestellt 
wird.  Kennt  man  alle  solchen  Systeme  von  Ca«,  so  kennt  man  damit 
zugleich  alle  Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Gruppen. 

Nun  aber  giebt  es,  wie  wir  auf  S.  291  gesehen  haben,  im  All- 
gemeinen unendlich  viele  Systeme  von  Cik»,  welche  ein  und  dieselbe 
Zusammensetzung  darstellen;  ist  ein  System  von  dks  gegeben,  das  eine 
Zusammensetzung  darstellt,  so  findet  man  alle  Systeme  dks,  welche 
dieselbe  Zusammensetzung  darstellen,  vermittelst  der  Gleichungen  (4), 
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unter  den  Ihj  willkürliche  Parameter  verstanden.  Wenn  man  daher 
alle  Systeme  von  C/a-,  kennt,  welche  den  Gleichungen  (5)  genügen,  so 
bedarf  es  noch  einer  besonderen  Untersuchung,  um  festzustellen,  welche 
von  diesen  Systemen  verschiedene  Zusammensetzungen  darstellen.  Um 
diese  Untersuchung  durchführen  zu  können,  müssen  wir  zunächst  die 
Gleichungen  (4)  etwas  näher  betrachten. 

Sehen  wir  für  den  Augenblick  davon  ab,  dass  die  Ciu  durch 
Relationen  verknüpft  sind;  betrachten  wir  vielmehr  die  Ciks  und  ebenso 
die  c'iks  als  von  einander  unabhängige  Veränderliche.  Es  wird  sich 
zeigen,  dass  bei  Zugrundelegung  dieser  Auffassung  die  Gleichungen 
(4)  eine  continuirliche  Transformationsgruppe  in  den  Veränderlichen 
dks  und  mit  den  Parametern  Ihj  darstellen. 

Um  die  eben  behauptete  Eigenschaft  der  Gleichungen  (4)  zu  be- 
weisen, werden  wir  direkt  zwei  Transformationen  (4)  oder,  was  das- 
selbe ist,  zwei  Transformationen: 

r  !•• -r 

(3)  ^7t  hjis  Cikit  =    ^^   llij  Ihn  Cjns 

1  j  yt 

{i,k,  3  =  1  •  •  •  r) 

nach  einander  ausführen. 

Zuerst  gehen  wir  also  vermöge  der  Transformation  (3)  von  den 
dks  zu  den  clks  über  und  sodann  von  den  c'iks  zu  den  c/I-,  vermöge  der 
Transformation: 

r  l--r 

(3')  ^n  h'ns  Cikrt  =  ^   /*0"  ^^kn  Cjns- 

1  j  rt 

Auf  diese  Weise  erhalten  wir  eine  neue  Transformation,  deren 
Gleichungen  sich  ergeben,  wenn  die  clus  aus  (3)  und  (3')  weggeschafft 
werden.    Zu  beweisen  ist,  dass  diese  neue  Transformation  die  Form  hat: 

(3  ")  ^7t   hrts  Cikrt  =  ^^    f^ij  "'kit  Cjjis  y 

1  ?7t 

wo  die  h"  Functionen  der  Ji  und  der  /^'  allein  sind. 

Wir  multipliciren  (3')  mit  hga  und  summiren  nach  S]  dann  be- 
kommen wir: 


^    i^ns  'ha  Cikrt   —    ^    '^ij  i^kn  'ho  Cjj 

7t  S  j  n  S 

oder  wegen  (3): 

l-'-r  1- -r 

^     ri'rts  f^so  Cikrt  ==     ^    'hj  'hrt  '^jt  '^rtQ  Ctn 
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Das  ist  die  besprochene  neue  Transformation  5  sie  verwandelt  sich 
in  (3"),  wenn  gesetzt  wird:  ^ 

1 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Transformationen  (4)  wirklich  eine 
Gruppe  bilden. 

Wir  behaupten  nun,  dass  die  Transformationen  dieser  Gruppe 
das  Gleichungensystem  (5)  invariant  lassen. 

Es  seien  die  Ciks  ein  System  von  Constanten ,  welches  die  Relationen 
(5)  befriedigt,  welches  also  nach  Satz  1  die  Zusammensetzung  einer 
gewissen  r-gliedrigen  Gruppe  darstellt.  Dann  stellt,  wie  wir  wissen, 
das  System  der  clks)  welches  durch  die  Gleichungen  (4)  bestimmt  wird, 
ebenfalls  eine  Zusammensetzung  dar,  nämlich  dieselbe  Zusammen- 
setzung wie  jenes  System  der  d^'^  folglich  genügen  auch  die  c^s  Re- 
lationen von  der  Form  (5).  Die  Transformationen  (4)  führen  dem- 
nach jedes  Werthsystem  c^s,  welches  (5)  erfüllt,  in  ein  Werthsystem 
dies  von  derselben  Beschaffenheit  über,  das  heisst,  sie  lassen  das  System 
der  Gleichungen  (5)  invariant,  was  eben  unsere  Behauptung  war. 

Deuten  wir  nunmehr  die  r^  Yeränderlichen  Ciks  als  Punktcoordinaten 
in  einem  Räume  von  r^  Dimensionen. 

In  diesem  Räume  wird  durch  die  Gleichungen  (5)  eine  gewisse 
Mannigfaltigkeit  M  ausgeschieden,  welche  bei  den  Transformationen 
der  Gruppe  (4)  invariant  bleibt.  Jeder  Punkt  von  M  —  so  können 
wir  sagen  —  stellt  eine  Zusammensetzung  r-gliedriger  Gruppen  dar, 
und  umgekehrt  wird  jede  mögliche  Zusammensetzung  r-gliedriger 
Gruppen  durch  gewisse  Punkte  von  31  dargestellt.  Zwei  verschiedene 
Punkte  von  M  stellen  ein  und  dieselbe  Zusammensetzung  dar,  wenn 
es  in  der  Gruppe  (4)  eine  Transformation  giebt,  welche  den  einen 
Punkt  in  den  andern  überführt. 

Ist  daher  P  irgend  ein  Punkt  von  ilf,  so  fällt  der  Inbegriff  aller 
Lagen,  welche  P  bei  den  Transformationen  der  Gruppe  (4)  annimmt, 
zusammen  mit  dem  Inbegriff  aller  Punkte,  welche  dieselbe  Zusammen- 
setzung darstellen  wie  P.  Wir  wissen  von  früher  her  (Kap.  14,  S.  225), 
dass  dieser  Inbegriff  von  Punkten  eine  bei  der  Gruppe  (4)  invariante 
Mannigfaltigkeit  bildet  und  zwar  eine  sogenannte  kleinste  invariante 
Mannigfaltigkeit. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  folgendes  Verfahren  einzuschlagen 
hat,  um  alle  verschiedenen  Zusammensetzungen  r-gliedriger  Gruppen 
zu  finden: 

Man  bestimme  alle  auf  M  gelegenen  kleinsten  Mannigfaltigkeiten, 
welche  bei  der  Gruppe  (4)  invariant  bleiben;  divS  jeder  solchen  Mannig- 
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faltigkeit  wähle  man  irgend  einen  Punkt  Ciks'-  die  Wertlisysteme  C/^,, 
welche  zu  den  gewählten  Punkten  gehören/  stellen  dann  alle  verschie- 
denen Zusammensetzungen  r-gliedriger  Gruppen  dar. 

Da  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (4)  vorliegen,  so  ist 
die  Bestimmung  der  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten  als  eine 
ausführbare  Operation  zu  betrachten;  sie  erfordert  blos  die  Auflösung 
algebraischer  Gleichungen. 

Wir  haben  hiermit  das 

Theorem  53.  Die  Bestimmung  aller  wesentlich  verschiedenen 
Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Grui^pen  erfordert  hlos 
algebraische  Operationen. 

§  82. 

Es  sei  jetzt  XJ-  •  •  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  von  der  Zu- 
sammensetzung: 

r 

(Xi  Xjc)  =^«  ^iks  '  Xsf. 

1 

Ferner  sei  Y^f  -  •  •  Yr-qf  eine  (r  —  g)-gliedrige  mit  der  Gr  isomorphe 
Gruppe  und  zwar  eine  meroedrisch  isomorphe,  so  dass  also  q  grösser 
ist  als  Null.  Diese  zweite  Gruppe  wollen  wir  kurz  mit  Gr-q  bezeichnen. 
Die  beiden  Gruppen  seien  in  der  auf  S.  292  u.  293  angegebenen  Weise 
isomorph  aufeinander  bezogen;  in  der  Gr—g  seien  also  r  infinitesimale 
Transformationen  "Q^f  •  •  •  g^/*  ausgewählt,  welche  in  den  Beziehungen 

mim=^sc,,.-%f 
1 

stehen,  dabei  seien  ^if-  •  •  ^r-qf  von  einander  unabhängig,  dagegen 
Dr-j+i/'-  •  •  ^rf  durch  die  Identitäten: 

(8)  ^r-qW=d,l'dlf+  ■•'+  d,,r-q-dr-J 

ik=l.-.q) 

definirt. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  offenbar: 

(a/,  5)._,H.,/-^.  d,,  ?),/)  =  0 

U  =  l---r,   k  =  l..-q), 

oder 

r        ,  r-q  . 

^  I  Cy,  r-q-\-k,  s  —^'  dk^  ^Ms      ^JeEEO. 

Ersetzen  wir  hier  ^r-q+if-  -  '"^rf  durch  ihre  Werthe  (8),  so  er- 
halten wir  lineare  Relationen  zwischen  Di/'---  %—qf\  solche  Relationen 
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können  aber  offenbar  nur  dann  bestehen,  wenn  die  Coefficienten  jedes 
einzelnen  ^^f  -  •  •  ^r—qf  den  Werth  Null  besitzen. 

Aus    dem  Verschwinden   dieser    Coefficienten   folgt,   dass   die    rq 
Ausdrücke 

(^Q  .  r       r  r—q  . 

Xjff    Xr—q^lf  —   ^/<   dk/i,  ^/iifj  =     y^f  I  ^J,  r-q+k,  s    —  ^/t  clk^i  Cj^^g  \  ^sf 

aus  den  q  infinitesimalen  Transformationen 

r—q 
(9)  Xr-q+k  f  — ^*  ^k^^  '^,uf  (k=l-  ..q) 


allein  linear  abgeleitet  werden  können.  Anders  ausgesprochen:  die 
q  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  (9)  erzeugen  eine 
{2-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  X^f-  •  •  Xrf. 

Theorem  54.  Ist  die  (r  —  q)-gliedrige  Gruppe  Y^f  •  •  •  Yrf 
isomorph  mit  der  r-gliedrigen:  X^f  ■  •  •  Xrfj  und  sind  ^J-  •  •  '^rf 
solche  infinitesimale  Transformationen  der  (r  —  q)-gliedrigen 
Gruppe,  dass  erstens  ^if '  •  •  ^r-qf  von  einander  unabhängig 
sind,  während  fjr—q^i-'-^rf  sich  aus  ^if--'^r-qf  linear  ab- 
leiten lassen: 

%-q^-kf  EEE  4l  •  Sl/"  H h    4,  r-q  •  dr-q  f  {k^l.   ..q) 

und  dass  zweitens  mit  den  lielationen 

r 

{Xi  Xk)  ==  ^s  Ciks  •  X,^f 
1 
zugleich  die  analogen  lielationen 

1 

bestehen,  so  erzeugen  die  q  infinitesimalen  Transformationen: 

Xr—q-\-kf  —    dkl'  X^f •   •   •  dk,  r—q'  Xr—qf  {k  =  l  ■  ■  ■  q) 

eine  q-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  X^f-'-Xrf. 
Die  Gr'.  XJ-  '  •  Xrf  und  die  Gr—q.  Y^f  -  •  ■  Yr-qf  sind,  wie  wir 
wissen,  isomorph  auf  einander  bezogen,  wenn  wir  jeder  infinitesimalen 
Transformation  von  der  Form:  e^X^f  +  -  •  • -\- CrXrf  die  infinitesi- 
male Transformation: 

r—q     (  q 


zuordnen. 


1  1^1  ) 
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Bei  dieser  Zuordnung  sind  offenbar  diejenigen  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gr,  welche  der  ^'-gliedrigen  Gruppe  (9)  ange- 
hören, die  einzigen,  denen  identisch  ^  verschwindende  infinitesimale 
Transformationen  der  Gr-q  entsprechen.  Folglich  entspricht  im  All- 
gemeinen jeder  eingliedrigen  Untergruppe  der  Gr  eine  ganz  bestimmte 
eingliedrige  Untergruppe  der  Gr-q,  nur  den  eingliedrigen  Untergruppen 
der  Gruppe  (9)  entsprechen  keine  eingliedrigen  Untergruppen  der 
Gr-q,  die  zugeordneten  eingliedrigen  Gruppen  reduciren  sich  nämlich 
auf  die  identische  Transformation.  Umgekehrt  entsprechen  ein  und 
derselben  eingliedrigen  Untergruppe  ^h^\f -\-  '  '  •  -\-h—q'^r—qf  der 
Gr—q  im  Ganzen  00*?  verschiedene  eingliedrige  Untergruppen  der  G^ 
nämlich  alle  von  der  Form: 

r—q  q  ,  r—q  . 

^  h-  X,f  +2-  A,      Xr-,+j  f  -^,  d,,  ■  X,f\  , 

1  1  v  1  i 

wo  X^'  •  '  Iq  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Ein  gewisses  Entsprechen  findet  nun  überhaupt  zwischen  den 
Untergruppen  der  Gr  und  der  Gr—q  statt. 

Erzeugen  irgend  m  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen 

l^a  -XJ-l h   lur  '  Xrf  (A*  =  1  .  .  •  m) 

der  Gr  eine  m-gliedrige  Untergruppe,  so  erzeugen  offenbar  die  m 
infinitesimalen  Transformationen 

^7  U  ■  W  =^  {  U  +  ^1 1,, .-,+;  dj^  ]  %f 
1  1      '^  1  > 

(,u  =  1  •  •  •  vi) 

eine  Untergruppe  der  Gr—q.  Diese  Untergruppe  ist  höchstens  m-gliedrig, 
sie  ist  insbesondere  nullgliedrig,  das  heisst,  sie  besteht  nur  aus  der 
identischen  Transformation,  wenn  jene  m-gliedrige  Untergruppe  der 
Gr  in  der  g-gliedrigen  Gruppe  (9)  enthalten  ist,  und  zwar  offenbar 
nur  in  diesem  Falle. 

Erzeugen  umgekehrt  irgend  m'  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen 

h^^  '  f)lf  +   •  •  ■   +   ^i",  ^-2  ■  ^r-qf  i^c  =  l--  ■  m) 

eine  m'-gliedrige  Untergruppe  der  Gr—q'.  Y^f  •  •  •  Yr—qf^  so  erzeugen 
stets  die  m'  infinitesimalen  Transformationen 

Z^,l  •  Xi/*  +   •  ■  •  +  ^n,  r—q  •  Xr—qf         (,«  =-  1  •  •  •  m') 

zusammen  mit  den  q  Transformationen 

Xr—q^k  f  dklX^f  —   •  •  •    dfc,  r—q  Xr—qf  (k  =  1  •  •  •  q) 

eine  (m' +  2)-gliedrige  Untergruppe  der  Gr. 
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Wir  sehen  hieraus,  dass  jeder  Untergruppe  der  Gr  eine  ganz  be- 
stimmte Untergruppe  der  Gr-q  entspricht,  welche  allerdings  unter 
Umständen  blos  aus  der  identischen  Transformation  besteht;  und  ferner, 
dass  jeder  Untergruppe  der  Gr-q  mindestens  eine  Untergruppe  der  Gr 
entspricht.  Kennen  wir  alle  Untergruppen  der  Gr  und  bestimmen 
wir  alle  ihnen  entsprechenden  Untergruppen  der  Gr—q ,  so  erhalten 
wir  alle  Untergruppen  der  Gr—q.     Es  gilt  also  der 

Satz  2.  Hat  man  eine  r-gliedrige  Gruppe,  von  der  man  alle  Unter- 
gruppen Icenntj  isomorph  auf  eine  (r  —  q)-gliedrige  Gruppe  hezogen,  so 
Icann  man  sofort  auch  alle  Untergruppen  der  (r  —  q)-gliedrigen  Gruppe 
angehen. 

Es  sei  Xj^f-'-  Xrf  oder  kurz  Gr  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der 
Zusammensetzung:  ^ 

(Xi  Xk)  =  ^s  Cjjcs  •  Xsf. 

1 

Wir  wollen  untersuchen,  welche  verschiedenen  Zusammensetzungen 
eine  mit  der  Gr  meroedrisch  isomorphe  Gruppe  haben  kann. 

Bis  jetzt  wissen  wir  nur  Folgendes:  Lässt  sich  die  Gr  auf  eine 
(r  —  2)-gliedrige  Gruppe  isomorph  beziehen,  so  giebt  es  in  der  Gr 
eine  ganz  bestimmte  g-gliedrige  invariante  Untergruppe,  welcher  in 
der  (r  —  g)-gliedrigen  Gruppe  die  identische  Transformation  entspricht. 
Wir  behaupten  nun,  dass  sich  dieser  Satz  folgendermassen  umkehren 
lässt:  Enthält  die  Gr  eine  g-gliedrige  invariante  Untergruppe,  so 
giebt  es  stets  eine  (r  —  g)-gliedrige,  mit  der  Gr  isomorphe  Gruppe 
Gr—q,  welche  sich  derart  isomorph  auf  die  Gr  beziehen  lässt,  dass  der 
g-gliedrigen  invarianten  Gruppe  der  Gr  innerhalb  der  Gr—q  die  identische 
Transformation  entspricht. 

Der  Bequemlichkeit  wegen  denken  wir  uns  die  r  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  •  •  Xrf  so  gewählt,  dass  Xr—q^if 
•  •  •  Xrf  die  bewusste  invariante  Untergruppe  der  Gr  erzeugen.  Dann 
kommt  unsere  Behauptung  offenbar  darauf  hinaus,  dass  es  in  irgend 
welchen  Veränderlichen  y^,  y^  '  '  'y  ^  infinitesimale  Transformationen 
?)i/^' •  •  ?)^/^  giß^t,  welche  die  folgenden  beiden  Bedingungen  erfüllen: 
erstens  müssen  ^r—q+if  •  •  •  'Qrf  identisch  verschwinden,  während 
Vif'  '  •  Vr—qf  von  einander  unabhängig  sind  und  zweitens  müssen  die 
Relationen 

(10)  (g,  D,)  =  Cai'dif+  ■"  +  Cikr'drf         (.^=l---r) 

identisch  bestehen. 

Da  Xr—q-{.if'-'Xrf  ciuc  in  der  Gr  invariante  Untergruppe  er- 
zeugen, so  sind  alle  c,h,  C/a2  •  •  •  Cjk^r—q  gleich  Null,  in  denen  wenigstens 
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einer  der  beiden  Indices  i  und  h  grösser  ist  als  r  —  q.  Setzen  wir 
demnach  in  den  Relationen  (10)  die  infinitesimalen  Transformationen 
Sr-^+i/*- •  •  Dr/"  sämmtlich  gleich  Null,  so  werden  alle  Relationen,  in 
denen  i  und  Ic  nicht  beide  kleiner  sind  als  ^  —  g  +  1 ,  identisch  be- 
friedigt  und    wir    behalten    blos    die    folgenden    Relationen    zwischen 

(11)  (di  dk)  =  C,H  .§),/•+   .  .  .   +  C,,,  ._,.?),_/         (/,.  =  1  .  ...-,). 

Es  braucht  daher  nur  bewiesen  zu  werden,  dass  es  r  —  q  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  ^J-  ■  •  fjr-qf  giebt,  welche 
durch  die  Relationen  {11)  verknüpft  sind  oder,  was  dasselbe  ist:  dass 
es  eine  (r  —  g)-gliedrige  Gruppe  giebt,  deren  Zusammensetzung  durch 
das  System  der  Constanten  Ca-s  ir,i;s  =  i . . -r-q)  dargestellt  wird. 

Um  das  zu  beweisen,  gehen  wir  davon  aus,  dass  für  i,h,j  =  \-"r  —  q 
die  Jacobische  Identität: 

((X,  X,)  Z,)  +  ((X.  X,)  X,)  +  ((X,  X,)  X,)  =  0, 
besteht,  die  sich  auch  schreiben  lässt: 

r—q    t 

^.    Ca,  (X,  X,)  -f  c,j,  (X,,  X,:)  +  0/,  (X^  X,)    + 

+^  (^^-5+^A     ^ik,  r-q+n  Xjf  +   C;,-,  ,_,^+^  Xif  +   Cji,  r-q+7t  Xkf\   =  0. 

Entwickeln  wir  hier  die  linke  Seite  vollständig  und  berücksichtigen, 
dass  die  Coefficienten  von  Xj /•••  X,_^ /^  verschwinden  müssen,  so  erhalten 
wir  zwischen  den  Constanten  Ca,,  welche  in  (11)  vorkommen,  die 
folgenden  Relationen: 

^j*-  j  Cik/j.  Cjiijv  -\-  Cfcjjii  Cuiv  -\-  Cjif_,  Ci,]cv  i    ==  0 

Dieselben  zeigen,  dass  die  dks  ii,hs,  =  i. . .  r-q)  eine  Zusammensetzung 
in  dem  früher  definirten  Sinne  bestimmen.  Wie  S.  297  bemerkt 
wurde,  giebt  es  ja  sicher  (r  —  2)-gliedrige  Gruppen,  deren  Zusammen- 
setzung durch  die  c^s  {i,k,s  =  i. . .  r-q)  bestimmt  wird. 

Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung  bewiesen.  Nehmen 
wir  noch  hinzu,  was  wir  schon  vorher  wussten,  so  erhalten  wir  den*) 

*)  Wir  zeigen  später,  dass  der  citirte  Satz  1,  S.  297  für  die  Entwickelungen 
des  Textes  keineswegs  unentbehrlich  ist.  Vgl.  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Nat. 
Bd.  10,  S.  357  Christiania  1885. 
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Satz  3.    Kennt  man  alle  invarianten  Untergruppen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f- ' -Xrf: 

{Xj  Xk)  =  ^s  Cjks  '  Xsfj 

1 
so  kann  man  alle  Zusammensetzungen  angehen,  tvelche  eine  mit  der  Gruppe 
X^f'  '  ■  Xrf  meroedrisch  isomorphe  Gruppe  haben  hann. 

Um    die    betreffenden    Zusammensetzungen    wirklich    aufzustellen, 
muss  man  folgendermassen  verfahren: 

Erzeugen  die  q^O  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
^^a  •  Xi/"  +  •  •  •  +  g^,r  •  Xrf      0^  =  1  • . .  9) 
eine  g-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe:    XJ'---Xrf,  oder 
kurz  Gr,  so  setze  man: 

9,1'dlf-] \-9,.r-drf-0  (..=^1...,), 

löse  nach  q  von  den  r  Ausdrücken  "^J'-^rf  auf  und  eliminire 
darnach  dieselben  aus  den  Relationen: 

Zwischen  den  r  —  q  übriggebliebenen  der  Ausdrücke  '^jj-  ■  ■  '$jj  erhält 
man  dann  Relationen,  welche  die  Zusammensetzung  einer  (r  —  q)- 
gliedrigen  mit  der  G,.  isomorphen  Gruppe  definiren.  Verfährt  man  in 
dieser  Weise  bei  jeder  einzelnen  invarianten  Untergruppe  der  Gr,  so 
erhält  man  alle  die  gewünschten  Zusammensetzungen. 

Da  jede  Gruppe  ihre  eigene  invariante  Untergruppe  ist,  so  er- 
giebt  sich,  dass  zu  jeder  r- gliedrigen  Gruppe  Gr  eine  meroedrisch 
isomorphe  Gruppe  existirt,  die  Gruppe  nämlich,  welche  von  der 
identischen  Transformation  gebildet  wird.  Ist  die  G,.  einfach  (vgl. 
Kap.  15,  S.  264),  so  ist  offenbar  die  identische  Transformation  die 
einzige  mit  ihr  meroedrisch  isomorphe  Gruppe. 

§  83. 
Wir  betrachten    in  diesem  Paragraphen  einige  wichtige  Fälle,  in 
denen  Gruppen  auftreten,  die  zu  einer  vorgelegten  Gruppe  isomorph  sind. 
Die  r-gliedrige  Gruppe: 


XA/=^fo(^,---x„)|f    (* 


■  r) 


des  Raumes  x^^  -  •  -  Xn  sei  imprimitiv  und  es  sei: 

Wl(^l  •  •  •  ^rO  =  COnst.,   •  •  •  Un-q  (^j  '  •  '  Xn)  ==  COUSt. 

eine  bei  der  Gruppe  invariante  Zerlegung  des  Raumes  in  oo«-?  g-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten. 

Theorie  der  Transformationsgruppen,  20 
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Nach  Kap.  13,  S.   222  befriedigen  die  n~q  von  einander  unab- 
hängigen Functionen  w^  •  •  •  ii^^^  Relationen  von  der  Form: 

Xk  Uy  =  Okv  («*i  •  •  •  l^n—^  (i  =  1  .  •  .  ;•,    r  =  1  .  .  .  n—q) ; 

es  stellen  daher  die  r  Ausdrücke: 

^  ^^-^v  l^  =^^  O^Av  («,   •  •  •  lin-,)  ^—   =  X,f 
1  *'  1  " 

(A-  =  1  .   .   .  7) 

ebensoviele    infinitesimale    Transformationen    in    den    Veränderlichen 
u^'  •  •  Un-q  dar.    Wir  behaupten,  dass  XJ-  •  •  Xrf  eine  mit  der  Gruppe 
Xj/"-  •  •  Xrf  isomorphe  Gruppe  erzeugen. 
Zum  Beweise  bilden  wir: 

n — q 

—  8/ 


X,.(X.(/))-X.(X,(/-j)  =^(X,»,,-  X,»,,,)  ^ 

n — q 

1  ' 

nun  ist: 

X;  (X,.(/))  -  X,  (X,.(/-))  =^  c,,,,.X/, 

1 
oder,  wenn  wir  Uy  an  Stelle  von  f  einsetzen: 

r  r 

Xi  CDj,y  —  Xk  COiv  =^f  (^iks-  XsUr  ==  ^s  Ciks  «„•  , 
1  l 

also    ergiebt    sich    durch    Einsetzung    des    gefundenen    Werthes    von 

Xi  COkv  —  Xk  COiv  ' 

MMf))  -  XiXif))  =  y^s  y.  Ca.  CO..  # 


du/ 
1       1 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

(X,X,)  =^.c,,,.X/-. 

1 

Das  aber  war  zu  beweisen. 

Die  Gruppe  X^  f  ■••  Xrf  hsit  eine  sehr  einfache  begriffliche  Be- 
deutung. 

Aus  der  Definition  der  Imprimitivität  folgt,  dass  der  Inbegriff  der 
oo"-^  Mannigfaltigkeiten  ti^  =  const.,  •  •  •  Un—q  ==  const.  bei  der  Gruppe 
X^f  •  '  '  Xrf  invariant  bleibt,  dass  also  bei  jeder  Transformation  dieser 
Gruppe  die  oo«— 2  Mannigfaltigkeiten  unter  einander  vertauscht  werden. 
Folglich  entspricht  jeder  Transformation  der  Gruppe  X^f-  -  -  Xrf  eine 
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gewisse  Vertauschung  unserer  oo»»-?  Mannigfaltigkeiten  oder,  was  das- 
selbe ist,  eine  Transformation  in  den  n  —  q  Veränderlichen  u^-'-Un-^. 
Es  ist  klar,  dass  der  Inbegriff  aller  so  erhaltener!  Transformationen 
in  den  Veränderlichen  u  eine  Gruppe  bildet,  eben  die  von  XJ-"Xrf 
erzeugte  Gruppe. 

Natürlich  braucht  die  Gruppe  XJ---  Xrf  nicht  holoedrisch 
isomorph  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  zu  sein,  sie  ist  aber  offenbar 
nur  dann  meroedrisch  mit  ihr  isomorph,  wenn  es  unter  den  infinitesi- 
malen  Transformationen  e^XJ -] +  e^X/' wenigstens  eine  giebt, 

welche  identisch  verschwindet,  ohne  dass  e^-  -  -  er  sämmtlich  null  sind, 
wenn  also  wenigstens  eine  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
^1^1/  +  •  •  •  +  CrXrf  jede  einzelne  unserer  oo''-i  Mannigfaltigkeiten 
invariant  lässt. 

Wir  haben  also  den 

Satz  4.  Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  XJ'--- Xrf  des  Raumes  x^---  Xn 
imprimitiv  und  stellen  die  Gleichungen: 

Ul  (^1  •  •  •  Xn)   ==  COnst.,    •  •  .   Un-q  (x^^  ■  •  •  Xn)  =  CODSt. 

eine  hei  der  Gruppe  invariante  Zerlegung  des  Raumes  in  c»«-?  q-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigleiten  dar^  so  erzeugen  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

2'  ^'''^  ä^  ==2'  '^"'  ^''' ' '  *  ''''-'^  'dir  =  ^'f 

(i  =  1  .  .  •  r) 

in  den  Veränderlichen  u^  ■  -  -  u^-q  eine  mit  der  Gruppe  XJ-'-Xrf 
isomorphe  Gruppe,  die  angieht,  in  welcher  Weise  die  cx)"-^  Mannigfaltig- 
keiten hei  den  Transformationen  der  Gruppe  X^f  -  -  •  Xrf  unter  einander 
vertauscht  werden.  Gicht  es  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
^1  -^1 /'+•••  +  <?r  ^rf  gerade  r  —  q  unabhängige,  ivelche  jede  einzelne 
der  oo^'-'i  Mannigfaltigleitcn  invariant  lassen,  so  ist  die  Gruppe  XJ-'-Xrf 
hlos  Q-gliedrig. 

Bei  Benutzung  des  Theorems  54,  S.  301,  erhalten  wir  noch  den 
Satz  5.     Ist  die  Gruppe  XJ---  Xrf  des  Raumes  imprimitiv  und  ist 

U^  (^1  •  •  •  Xn)  =  COnst.,   .  •  •   Un-q  (x^  -  •  ■  X^)  ==  COUSt. 

eine  hei  der  Gruppe  invariante  Zerlegung  des  Raumes  in  oo«-^  q.fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigheiten,  so  erzeugt  der  Inbegriff  aller  infinitesimalen 
Transformationen  e^XJ  +  ^  -  ■  -\-  CrXrf,  ivelche  jede  einzelne  dieser 
Mannigfaltiglceiten  stehen  lassen,  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe 
XJ-'-Xrf 

20* 
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Betracliten  wir  jetzt  eine  beliebige  r-gliedrige  Gruppe  X^f--  •  Xrfj 
welche  eine" Mannigfaltigkeit  des  Raumes  x^  •  -  -  Xn  invariant  lässt. 

Nach  Kap.  14-,  S.  233  werden  die  Punkte  dieser  Mannigfaltigkeit 
ihrerseits  durch  eine  Gruppe  transformirt,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen sofort  angegeben  werden  können,  wenn  die  Gleichungen 
der  Mannigfaltigkeit  in  aufgelöster  Form  vorliegen.  Lauten  nämlich 
die  Gleichungen  der  Mannigfaltigkeit  folgendermassen : 

und  werden  Xn-m-\-i  •  •  •  ^n  als  Coordinaten  für  die  Punkte  der  Mannig- 
faltigkeit gewählt,  so  besitzen  (vgl.  Kap.  14,  S.  234)  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  betreffenden  Gruppe  die  Form: 

X-kf  =  ^jii  ^k,n—m+fi  {fpi  '  '  '  ^n—my    ^n— m+1  *  *  "  ^n)  "ö"  — " 

1 

(fc  =  l...r). 

Dabei  bestehen,  wie  wir  damals  bereits  nachgewiesen  haben,  die 
Relationen : 

r 

(XiX,)=^sCas'Xsf- 
1 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  die  Gruppe  ~XJ-  •  ■  X^f  mit  der  Gruppe 
Xi/"- ••  X^/"  isomorph  ist;  sie  ist  insbesondere  meroedrisch  isomorph 
mit  ihr,  wenn  es  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 

e,-XJ+---  +  er'Xrf 
wenigstens  eine  giebt,  welche  identisch  verschwindet,  wenn  also  wenigstens 
eine  unter  den  infinitesimalen  Transformationen  e^XJ'  +  -  -  -{-  c^Xrf 
jeden  einzelnen  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  stehen  lässt. 

Somit  können  wir  das  Theorem  40  in  Kap.  14,  S.  233  folgender- 
massen ergänzen: 

Satz  6.  Lässt  die  r-gliedrige  Gruppe  XJ--  •  Xrf  in  den  Veränder- 
lichen x^-  '  ■  Xn  die  Mannigfaltigleit 

■invariant j  so  erzeugen  die  verlcürden  infinitesimalen  Transformationen 

Xkf  =  ^^'  5/fc,  n—m-\-n  (fpi   '  '  '  ^n—m  ,    OCn—m-\-l  '  '  ■  ^n)    "o^  " ' 

(Ä;  =  1  •  •  •  r) 

in  den  Veränderlichen  Xn-m+i  -  -  '  ^n  eine  mit  der  r-gliedrigen  isomorphe 
Gruppe,  die  angieht,  in  ivelcher  Weise  die  PunJcte  der  Mannigfaltigkeit 
von  den  Transformationen  der  Gruppe  XJ-  ■-  Xrf  unter  einander  ver- 
tauscht werden.     Giebt   es   unter   den    infinitesimalen    Transformationen 
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ß  X  f-\ \-  Cr  Xrf  gerade  r  —  q  unahMngige,  welche  jeden  einzelnen 

FiinU  der  Mannigfaltigheü  invariant  lassen,  so  ist  die  Gruppe  XJ---  Xrf 
hlos  Q-gliedrig. 

Ausserdem  gilt  natürlich  auch  der 

Satz  7.  Lässt  die  r-gliedrige  Gruppe  XJ  •  •  •  Xrf  des  Baumes 
x^-  •  '  Xn  eine  Mannigfaltigkeit  invariant,  so  erzeugt  der  Inbegriff  aller 
infinitesimalen  Transformationen  e^XJ  +  ■  ■  -  +  er  Xrf,  welche  jeden 
einzelnen  FunU  dieser  MannigfaltigJceit  stehen  lassen,  eine  invariante 
Untergruppe  der  r  - gliedrigen. 

Es  sei 

1 

eine  r-gliedrige  intransitive  Gruppe  des  Bn  und  zwar  eine,  welche  nur 
eine  discrete  Anzahl  von  invarianten  Untergruppen  enthält. 
Das  vollständige  System,  welches  von  den  Gleichungen 

XJ=0,--'    Xrf=0 

bestimmt  wird,  ist  unter  diesen  Voraussetzungen  ^-gliedrig,  wo  q<n, 
und  besitzt  n  —  q  unabhängige  Lösungen.  Wir  können  uns  daher  die 
Veränderlichen  x^  •  •  ■  Xn  von  vornherein  so  gewählt  denken,  dass 
Xq^i-'-Xn  Lösungen  des  vollständigen  Systems  sind;  thun  wir  das, 
so  verschwinden  wegen  ^k,  q-i-j  =  XkXq^j  alle  ik,q+i  ■  •  •  ikr- 

Offenbar  bleibt  jetzt  jede  der  oo"-«  g-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten 

Xq^l  =  Ö5+I?   •  •  '   Xn  ==  an 

bei  der  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf  invariant;  dafür  werden  aber  ihre  Punkte 
unter  einander  vertauscht  und  zwar  nach  Kap.  14,  Seite  233  durch 
eine  Gruppe.  Wählen  wir  x^  •  -  Xq  als  Coordinaten  für  die  Punkte 
der  Mannigfaltigkeit,  so  werden  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  betreffenden  Gruppe: 

Xkf==^i  l>ki  (^1  •  •  •  ocq,   aq+1  "-an)  J^_ 

1 

(Ä  =  l---r). 

Ob  diese  Gruppe  r-gliedrig  ist  oder  nicht,  bleibt  vorläufig  un- 
gewiss, jedenfalls  ist  sie  mit  der  Gruppe  XJ  -  •  -  Xrf  isomorph. 

Ist  die  Gruppe  XJ  •  -  -  Xf  (>-gliedrig  (Q£r),  so  enthält  die 
Gruppe  XJ--' Xrf  eine  (r  —  (>)  -  gliedrige  invariante  Untergruppe, 
welche  jeden  einzelnen  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  ^^4.1  =  a^+i ,  •  •  • 
Xr,  =  an  stehen  lässt  (vgl.  Satz  6  und  7).  Diese  invariante  Unter- 
gruppe kann  sich  nicht  mit  den  Werthen  von  ß^+i  '  •  *  ^^  äudern,  sonst 
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müsste  es  in  der  Gruppe  XJ-^^X,.f  eine  continuirliche  Reihe  von 
invarianten  Untergruppen  geben,  was  unsrer  Voraussetzung  wider- 
spräche. Folglich  existirt  in  der  Gruppe  XJ-"X,.f  eine  (r  —  q)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe,  welche  alle  Punkte  einer  jeden 
der  oo"-'i  Mannigfaltigkeiten 

^Q+l  ==■"  ^q-\-l ,   '  •  •   00n  =  ün 

und  also  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  x^-'-Xn  stehen  lässt. 
Nun  aber  ist  die  identische  Transformation  die  einzige,  welche  alle 
Punkte  des  Raumes  x^ --  -  x»  in  Ruhe  lässt,  also  ist  r—Q  =  0  und 
()  =  r;  das  heisst,  die  Gruppe  Xj-'-Xfist  holoedrisch  isomorph 
mit  der  Gruppe  XJ'-  •  •  X^f. 
Demnach  gilt  der 

Satz  8.  Sind  X^f  ■  -  •  X,.f  tmahhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen einer  r-gliedrigen  intransitiven  Gruppe  mit  den  absoluten  Invarianten 
^i(^i  •  •  •  Xn) ,  ■ '  '  Slri-q(x^  '  '  '  Xn)j  und  giebt  es  in  dieser  Gruppe  nur 
eine  discrete  Anzahl  von  invarianten  Untergruppen ,  so  werden  die  FunJcte 
eines  jeden  invarianten  Gebietes:  Sl,  =  a,,  ^  •  •  Sl,-q  =  an-,  von  der 
Gruppe  XJ'-'Xrf  durch  eine  r-glicdrige,  holoedrisch  isomorphe 
Grupp  etransformirt. 

Kapitel   18. 

Endliehe  Gruppen,    deren   Transformationen  discrete   continuirliche 

Schaaren  bilden. 

Bisher  haben  wir  uns  nur  mit  endlichen  continuirlichen  Trans- 
formationsgruppen beschäftigt,  also  mit  solchen,  welche  durch  ein 
Gleichungensystem  von  der  Form 

^i   =  fi  (X^  ••    -  Xn,    a^-  '  '  ar)  {i  =  l...n) 

dargestellt  werden.  In  diesem  Kapitel  sollen  nun  auch  diejenigen  end- 
lichen Gruppen  kurz  behandelt  werden,  welche  sich  nicht  durch  ein 
einziges  Gleichungensystem,  sondern  erst  durch  mehrere  solche  dar- 
stellen lassen;  es  sind  das  die  Gruppen,  deren  wir  schon  in  der  Ein- 
leitung, Seite  7  Erwähnung  gethan  haben.*) 

Wir  denken  uns  also  eine  Reihe  von  Gleichungensystemen  von 
der  Form 

(1)  ^f^ff)(^^...^^^^^),..^,(>P  <;  =  i..,„, 

(A  =  l,2-..) 


*)   Lie,   Verhandlungen  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu  Cbristiania 
Nr.   12,  S.   1,  1883. 
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vorgelegt,  deren  jedes  eine  endliche  Zahl  n  von  willkürlichen  Parametern 
a^^^  •  •  •  drl  enthält,  und  wir  setzen  voraus,  dass  der  Inbegriff  aller 
Transformationen,  welche  durch  diese  Gleichungensysteme  dargestellt 
werden,  eine  Gruppe  bildet. 

Da  jedes  der  Gleichungensysteme  (1)  eine  continuirliche  Schaar 
von  Transformationen  darstellt,  so  besteht  unsere  Gruppe  aus  einer 
Anzahl  discreter,  continuirlicher  Schaaren.  Es  ist  klar,  dass  jede 
continuirliche  Schaar  von  Transformationen  unsrer  Gruppe  entweder 
mit  einer  der  Schaaren  (1)  zusammenfallen  oder  in  einer  dieser 
Schaaren  enthalten  sein  muss.  Selbstverständlich  setzen  wir  voraus, 
dass  keine  der  Schaaren  (1)  in  einer  der  übrigen  enthalten  ist. 

Es  ist  unsere  Absicht,  die  Grundzüge  einer  allgemeinen  Theorie 
der  eben  definirten  Art  von  Gruppen  zu  entwickeln,  doch  werden  wir 
der  Einfachheit  wegen  einige  Beschränkungen  einführen,  welche  übrigens 
nicht  als  wesentlich  zu  betrachten  sind. 

Erstens  machen  wir  die  Annahme,  dass  sich  die  Transformationen 
der  Gruppe  (1)  paarweise  als  inverse  zusammenordnen.  Wenn  daher 
die  Transformationen  der  Schaar 

sich  nicht  schon  paarweise  als  inverse  zusammenordnen,  so  soll  auch 
der  Inbegriff  der  zugehörigen  inversen  Transformationen  eine  Schaar 
bilden,  welche  der  Gruppe  angehört,  welche  also  unter  den  Schaaren 
(1)  enthalten  ist. 

Zweitens  setzen  wir  voraus,  dass  die  Anzahl  der  Schaaren  (1) 
endlich,  etwa  gleich  m  ist.  Wenn  jedoch  die  von  uns  abgeleiteten 
Sätze  auch  für  unendlich  viele  Schaaren  (1)  gültig  bleiben,  werden  wir 
gelegentlich  darauf  hinweisen. 

§  84. 

Zu  den  beiden  Voraussetzungen,  welche  wir  in  der  Einleitung 
des  Kapitels  über  die  Gruppe  (1)  gemacht  haben,  wollen  wir  vorläufig 
noch  die  dritte  hinzufügen,  dass  alle  Schaaren  der  Gruppe  gleichviele, 
etwa  r  wesentliche  Parameter  enthalten  sollen.  Im  nächsten  Paragraphen 
zeigen  wir,  dass  diese  dritte  Voraussetzung  aus  den  beiden  ersten  folgt 
und  daher  überflüssig  ist. 

Es  sei 

eine  der  m  Schaaren  von  oo^  Transformationen,  aus  denen  unsere 
Gruppe  besteht,  es  sei  also  7^  irgend  eine  der  Zahlen  1  •  •  •  m. 

Durch  Auflösung  der  eben  geschriebenen  Gleichungen  erhalten 
wir  eine  Schaar  von  Transformationen 


312  Kapitel  18,  §  84. 

Xi=  Ft\x^  •  •  •  Xn,    a^-  "  ür)  (t  =  l  •  •  •  «), 

welche  unter   den  gemachten   Voraussetzungen   ebenfalls   der    Gruppe 
angehört. 

Wenn  wir  daher  die  beiden  Transformationen 

^i  ==  -^/^'^  (^/  "  •  Xn,    «1   •  •  •  ür) 
ff  j.(k)  /  .     ,  (t  =  1  •  •  •  n) 

nach  einander  ausführen,  so  ergiebt  sich  wiederum  eine  Transformation 
unsrer  Gruppe,  nämlich  die  folgende: 

(2)   xr^  f^'\F^'  {x\  a)  .  . .  Ff  {x\  a),  a,  +  Ä, , . . .  a.  +  /..)    (,•=!. . .  „) 

Wir  entwickeln  hier  die  rechten  Seiten  nach  Potenzen  von  \'" h^ 
und  finden: 


/;'«(F"'(^»,a)+^Ä, 


'Sti'Hcc,  «)-i 


da 


+  ■■■, 


WO  alle  weggelassenen  Glieder  in  \-  ■  •  hr  von  der  zweiten  und  von 
höherer  Ordnung  sind.  Berücksichtigen  wir  aber,  dass  die  beiden 
Tran  sf orm  ationen 

Xi  =  Ft\x\  a),   xl  =  f^'\x,  a)       (/  =  i  •  •  • .) 

zu    einander  invers   sind,    setzen  wir   ausserdem  noch   zur  Abkürzung 

x=Fi^){x',a) 

SO  erkennen  wir,  dass  die  eben  gefundene  Transformation  die  folgende 
Gestalt  hat: 

4)  xr=^x:+^jhyrif{x',a)^ 

1 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  es  keine  von  x^  •  --  Xn    unabhängigen 
Functionen  x^(a)  •  •  •  ;^^(a)  giebt,  welche  die  n  Gleichungen 

r 

1 
identisch  befriedigen,   ohne   sämmtlich   zu   verschwinden.     Macht  mau 
nämlich  in  diesen  Gleichungen  die  Substitution  xl=fl^){x,  d),  so  er- 
hält man  die  Gleichungen 


r 
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welche  ebenfalls  identisch  befriedigt  sein  müssten;  das  aber  ist  nach 
Kap.  1,  Satz  1,  S.  13  unmöglich,  weil  die  Parameter  a^-  •  •  ar  in  den 
Transformationsgleichungen  x,.' =  fj^^  (x,  a)  wesentlich  sind. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

n 

(5)  ^-  %?^  «  •  •  •  ^n\    «1  •  •  •  Ö^r)  ^  (i=l  .  .  .r) 

1  * 

stets  von  einander  unabhängig  sind,  wenn  a^  ■  •  ■  ar  ein  Werthsystem 
von  allgemeiner  Lage  ist. 

Unter   %^  •  •  •  a/  wollen    wir   ein  Werthsystem   von    allgemeiner 
Lage  verstehen  und  wollen  setzen: 

indem  wir  der  Zahl  Je  den  besonderen  Werth  1  ertheilen.  Wir  werden 
zeigen,  dass  sich  alle  infinitesimalen  Transformationen  (5)  aus  den  r 
von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 


^/f  =^  ^Ji  K  •  •  •  ^n)  j~. 


df 

(;  -  1  •  •  •  r) 


linear  ableiten  lassen,  gleichgültig,  welche  der  Zahlen  1,  2  -  -  •  m  auch 
Ic  ist  und  welche  Werthe  auch  a,  •  •  •  a.  haben  mösfen. 

Der  Beweis  hierfür  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  den  Ent Wickelungen 
in  Kapitel  4,  S.  76  und  77. 

Wir  führen  zwei  Transformationen  unsrer  Gruppe  nach  einander 
aus,  nämlich  zuerst  die  Transformation 


(6)  xl'=x:+'^,}ij-h{^')  + 


{i=l  •  •  •  n), 


welche    aus    der    Transformation  (4)    hervorgeht,    wenn    h  =  \    und 


a,  =  a.^,  •  •  •  <7;.  =  ür^  gesetzt  wird;   sodann   aber  die   Transformation 


'1  ) 


^r=x;'+'^^.riJ^{a-\a)  + 


0  =  1  •••«), 


welche  ebenfalls  die  Form  (4)  besitzt.     Auf  diese  Weise  erhalten  wir 
die  folgende  unsrer  Gruppe  angehörige  Transformation: 

ocr  =  x{  +^j  hj .  I,,  (^0  +  ^j  ^j .  n^p  {x',  «)  +  ••• 
1  1 

(t  =  l...n), 

WO   die   weggelassenen   Glieder  in   den  2r  Grössen  \'  "hr,  Qi  -    •  Qr 
von  der  zweiten  und  von  höherer  Ordnung  sind. 


314  Kapitel  18,  §  84. 

Abgesehen  von  den  a  kommen  in  der  letzten  Transformation  2r 
willkürliche  Parameter  vor:  \-  •  -  /<,.,  q^  -  -  -  Qrj  während  doch  unsere 
Gruppe  nur  Transformationen  mit  r  wesentlichen  willkürlichen  Para- 
metern enthalten  kann.  Aus  dem  Satze  4  des  Kap.  3,  S.  65  geht 
somit  hervor,  dass  unter  den  2r  infinitesimalen  Transformationen:  (5) 
und  X^' f '  •  •  Xr  f  nur  r  von  einander  unabhängige  vorhanden  sein 
können.  Da  aber  X//*-  •  •  X/ f  von  einander  unabhängig  sind,  so 
müssen  sich  die  infinitesimalen  Transformationen  (5)  wirklich  aus 
X//*-  •  •  Xrf  linear  ableiten  lassen,  für  alle  Werthe  1,  2  •  •  •  m  von  h 
und  für  alle  Werthe  der  a. 

Durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Kap.  2,  S.  39  und  40  er- 
kennen wir  nunmehr,  dass  Identitäten  von  der  Form 

1  '         1 

(Ä  =  l..  .m,^  =  l  •••/■) 

bestehen,    wo    die    ^(^^    ganz   bestimmte    analytische    Functionen    von 
«1  •  •  •  a,-  sind. 

Erinnern  wir  uns  endlich  der  Gleichungen  (3),  welche  sich  offenbar 
auch  schreiben  lassen: 

rf  (/t')  {X,  «)  .  .  .  ff)  ix,  a),a,---  «,.)  =  ^^^ , 


J 


und  verbinden  wir  dieselben  mit  den  Identitäten: 

1 

SO  erhalten  wir  die  Identitäten: 

0)      -■■-a--;'-^  ^^ *jS(«.  •  •  •  "'•) •  ^.Afi'K^,  «)  •  •  •  /•,?'(*,  «)) 

1 

0'  =  1  •  •  •  /• ,  i  =  1  •  •  •  « ;  A,'  =:  1  •  •  •  iJi). 

Die  Functionen  ^^/  sind  hierbei  von  dem  Index  Je  unabhängig,  die 
^•2  dagegen  im  Allgemeinen  nicht. 
Wir  haben  also  das 
Theorem  55.     Stellen  die  m  GleicJmngensysteme 

X'.    =  ff^  (Xi   •  •  ■  Xn,    «1  •  •  •  ür)  (/  =  1  •  •  •  n) 

in  deren  jedem  die  r  Farameter  a^-  -  •  ür  tvesentlich  sind,  alle 
Transformationen  einer  Gruppe  dar  (und  lassen  sich  dabei 
alle  diese  Transformationen  paarweise  als  inverse  zusammen- 


Gruppen  mit  discreten  Schaaren  von  Transformationen.  315 

ordnen)"^),    so    gieht    es    r   unabhängige    infinitesimale    Trans- 
formationen 


^jf  =  2'  h  (-^1  •  •  •  ^n)  J^. 


df 

0  =  1  •••'■), 


welche  zu  dieser  Gruppe  in  solcher  Beziehung  stehen,  dass  jede 
Seh  aar 

Differentialgleichungen  von  der  Form 

C^O  -^    "".^  ^^^"^  K   •  •  •  (^r)  •  Im  {:JC^  '  '  '  X,^) 

^  l 

befriedigt 

Hieraus  folgt  zunächst,  nach  den  Theoremen  21,  24,  Seite  149 
und  158,  dass  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
X^f'-'Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Ferner  ist  klar,  dass  auf  jede  der  Schaaren  x!  =  fP'^{x,  d)  das 
Theorem  25  in  Kap.  9,  S.  160  Anwendung  findet:  es  kann  jede  Trans- 
formation xl  ==  fP'^iXj  a),  deren  Parameter  a^  •  ■  ■  ar  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  ä^  ■  ■  -  är  liegen,  dadurch  erhalten  werden,  dass  man 
zuerst  die  Transformation  Xi=  fß{x,  a)  ausfuhrt  und  sodann  eine  ge- 
wisse Transformation  der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f--  -Xrf. 

Da  nun  unsere  Gruppe  alle  Transformationen  von  der  Form  (6): 


xr=  xl  +  ^j  hj .  I,-,-  (x)  + 


('■=1 


enthält  und  da  eine  von  diesen  Transformationen,  nämlich  die  mit  den 
Parametern  \=0j  -  -  -  K  =  0,  die  identische  Transformation  ist,  so 
muss  die  identische  Transformation  in  einer  der  Schaaren  x/=  fl^\x,  a) 
vorkommen.  Folglich  ist  eine  unter  diesen  Schaaren  eben  die  r-gliedrige 
Gruppe  X^f '  ■•  Xrf.  Selbstverständlich  ist  das  die  einzige  r-gliedrige 
von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  Gruppe,  welche  in  der 
Gruppe  ip/ == /;w  (:r,  a)  enthalten  ist. 

Damit  haben  wir  das  fol^^ende  Theorem  gewonnen: 

Theorem  56.     Jede  Gruppe 

xl  =  fl^\x^  ■  '  -  Xa,    «1   •   •   •  a,)  {i  =  l...n) 

(Ä  =  1  •  •  •  m) 


*)  Das  Theorem  55  bleibt,  wie  man  leicht  erkennt,  noch  richtig,  wenn  die 
eingeklammerten  Worte  gestrichen  werden.  (Vergleiche  die  Entwickelungen  des 
Kapitels  2.) 
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von  der  im  vorigen  Theoreme  angegebenen  Beschaffenheit  ent- 
hält eine  und  nur  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  in- 
versen  Transformationen.  Biese  r-gliedrige  Gruppe  tvird 
erzeugt  von  den  im  vorigen  Theoreme  definirten  infinitesi- 
malen Transformationen  X^f'-'Xrf,  ihre  cx)''  Transformationen 
bilden  eine  der  m  Schaaren  Xi=ffi'^(x,  a)  und  stehen  ausserdem 
zu  jeder  der  übrigen  m  —  1  Schaaren  in  der  folgenden  Be- 
ziehung: Ist  Xi=fi^^^{Xy  a)  irgend  eine  Transformation  der 
Schaar  x/ =  f/-^^ (x ,  a) ,  so  kann  jede  andere  Transformation 
dieser  Schaar,  deren  Parameter  a^  •  •  •  a^  in  einer  gewissen  Um- 
gebung von  ci^'  '  •  är  liegen^  dadurch  erhalten  iverden,  dass  man 
zuerst  die  Transformation  x,=  ff'^{x,a)  ausführt  und  sodann 
eine  gewisse  Transformation  xl  =  (Di(x\  -  •  •  Xn)  der  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f-  •  •  Xrf, 

Betrachten  Avir  zum  Beispiel  die  aus  zwei  Schaaren  von  je  c»^ 
Transformationen  bestehende  Gruppe,  welche  durch  die  beiden  Gleich- 
ungensysteme 

x'  =  X  cos  a  —  y  sin  a,    y'  =  x  sin  a  -{-  y  cos  a 
X  =  X  cos  a  -\-  y  sma^    y'  ^=1  x  sin  a  —  y  cos  a 

dargestellt  wird.    Bei  beiden  Schaaren  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

nach  a\ 

dx  ,     dy'  f 

-^  =  —  2/  ;      da  ~^  ' 

SO  dass  also  die  im  Theoreme  55  erwähnten  Functionen  xIj{^^  im  vor- 
liegenden  Falle  von  dem  Index  h  unabhängig  sind. 

Die  erste  der  obenstehenden  beiden  Schaaren  ist  eine  eingliedrige 
Gruppe,  welche   von   der   infinitesimalen   Transformation  y  -^ x  -^ 

erzeugt  ist.  Die  allgemeine  Transformation  der  zweiten  Schaar  wird 
erhalten,  wenn  man  zuerst  die  Transformation 

X  ==x,     y=  —  y 
ausführt  und  sodann  die  Transformation 

x'  =  X  cos  a  —  y  sin  a,     y'  ==  x  sin  a  -{-  y  cos  a 

der   eintrliedrigen    Gruppe   y  ^ x  tt^  ,    also    die    allgemeine    Trans- 

formation  der  ersten  Schaar.  — 

Nicht  unerwähnt  bleiben  darf,  dass  die  beiden  Theoreme  55  und 
56  auch  dann  noch  gültig  bleiben ,  wenn  die  darin  besprochene  Gruppe 
aus  einer  unendlichen  Anzahl  discreter  continuirlicher  Schaaren  besteht, 
die  alle  gleichviele  wesentliche  Parameter  enthalten.  — 
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Bevor  wir  weiter  gehen,   noch   einige  nicht  unwichtige  Bemerkungen. 

Es  sei 

xl  =  fi{x^-  •  '  Xn-,    a^-  '  '   ar)  (t  =  1  •  •  •  n) 

eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe,  welche  die  identische  Transformation 
nicht  enthält.  Dann  giebt  es  nach  Theorem  25,  Kap.  9,  S.  160  eine 
r-gliedrige  Gruppe  X^f -  -  -  Xrf  mit  der  identischen  und  mit  paarweise 
inversen  Transformationen ,  welche  zu  der  Gruppe  xl  =  fi  {x ,  a)  oder  kurz 
Ö5  in  der  folgenden  Beziehung  steht:  Führt  man  zuerst  eine  Transformation 
x.=  fi{x^  a)  von  @  aus  und  sodann   eine  Transformation 

r 

xl  =  X;  +     >i  er  Xk  X:  4-   •  •  •  (f  =  1  .  •  .  n) 


/  =  Xi  +^^  ek'  Xjc  Xi  +  .  .  .       (» =  1 


der  Gruppe   X^f  ■  -  •  Xrf^  so  erhält  man  stets  eine  Transformation  von  %. 

Man  kann  nun  leicht  nachweisen,  dass  man  auch  dann  stets  eine 
Transformation  von  (^  erhält,  wenn  man  zuerst  eine  Transformation  der 
Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf  ausführt  und  nachher  eine  Transformation  der  Gruppe 
©.  Wir  wollen  uns  nicht  damit  aufhalten,  diesen  Nachweis  im  Einzelnen 
zu  erbringen,  und  nur  bemerken,  dass  zu  demselben  ganz  ähnliche  üeber- 
legungen  führen  wie  die  in  Kapitel  4  angestellten  (Vgl.   Theorem  58). 

Kehmen  wir  jetzt  diese  beiden  Beziehungen  zwischen  @  und  der  Gruppe 
X^f •  •  •  Xrf  zusammen  und  berücksichtigen  wir  ausserdem,  dass  wir  es 
mit  zwei  Gruppen  zu  thun  haben,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  Trans- 
formationen der  Gruppe  %  und  der  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf  vereinigt  wiederum 
eine  Gruppe  bilden,  und  zwar  eine  Gruppe,  deren  Transformationen  sich 
nicht  paarweise  als  inverse  zusammenordnen  lassen. 

Nunmehr  ziehen  wir  auch  noch  die  Schaar  der  Transformationen: 

xl  =  Fi(x^  '  •  •  Xn,    %  •  •  •  ür)  (J  =  1  •  •  •  n) , 

welche  zu  den  Transformationen  x/ =^  fi(x,  a)  invers  sind,  in  den  Kreis 
unsrer  Betrachtung.  Nach  Theorem  2,  Kap.  1,  S.  19  bildet  auch  ^iese 
Schaar  von  Transformationen  eine  Gruppe,  welche  ^'  heissen  möge.  Wir 
werden  zeigen,  dass  die  Transformationen  der  drei  Gruppen  ^,  ÖJ',  X^f-"Xrf 
zusammengenommen  wieder  eine  Gruppe  bilden,  natürlich  eine  Gruppe  mit 
paarweise  inversen  Transformationen. 

Es  sei  T  allgemeines  Symbol  einer  Transformation  von  %,  also  T~^ 
allgemeines  Symbol  einer  Transformation  von  (^';  unter  S  möge  immer 
eine  Transformation  der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  verstanden  werden. 

Wir  wissen  bereits,  dass  alle  Transformationen  T  und  S  zusammen 
eine  Gruppe  bilden,  und  dass  die  Transformationen  T~^  für  sich  genommen 
dasselbe  thun.  Hieraus  erkennen  wir  das  Bestehen  von  Relationen,  welche 
die  folgende  Form  haben: 

Ta  Tß  =  Ty^    Sz  S/_i  =  Ä'v ,    Tß    Ta    ==  Ty 
Ta  Sz  =  Tjt,    Sz  Ta  ==  Tq. 

Die  zweite  Reihe  dieser  Relationen  können  wir  auch  schreiben: 

sr'  T-'  =  T-' ,  T-'  sr'  =  T-' . 
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Da  nun  die  Gruppe  der  S  aus  paarweise  inversen  Transformationen  besteht, 
so  erhellt  sofort,  dass  die  T-^  zusammen  mit  den  .S'  eine  Gruppe  bilden. 
Ferner  haben  wir: 

also  bildet  auch  der  Inbegriff  aller  S^  T,   T-^  eine  Gruppe. 

Hiermit  ist  der  versprochene  Nachweis  erbracht,  dass  die  Transforma- 
tionen der  drei  Gruppen  ®,  ©',  Xj/"-  •  •  Xrf  zusammen  eine  Gruppe  bilden, 
natürlich   eine   Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen. 

§  85. 

Wir  stellen  uns  jetzt  auf  einen  allgemeineren  Standpunkt  als  im 
vorigen  Paragraphen.  Die  in  demselben  gemachte  besondere  Voraus- 
setzung lassen  wir  fallen  und  behalten  blos  die  beiden  in  der  Ein- 
leitung getroffenen  Pestsetzungen  bei. 

Wir  betrachten  also  eine  Gruppe  G,  welche  aus  m  discreten  Schaaren 
mit  bezüglich  r^,  r^-  -  -  r^  wesentlichen  Parametern  besteht  und  welche 
zu  jeder  ihrer  Transformationen  auch  die  inverse  enthält.  Wir  werden 
nachweisen,  dass  die  Zahlen  r^j  r^  -  ■  •  r^  alle  einander  gleich  sind. 
Daraus  ergiebt  sich  dann,  dass  die  im  vorigen  Paragraphen  gemachte 
Annahme:  r^  =  r^  =  •  •  •  =  r^  keine  Beschränkung  war. 

Wir  führen  zwei  Transformationen  der  Gruppe  G  nach  einander 
aus,  zuerst  eine  Transformation 

einer  Schaar  mit  r^  Parametern,  und  dann  eine  Transformation 

00^  =  ff^  (^/  "  ■  Xnj    &i  •  •  •  hr^)  (I  =  1  •  •  •  «) 

einer  Schaar  mit  rj  Parametern. 

Auf  diese  Weise  finden  wir  eine  Transformation 

welche  unsrer  Gruppe  angehört,  und  welche  formell  n-  +  '^j  willkürliche 
Parameter  enthält.  Hat  nun  die  grösste  unter  den  Zahlen  r^,  rg  •  •  •  r^ 
den  Werth  r,  so  giebt  es  unter  diesen  Tk  -{-  rj  willkürlichen  Parametern 
nicht  mehr  als  r  wesentliche,  aber  auch  nicht  weniger  als  die  grössere 
der  beiden  Zahlen  rk  und  rj  angiebt.  Sind  daher  insbesondere  die 
Zahlen  Vk  und  Tj  beide  gleich  r,  so  enthält  die  zuletzt  geschriebene 
Transformation  gerade  r  wesentliche  Parameter.  Folglich  bilden  schon 
alle  Schaaren  unsrer  Gruppe,  welche  gerade  r  wesentliche  Parameter 
enthalten,  zusammengenommen  eine  Gruppe  F. 
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Auf  die  Gruppe  F  können  wir  nun  unmittelbar  das  Theorem  56 
aus  dem  vorigen  Paragraphen  anwenden.  Wir  ersehen  daraus,  dass  F 
und  also  auch  G  eine  r-gliedrige  Gruppe 

^/  ==  /i  (^1  •  •  •  ^«  ;    a^  •  •  •  ür)  (/  =  !•••  n) 

enthält,  welche  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  ist.  Wenn  wir  demnach  zuerst  die  Transformationen  x[=fi{x,  d) 
ausführen  und  sodann  die  Transformation 

(8)  x;'^n^\x;-"Xr:,  &i---6..), 

so  erhalten   wir   wieder   eine   Transformation  der  Gruppe  G,   nämlich 

die  folgende: 

(9)  xr==  m  (/■,  {x,a)---fAx,a),\---  &,..)       (,■  =  i  •  •  • «) . 

Von  den  r -\- rj  Parametern  dieser  Transformation  sind' gerade  r 
wesentlich,  also  stellen  die  eben  geschriebenen  Gleichungen  eine  con- 
tinuirliche  Schaar  von  cx)''  Transformationen  der  Gruppe  G  dar.  Da 
aber  die  Gruppe  x!=fi{x,a)  die  identische  Transformation  enthält, 
so  giebt  es  besondere  Werthe  der  Parameter  a^  •  •  •  a^,  für  welche  sich 
die  Functionen  fiix,  d)  •  •  -  fn(x^  a)  auf  bezüglich  Xj^  ■  -  -  Xn  reduciren. 
Folglich  ist  die  Schaar  der  c»'';  Transformationen  (8)  in  der  »Schaar 
der  oo''  Transformationen  (9)  enthalten.  Nach  den  in  der  Einleitung 
des  Kapitels  gemachten  Bemerkungen  ist  das  nur  möglich,  wenn  beide 
Schaaren  zusammenfallen,  wenn  also  r^=r  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  wirklich  die  Zahlen  r^,  ^2  •  •  •  r^  alle 
einander  gleich  sind.     Folglich  haben  wir  das 

Theorem  57.  Besteht  eine  Gruppe,  deren  Transformationen 
paarweise  zu  einander  invers  sind,  aus  m  continuirliehen 
Schaaren  von  Transformatio7ien  und  enthält  jede  dieser 
Schaaren  nur  eine  endliche  Anzahl  tvillhilrlicher  Farameter, 
so  haben  die   Schaaren  alle  gleichviele  wesentliche  Parameter. 

Dieses  Theorem  bleibt  übrigens  auch  dann  noch  bestehen,  wenn 
die  Anzahl  der  Schaaren,  aus  denen  die  Gruppe  besteht,  unendlich 
gross  ist,  wofern  nur  jede  dieser  unendlich  vielen  Schaaren  blos  eine 
endliche  Anzahl  Qk  von  willkürlichen  Parametern  enthält  und  dabei 
unter  allen  Zahlen  q^  eine  grösste  vorhanden  ist. 

§  86. 

Wie  bisher  bestehe  G  aus  m  discreten,  continuirliehen  Schaaren 
von  je  oo^  Transformationen;  ausserdem  setzen  wir  voraus,  dass  die 
Transformationen  von  G  paarweise  zu  einander  invers  sind. 

Nach  dem  Theoreme  57  in  dem  vorhergehenden  Paragraphen 
steckt  in  der  Gruppe  G  eine  und  nur  eine  r-gliedrige  von  r  unabhängigen 


320  Kapitel  18,  §  86. 

infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  Gruppe.  Ist  nun  S  das 
Symbol  der  allgemeinen  Transformation  dieser  r-gliedrigen  Gruppe 
und  T  das  Symbol  irgend  einer  Transformation  von  G,  so  ist 

ebenfalls  das  Symbol  der  allgemeinen  Transformation  einer  r-gliedrigen  i 
von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugten  Gruppe.  Da  diese  neue 
Gruppe  in  G  enthalten  ist,  so  muss  sie  mit  der  Gruppe  aller  S  zu- 
sammenfallen; nach  der  in  Kap.  15,  S.  261  eingeführten  Terminologie 
können  wir  das  auch  so  ausdrücken :  die  besprochene  r-gliecjrige  Gruppe 
bleibt  bei  jeder  Transformation  T  invariant.     Also  gilt  das 

Theorem  58.  Besteht  eine  Gruppe  G  mit  paarweise  inversen 
Transformationen  aus  mehreren  Schaaren  von  Transforma- 
tionen, so  bleibt  die  gr'össte  in  G  enthaltene,  von  infinitesi- 
malen Transformationen  erzeugte  Gruppe  bei  jeder  Trans- 
formation von  G  invariant. 

Aus  demselben  geht  hervor,  wie  man  Gruppen  construiren  kann, 
welche  aus  mehreren  continuirlichen  Schaaren  von  je  oo^  Transforma- 
tionen bestehen. 

Es  sei  X^f '  ■  •  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen 
x^-  -  •  Xn  und  es  sei  ^S*  wieder  Symbol  der  allgemeinen  Transformation 
dieser  Gruppe. 

Wenn  nun  eine  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
alle  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe  Zj/"- ••  Xr/'  enthält 
und  ausserdem  noch  eine  endliche  Anzahl,  etwa  m  —  1  discrete 
Schaaren  von  je  cx)^  Transformationen,  so  besitzt  sie  dem  Theoreme  56, 
S.  315  zufolge  die  Form: 

(10)  T,S,    T,S,    '"Tm-,S. 

Hier  bedeutet  T^  die  identische  Transformation  und  T^-  ■  -  Tm-i 
sind  nach  dem  letzten  Theoreme  so  beschafiPen,  dass  sie  den  Inbegriff 
aller  Transformationen  S  invariant  lassen.  Analytisch  drückt  sich 
diese  Eigenschaft  der  T^  dadurch  aus,  dass  für  jede  Transformation 
Sk  der  Gruppe  X^f-  •  •  Xrf  eine  Relation  von  der  Form 

besteht,  wo  die  Transformation  Sj  wieder  der  Gruppe  X^f---  Xrf  an- 
gehört. Eine  solche  Relation  besteht  übrigens  auch,  wenn  v  gleich 
Null  ist,  dann  wird  nämlich  ^S^^  =  Sj. 

Da  T^  •  •  •  Tjn-i  selbst  zu  den  Transformationen  (10)  gehören,  so 
kann  der  Inbegriff  aller  Transformationen  (10)  nur  dann  eine  Gruppe 
bilden ,    wenn    auch    alle    Transformationen    I),  T^    diesem    Inbegriffe 
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angehören.  Die  Ti  müssen  daher  ausser  den  obigen  auch  noch  Relationen 
von  der  Form: 

befriedigen,  wo  ^  und  v  beliebige  unter  den  Zahlen  1,  2  •  •  •  m  —  1 
bedeuten,  w^ährend  %  gewisse  unter  den  Werthen  0,  1  •  •  •  m  —  1 
durchläuft.  Ist  eine  der  Zahlen  fi,  v  gleich  Null,  etwa  ^,  so  besteht 
eine  Relation  von  der  angegebenen  Form  offenbar  schon  an  und  für 
sich;  dann  ist  ja  T^  =  T^  und  St  ist  ebenso  wie  1\  die  identische 
Transformation. 

Besitzen  andererseits  die  Transformationen  Tu  die  angegebenen 
Eigenschaften,  so  bestehen  für  alle  Werthe  0,  1  •  •  •  m  —  1  der  beiden 
Zahlen  ^i  und  v  Relationen  von  der  Form 

Tf,c  Sk  Tr  Ol  =  -T^t  Ty  Sj  Si  ==  Tyi  St  Sj  Si  ==  T^S^j  ^ 

also  bildet  der  Inbegriff  aller  Transformationen  (10)  eine  Gruppe.  Es 
ist  leicht  zu  sehen,  dass  jedenfalls  im  Allgemeinen  die  Transformationen 
einer  solchen  Gruppe  sich  paarweise  als  inverse  zusammenordnen. 

Jetzt  fragt  es  sich  nur  noch,  wie  die  Transformationen  I)^  be- 
schaffen sein  müssen,  damit  die  m  Schaaren  (10)  alle  von  einander 
verschieden  sind. 

Offenbar  sind  alle  Schaaren  (10)  von  einander  verschieden,  wenn 
keine  Transformation  der  Gruppe  zweien  dieser  Schaaren  zugleich  an- 
gehört. Haben  andererseits  irgend  zwei  der  Schaaren  (10),  etwa  die 
beiden:  1),  Ä  und  T^S  eine  Transformation  gemein,  so  sind  sie  mit 
einander  identisch.  Denn  aus  dem  Bestehen  einer  Relation  von  der 
Form 

Ti^i  Sk  =  Tr  Si 
folgt  sofort: 

Tv  ==  T,(  SkSi    , 
also  hat  die  Schaar  der  Transformationen  TyS  die  Form 

T/il    Sk  Sl  Sj 

das  heisst,  sie  ist  mit  der  Schaar:   T^^iS  identisch. 

Sollen  daher  die  m  Schaaren  (10)  alle  von  einander  verschieden 
sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  keine  zwei  der  Trans- 
formationen Tqj  T^-    ■  T,n-i  durch  eine  Relation  von  der  Form 

Ty  =  Tu  Sj        (v  4=  ft) 
verknüpft  sind. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  dem 
Theorem  59.     Ist  S  das  Symbol   der  allgemeinen  Transfor- 
mation der  r-gliedrigen  Gruppe  X^f-  •  •  Xrf,  sind  ferner  T^--  T,n-i 
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Transformationen,  welche  die  Gruppe  X^f-  ^  -  Xrf  invariant 
lassen,  welche  ausserdem  unter  einander  und  mit  der  identi- 
schen Transformation  Tq  durch  Relationen  von  der  Form: 

verlcnüpft  sind,  nicht  aher  durch  Relationen  von  der  Form 

SO  bildet  der  Inbegriff  aller  Transformationen 

Tq  S,  T^S,  •  •  •  Tjn—i  S 
eine  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen,  tvelche 
aus  m  discreten  continuirlichen  Schaaren  von  je  oo'"  Trans- 
formationen besteht  und  dabei  alle  Transformationen  der 
Gruppe  X^f'--Xrf  enthält.  Wählt  man  die  Transformationen 
T^'  •  '  Tm—i  in  allen  möglichen  Weisen,  so  erhält  man  alle 
Gruppen  von  der  angegebenen  Beschaffenheit 

Im  folgenden  Kapitel  geben  wir  eine  allgemeine  Methode  zur 
Bestimmung  aller  Transformationen,  welche  eine  vorgelegte  Gruppe 
X^f '  '  '  Xrf  invariant  lassen. 

Hat  man  zwei  verschiedene  Systeme  von  Transformationen  T^---  Tm—i , 
etwa  T^'--Tm—i  und  Ti-'T^-i,  so  sind  die  beiden  Gruppen 

TqS,  Tj^S,  •  ■ '  Tm—iS 

Tq  S,  Tj^S  ,  •  ■  •  Tm—1  S 
offenbar  stets  dann  und  nur  dann  von  einander  verschieden,  wenn  es 
nicht  möglich  ist,  jede  der  Transformationen  T/  •  •  •  T^-i  in  der  Form 

t;,  =  Ti^Sk^^ 

darzustellen. 

Nebenbei  bemerkt  kann  man  es  häufig  so  einrichten,  dass  die 
m  Transformationen  Tq,  T^-  -  •  T^-i  schon  an  und  für  sich  eine  dis- 
continuirliche  Gruppe  bilden. 

Beispiel.     Die  n  infinitesimalen  Transformationen 

erzeugen  eine  ?i-gliedrige  Gruppe.    Der  Inbegriff  aller  Transformationen, 
welche  diese  Gruppe  invariant  lassen,  bildet  eine  endliche  continuirliche 
Gruppe,  welche  von  den  n  -\-  n^  infinitesimalen  Transformationen 
df  df 

__^^^._  (,.  =  !...„) 

erzeugt  wird.     Wählt  man  nun  unter  den  oo""  Transformationen 

X/  =  aji  a^i   +  •  •  •  +  ^m  ^n  (/=  1  •  •  •  n) 
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der  Gruppe 

df 

Xi  ^ —  (/,A  =  !...„) 

irgend  m,  die  eine  discontinuirliche  Gruppe  bilden,  als  Transforma- 
tionen Tq,  T^y'-  T,n-i  und  setzt  man  für  S  die  allgemeine  Transformation 

^1  —  ^1  "r  ^'1  ?  '''^71^=  ^n  ~r  (^n 
der   Gruppe  ^  •  *  •  -^ ,  so  erhält  man  stets  eine  Gruppe,  welche  aus 

m  discreten  Schaaren  besteht  und  alle  oo"  Transformationen  der  Gruppe 

df  df        '        , 

^,.-.^  umfasst. 

Das  Theorem  58,  S.  320  gilt  natürlich  auch  dann,  wenn  die 
Gruppe  G  aus  unendlich  vielen  Schaaren  von  je  oo''  Transformationen 
besteht.  Will  man  daher  eine  solche  Gruppe  construiren,  so  hat  man 
nur  unendlich  viele  discrete  Transformationen 

aufzusuchen,  welche  die  Gruppe  XJ---Xrf  invariant  lassen,  welche 
ausserdem  paarweise  Relationen  von  der  Form 

'^/U  -Lv    =    -i-Tt  ^t 

befriedigen,  dagegen  weder  unter  einander  noch  mit  der  identischen 
Transformation  T^  durch  Relationen  von  der  Form 

-La    =    Ty  Sj 

verknüpft  sind.     Der  Inbegriff  aller  Transformationen 

bildet  dann  eine  Gruppe  (x,  welche  die  Gruppe  XJ-'-X^f  umfasst 
und  aus  unendlich  vielen  verschiedenen  Schaaren  von  je  oo'"  Trans- 
formationen besteht. 

Aber  die  Transformationen  der  so  gefundenen  Gruppe  G  werden 
sich  im  Allgemeinen  nicht  paarweise  als  inverse  zusammenordnen; 
sollen  sie  das  thun,  so  muss  jede  der  Transformationen  T^,  T^  ■ - 
ausser  den  früher  angegebeneu  Relationen  auch  noch  eine  von  der  Form 

beiriedigen. 

§  87. 

Jetzt  noch  einiges  wenige  über  die  Invarianten  solcher  Gruppen, 
wie  wir  sie  in  den  vorhergehenden  drei  Paragraphen  betrachtet  haben. 

Es  sei   G  eine  Gruppe,  welche  aus  m  discreten  Schaaren: 

(A)_..(Ä-).  (Ä)  (k). 

•^t       I  i     V^i  '  •  '  Xn  y    ai      '   •  ■  a,-   )  (z  =  1  •  ■  •  n) 
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von  je  cx)^  Transformationen  besteht  und  welche  zu  jeder  ihrer  Trans- 
formationen auch  die  inverse  enthält.     Insbesondere  sei 

Xl  ==  fP  (X^  •  •  '  Xn,    «1  •  •  •  «r)  (i  =  1  •  •  •  n) 

die  in   G  enthaltene  von  r  unabhängigen   infinitesimalen  Transforma- 
tionen: X^f-  •  ■  Xrf  erzeugte  r-gliedrige  Gruppe. 

In  UebereinstimmuDg  mit  Kap.  6,  S.  96  bezeichnen  wir  jede 
Function  Vi{x^  -  ■  •  Xn) ,  welche  alle  Transformationen  von  G  gestattet, 
welche  also  die  m  Gleichungen 

U  (X^^^  '  '  •  rrf ))  =  ]X(X^-  ■  '  Xj  (Ä  =  l  •  •  •  m) 

befriedigt,  als  eine  Invariante  von  G.     Wir   wollen   zeigen,  wie   man 
die  Invarianten  von  G  finden  kann. 

Jede  Invariante  von  G  ist  ofi'enbar  zugleich  eine  Invariante  der 
r-gliedrigen  Gruppe  X^f-- -Xrf  und  demnach  eine  Lösung  des  voll- 
ständigen Systems,  welches  durch  die  Gleichungen 

X,f=0,'-'Xrf=0 

bestimmt  wird. 

Ist  dieses  vollständige  System  n-gliedrig,  so  besitzt  die  Gruppe 
X^f-'-Xrf  und  demnach  auch  die  Gruppe  G  überhaupt  keine  In- 
varianten. Nehmen  wir  daher  an,  dass  das  bewusste  vollständige 
System  (n  —  g')-gliedrig  ist  und  bezeichnen  wir  mit  u^  -  •  -  Uq  irgend  q 
unabhängige  seiner  Lösungen. 

Nach  Theorem  58  bleibt  die  Gruppe  X^f-  •  •  Xrf  bei  allen  Trans- 
formationen   von    G  invariant;    folglich    gestattet  auch   das    von    den 

Gleichungen 

XJ=0,  ...  Xrf=0 

bestimmte  (n  —  g)-gliedrige  vollständige  System  alle  Transformationen 
von   G.      Die    Lösungen    ii^  -  -  -  Uq   dieses    vollständigen    Systems    be- 
friedigen daher  (vgl.  Kap.  8,  S.  138)  Relationen  von  der  Gestalt: 
(11)  u.  (4^)  •  •  •  <*))  =  (Df)  (u^  (x)-"  u^  (x) ,  af  .  .  .  aW) 

{j  z=l  .  .  •  q,    k  =  l  ■  •  '  m). 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  hier  die  Functionen  co'!"^  sämmtlich  von 
den  Parametern  af^  -  •  •  af^  frei  sind. 

Mit  äf^  •  .  •  «^*^  wollen  wir  irgend  ein  festes  Werthsystem  be- 
zeichnen. Liegt  dann  das  Werthsystem  af^  •  •  •  af^  in  einer  gewissen 
Umgebung  von  ä^^^  -  •  •  äf^ ,  so  kann  nach  Theorem  56,  S.  315  die 
Transformation 

a:f>=/;(«K---^„>  <'••■«?') 

dadurch  erhalten  werden,  dass  man  zuerst  die  Transformation 
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ausführt  und  sodaün  eine  gewisse  Transformation 

^w  =  /;(i)(^(^-)...^w,  «^...«^) 

der  Gruppe  XJ-  •  •  Xrf.     Wir  haben  also: 

Nun  sind  u^  •  ■  -  Uq  Invarianten  der  Gruppe  X^f-  -  ■  Xrf  und  be- 
friedigen daher  Relationen  von  der  Gestalt: 

Andererseits  wird: 

u.(xf)  .  .  .  x^))  =  öf  {u^{x)  .  .  .  u^{x)) , 

wo  die  öl*)  blos  von  %  •  •  •  Uq  abhängen  und  keine  willkürlichen  Para- 
meter enthalten,  denn  äf)  •  •  •  äf)  sind  ja  numerische  Constanten.  Also 
ergiebt  sich 

(11')  «,  (»1«  •  •  •  *<«)  =  <»f  («,  (»)■■• «,  W) 

(j  zz=l  .  .  ■  q;   k  =  l  •  •  •  7n); 

womit  bewiesen  ist,  dass  die  Functionen  cof^  in  den  Gleichungen  (11) 
wirklich  von  den  Parametern  af^  •  •  •  aj.*)  frei  sind. 

Nach  dem  oben  Gesagten  befriedigt  jede  Invariante  U^x^-  -  -  Xn) 
der  Gruppe  G  m  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

U  (a;f)  •  •  .  xf)  =  U  (^,  •  •  •  xj       (^-  =  1  •  •  •  -); 
da  sie  ausserdem  eine  Function  von  ii^  ■  •  •  t(q  allein  ist,  etwa: 

so  befriedigt  sie  zugleich  die  m  Relationen: 

(12)  J{(Df^  {u,  ■  '  •  u;)  •  •  •  cof  (li^  .  .  •  ^g)  =  J{u,  .  .  .  nr) 

{k=l---m). 

Umgekehrt  ist  offenbar  jede  Function  J(u^'  ■  ■  Uq),  welche  die 
eben  geschriebenen  m  Functionalgleichungen  erfüllt,  eine  Invariante 
der  Gruppe  G.  Also  brauchen  wir  blos  diese  Functionalgleichungen 
in  allgemeinster  Weise  zu  befriedigen,. um  alle  Invarianten  von  G  zu 
finden. 

Die  Aufgabe,  alle  Lösungen  der  Functionalgleichungen  (12)  zu 
bestimmen,  ist  augenscheinlich  identisch  mit  der  Aufgabe,  alle  Functionen 
von  «1  •  •  •  tiq  zu  bestimmen,  welche  die  m  Transformationen 

(13)  U/  =   Cof  (i*i   •   •   •  Uq)  ( J  =  1  •  •  •  5) 

(A  =  1  •  •  ■  m) 

gestatten.  Diese  m  Transformationen  aber  bilden  eine  discontinuirliche 
Gruppe,  wie  man  ohne  Schwierigkeit  aus  der  Gruppeneigenschaft  von 
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G  erkennt.  Also  ist  unser  im  Anfange  des  Paragraphen  gestelltes 
Problem  auf  ein  Problem  aus  der  Theorie  der  discontinuirlichen  Gruppen 
zurückgeführt. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  fassen  wir  zusammen  in  dem 
Theorem   60.     Besteht   eine  Gruppe  G,    (deren  Transforma- 
tionen paarweise  invers  sind)  aus  mehreren  discreten  Schaaren 
von  je  od^  Transformationen: 

(*  =  1,2...). 

so  sind  alle  Invarianten  von  G  zugleich  auch  Invarianten  der 
r-gliedrigen  durch  G  bestimmten  continuirlichen  Gruppe:  XJ 
••'Xrf  Kennt  man  die  Invarianten  dieser  letzteren  Gruppe,  kennt 
man  also  irgend  q  unabhängige  Lösungen  u^  -- -  Uq  des  (n  —  q)- 
gliedrigen  vollständigen  Systems,  welches  durch  die  Gleichungen 

XJ=Or"Xrf=0 

bestimmt  ist,  so  findet  man  die  Invarianten  von  G  folgender- 
massen:    Man  bilde  zunächst  die  Belationen: 

u.  (4*)  •  .  .  x(^^)  =  oW  (u^  (x)--'  u^  (x))       U  =  l---q) 

welche  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  und  in 
denen  die  co^!"^  nur  von  den  beiden  Indices  j  und  Ic  abhängen; 
sodann  bestimme  man  alle  Functionen  von  u^'--'uq,  welche 
die  discontinuirliche  Gruppe  gestatten,  die  von  den  Trans- 
formationen: 

u:  =  cof^(u^^'  .^g       0-1  •••5) 

(>t  =  l,2...) 

gebildet  wird.  Die  betreffenden  Functionen  sind  die  In- 
varianten der  Gruppe  G. 

Ein    ähnliches  Theorem   gilt  offenbar,    wenn   die   Gruppe  G   aus 
unendlich  vielen  continuirlichen  Schaaren  von  Transformationen  besteht. 

Man  kann  sich  die  Aufgabe  stellen,  alle  Invarianten  zu  finden,  welche 
eine  vorgelegte  Schaar  von  Transformationen: 

besitzt  oder  alle  Invarianten,  welche  mehreren  solchen  Schaaren  gemeinsam 
sind,*)  Die  Schaar,  bezüglich  die  Schaaren  können  dabei  ganz  beliebig  sein 
und  brauchen  nicht  einer  endlichen  Gruppe  anzugehören. 


Vgl.  Lie,  Bericlite  der  K.  Sachs.  Ges.  d.  W.    1.  August  1887. 
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Wir  beabsichtigen  nicht,  dieses  Problem  erschöpfend  zu  behandeln; 
nur  soviel  sei  bemerkt,  dass  die  betreffenden  Invarianten  Lösungen,  freilich 
keine  beliebigen  Lösungen  eines  gewissen  leicht  angebbaren  vollständigen 
Systems  sind.  Da  nämlich  die  gesuchten  Invarianten  ausser  den  gegebenen 
Transformationen  offenbar  auch  noch  die  zugehörigen  inversen  Trans- 
formationen gestatten,  so  lassen  sich  sehr  leicht  gewisse  infinitesimale 
Transformationen  aufstellen,  bei  denen  sie  ebenfalls  invariant  bleiben. 
Diese  infinitesimalen  Transformationen  enthalten  im  Allgemeinen  willkürliche 
Elemente,  insbesondere  gewisse  Parameter;  gleich  Null  gesetzt  liefern  sie 
lineare  partielle  Differentialgleichungen,  welche  von  den  gesuchten  In- 
varianten befriedigt  werden  müssen.  Es  ist  nun  immer  möglich,  das 
kleinste  vollständige  System  aufzustellen,  welches  alle  diese  Differential- 
gleichungen umfasst.  Kennt  man  ein  System  Lösungen  u^ ,  ^2  *  '  *  «dieses 
vollständigen  Systems,  so  bildet  man  eine  beliebige  Function  derselben 
52  («1,  ^^2  *  •  ■):  ^^^^^  ^^^^  ^^^  ^^^  allgemeine  Transformation  der  vorgelegten 
Schaar  aus  und  bestimmt  Sl  in  allgemeinster  Weise  derart,  dass  52  sich 
als  Invariante  verhält.  

Kapitel   19. 
Theorie  der  Aehnlichkeit  r-  gliedriger  Gruppen. 

Von  äusserster  Wichtigkeit  ist  oft  die  Beantwortung  der  Frage, 
ob  eine  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppe  x/=  fi{Xi  •  -  •  Xs,  a^-  -  -  ür)  des 
s-fach  ausgedehnten  Raumes  mit  einer  andern  vorgelegten  r-ghedrigen 
Gruppe  yi  =  Fi{y^  '  '  '  Vs,  h^  •  •  -hr)  desselben  Raumes  ähnlich  ist,  ob 
man  also  an  Stelle  der  x  und  der  a  solche  neue  Veränderliche:  y^-'-ys 
und  neue  Parameter:  h^-  ■  -hr  einführen  kann,  dass  sich  die  erste 
Gruppe  in  die  zweite  verwandelt  (Kap.  1,  S.  24).  Weiss  man  in 
einem  gegebenen  Falle,  dass  eine  solche  üeberführung  der  einen 
Gruppe  in  die  andere  möglich  ist,  so  erhebt  sich  die  zweite  Frage: 
wie  leistet  man  die  betreffende  üeberführung  in  allgemeinster  Weise? 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  geben  wir  die  Mittel  zur  Be- 
antwortung beider  Fragen. 

Zunächst  zeigen  wir,  dass  die  erste  der  beiden  Fragen  durch  die 
folgende  einfachere  ersetzt  werden  kann:  unter  welchen  Bedingungen 
existirt  eine  Transformation 

yi=  0i(x^--'  X,)  ii^i---s) 
von  solcher  Beschaffenheit,  dass  irgend  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  Gruppe  x{=fi{x,  a)  bei  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  yr  '  '  Vs  in  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe 
y[=  Fi(y,h)  übergehen.  Diese  einfachere  Frage  erledigen  wir,  in- 
dem wir  gewisse  Bedingungen  aufstellen,  welche  für  die  Existenz 
einer  Transformation  iji  =  0/  (x)  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
nothwendig    sind,    welche    sich    aber    auch   als   hinreichend   erweisen. 
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Zu  gleicher  Zeit  werden  wir  sehen,  dass  alle  etwa  vorhandenen  Trans- 
formationen 2/;=^/(rr)  von  der  verlangten  Beschaffenheit  durch  In- 
tegration vollständiger  Systeme  bestimmt  werden  können.  Damit  wird 
dann  auch  die  zweite   der   eben  gestellten  beiden  Fragen  beantwortet. 

§  88. 
Die  beiden  r-gliedrigen  Gruppen:  xl==fi{x,  a)  und  y;=.Fi{y,  h) 
seien  mit  einander  ähnlich  und  zwar  gehe  die  erste  in  die  zweite 
über,  wenn  an  Stelle  von  x^---Xs(ii\Q  neuen  Veränderlichen  ?/,  =  ^,(a;^  ...ic,) 
und  an  Stelle  von  a^-  --  ür  die  neuen  Parameter  hj,  =  ß,,  ^  •  •  •  ür) 
eingeführt  werden.     Ferner  seien 

s 

X,f  =^i  I,,  (x,-'-x,)  j^       (i  =  1 . . . .) 
1  * 

irgend  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe 
Xi'=  fi{x,  a)]  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  ij^  -  ■  -  y« 
mögen  dieselben  die  P'orm 

z./-^2^  x^y,  g  =2^  „,(y, ...,,)  |: = 3),/- 

[k  =  l...r) 

annehmen. 

Den  Uebergang  von  der  Gruppe  x!  ==  fi{x,  a)  zu  der  Gruppe 
yi=Fi{y,  h)  zerlegen  wir  in  eine  Reihe  von  Schritten. 

Zunächst  bringen  wir  die  Gruppe  x[=fi{x,  a)  auf  die  kanonische 
Form 

(1)  xl  =  Xi  +^  Ck  ■  lki{x^  ..,x)+"'  (/  =1  • . . .), 

1 
indem  wir  für  a^  •  •  •  a^  gewisse,  nebenbei  bemerkt,  vollkommen  be- 
stimmte Functionen  derselben  e^  -  ■  ■  er  einführen.  Aus  (1)  müssen 
wir  dann  offenbar  die  Gleichungen  y/=Fi(y,  h)  erhalten,  wenn  wir 
statt  der  x  die  neuen  Veränderlichen  y^--  ■  ys  einführen  und  ausserdem 
für  e^'  •  •  Cr  gewisse,  vollständig  bestimmte  Functionen  von  1)^-  ■  -hr 
einsetzen. 

Nun  aber  bekommen  die  Gleichungen  (1)  nach  Kap.  3,  S.  58  bei 
Einführung  der  Veränderlichen  y^  •  •  ys  die  Gestalt: 

r 

(10  y/=yi  +^  Ck •  \)ki(yi •••«/.)  +  •••     {i=i---sy, 

1 

es  müssen  also  die  Gleichungen  (!')  mit  den  Gleichungen  y/=Fi(y,b) 
identisch  werden,  wenn  man  c\-  --  c,.  in  der  angedeuteten  Weise  durch 
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h^'  '  -hr  ausdrückt.  Folglich  sind  die  Gleichungen  (1')  eine  Form  der 
Gruppe  y{  =  Fi(y,  h)  und  zwar,  wie  der  Augenschein  lehrt,  eine 
kanonische  Form.  Mit  andern  Worten:  Di/"-  •  •  fjrf  sind  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  dieser  Gruppe. 

Verwandelt  sich  daher  die  r-gliedrige  Gruppe  Xi  =fi{x^-"  Xs,  a^---ar) 
bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  2/i  '  *  *  2/s  und  der  neuen  Para- 
meter \'  "Ir  in  die  Gruppe  ij- =  Fi (y^-  ■  -  ys,  \-  >  -hr),  so  verwandeln 
sich  die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten  Gruppe  bei  Ein- 
führung der  Veränderlichen  y^-  -  -  ys  in  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  zweiten  Gruppe. 

Offenbar  findet  auch  das  Umgekehrte  statt:  stehen  die  beiden 
Gruppen  x[  =  fi{Xy  d)  und  y/  =  Fi{y,  b)  in  der  Beziehung  zu  ein- 
ander, dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten  bei  Ein- 
führung der  neuen  Veränderlichen  y^-  •  -  ys  in  die  der  andern  über- 
gehen, so  kann  man  stets  die  Gruppe  xf  ==  fi(x,  a)  durch  geeignete 
Wahl  der  Veränderlichen  und  der  Parameter  in  die  Gruppe  y-=Fi{y,  h) 
überführen.  Bei  Einführung  der  y  geht  ja  die  kanonische  Form  (1) 
der  Gruppe  xl=fi(Xjd)  in  die  kanonische  Form  (1')  der  Gruppe 
y;=Fi{y,  h)  über. 

Somit  haben  wir  das 

Theorem  61.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  in  gleichvielen  Ver- 
änderlichen sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich, 
wenn  es  möglich  ist,  irgend  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  einen  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher 
in  infinitesimale  Transformationen  der  andern  überzuführen. 

Wenn  es  sich  also  darum  handelt,  zu  untersuchen,  ob  die  beiden 
r-gliedrigen  Gruppen  x;==f(x,a)  und  y-  =  Fi(y,b)  mit  einander 
ähnlich  sind  oder  nicht,  so  braucht  man  blos  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  beiden  Gruppen  ins  Auge  zu  fassen  und  zu  fragen, 
ob  die  in  einander  übergeführt  werden  können. 

Aus  den  obigen  Entwickelungen  lässt  sich  sofort  noch  ein  anderer 
wichtiger  Schluss  ziehen. 

Wir  wissen,  dass  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen 
Xj^f'  •  •  Xrf  der  Gruppe  x/  =  f^x,  a)  Relationen  von  der  Form: 

X-  (Z,  {f))  ~  X,  (X,  (f))  =  (X,  X,)  =^.  .,,, .  Xaf 

1 
bestehen.     Bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  y^  ■  •  •  y«  erhalten 
diese  Relationen  nach  Kap.  5,  Satz  2,  S.  84  die  Form: 
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es  sind  also  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
Si/^*  •  *  ^rf  der  Gruppe  ?//=  Fiiif,  h)  durch  genau  dieselben  Relationen 
verknüpft,  wie  die  infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  •  •  Xrf  der 
Gruppe  xl==fi{x,  a). 

Nach  der  in  Kap.  11,  S.  291  und  293  eingeführten  Ausdrucks- 
weise können  wir  daher  sagen: 

Theorem  62.  Sind  zwei  r-gliedrige  Gruppen  in  gleichvielen 
Veränderlichen  mit  einander  ähnlich^  so  sind  sie  auch  gleich- 
zusammengesetzt oder,   was  dasselbe  ist,  holoedrisch  isomorph. 

Zugleich  ist  klar,  dass  die  Transformation  yi=  ^/^x^^  -  -  -  x^)  eine 
holoedrisch  isomorphe  Beziehung  zwischen  den  beiden  Gruppen: 
x/=fi(x,  a)  und  y[=Fi{y,  h)  herstellt,  sie  ordnet  ja  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  X^^f  •  •  •  Xrf  der  einen  Gruppe 
die  r  unabhängigen  Transformationen  ^^f  ■  •  •  §)/•/"  der  andern  zu  und 
durch  diese  Zuordnung  sind  offenbar  die  beiden  Gruppen  holoedrisch 
isomorph  auf  einander  bezogen.  , 

§  89. 
Denken  wir  uns  jetzt  zwei  beliebige  r-gliedrige  Gruppen  in  gleich- 
vielen Veränderlichen  vorgelegt;  ihre  infinitesimalen  Transformationen 
seien: 

X,f=^i.  i,i  (X,-"  X,)  1^  (ä:  =  1  .  .  .  r) 

und 


1  -^^ 


(fc^i 


Wir  fragen:  sind  diese  beiden  Gruppen  mit  einander  ähnlich  oder 
nicht? 

Unsere  Antwort  auf  diese  Frage  muss  offenbar  in  verneinendem 
Sinne  ausfallen,  sobald  die  beiden  Gruppen  nicht  gleichzusammen- 
gesetzt sind;  nach  Theorem  62  können  ja  nur  gleichzusammengesetzte 
Gruppen  mit  einander  ähnlich  sein.  Folglich  brauchen  wir  uns  nur 
mit  dem  Falle  zu  beschäftigen,  dass  die  beiden  Gruppen  gleichzusammeu- 
gesetzt  sind;  ob  dieser  Fall  bei  den  vorgelegten  Gruppen  wirklich 
eintritt,  das  kann  immer  durch  eine  algebraische  Discussion  entschieden 
werden. 

Wir  setzen  demnach  von  jetzt  ab  voraus,  dass  die  beiden  vor- 
gelegten Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind. 

Nach  Theorem  61  sind  die  beiden  gleichzusammengesetzten  Gruppen 
X^f '  '  '  Xrf  und  Z^f  •  ■  •  Zrf  dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich, 
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wenn  es  eine  Transformation  yi  ==  0,  (^i  •  •  •  x^  giebt  von  solcher  Be- 
schaffenheit, dass  X^f  • '  '  Xrf  hei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen 
yi  •  •  •  l/s  sich  in  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  Z^f-'-Zrf 
verwandeln.  Verbinden  wir  hiermit  die  Bemerkung  am  Schlüsse  des 
vorigen  Paragraphen,  so  erkennen  wir,  dass  die  beiden  Gruppen  dann 
und  nur  dann  mit  einander  ähnlich  sind,  wenn  sich  zwischen  ihnen 
eine  solche  holoedrisch  isomorphe  Beziehung  herstellen  lässt,  dass 
es  möglich  ist,  durch  Einführung  geeigneter  neuer  Veränderlicher: 
yi=  ^i(po^'  '  '  Xs)  die  r  infinitesimalen  Transformationen  X^f-  -  ■  Xrf 
gerade  in  diejenigen  infinitesimalen  Transformationen  5)i/'- •  •  ^^/"  der 
Gruppe  Zi/"- ••  if^/"  überzuführen,  welche  ihnen  durch  die  isomorphe 
Beziehung  zugeordnet  sind. 

Der  nächste  Schritt,  den  wir  zur  Beantwortunc^  der  von  uns  ge- 
stellten  Frage  thun  müssen,  ist  mithin  der,  dass  wir  die  beiden 
Gruppen  in  allgemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  einander 
beziehen. 

Wir  wählen  in  der  Gruppe  Z^f  -  -  -  Zrf  in  allgemeinster  Weise  r 
solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 


r), 


1 
dass  mit  den  Relationen: 

r 

(2)  (X,.X,)  =  ^c,,„.X„^ 

1 

ZU  gleicher  Zeit  die  Relationen 

r 

(2')  (r;r,)=^"c,,„.r„/- 

1 

bestehen.  Ist  das  geschehen  —  es  sind  nur  algebraische  Operationen 
dazu  erforderlich  — ,  so  ordnen  wir  XJ  -  -  -  Xrf  bezüglich  den  in- 
finitesimalen Transformationen  Y^f  •  -  '  Yrf  zu  und  erhalten  so  die 
beiden  Gruppen  in  allgemeinster  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  ein- 
ander bezogen. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  verstehen  wir  überall  unter  den 
gjcj  das  allgemeinste  System  von  Constanten  ^  welches  den  eben  gestellten 
Forderungen  genügt 

Zu  bemerken  ist  hier,  dass  die  gj,j  im  Allgemeinen  von  gewissen 
willkürlichen  Elementen  abhängen,  einmal  von  willkürlichen  Parametern 
und  dann  von  gewissen  Willkürlichkeiten,  welche  durch  die  alge- 
braischen Operationen  bedingt  werden,  die  zur  Bestimmung  der  g^j 
erforderlich  sind:  es  ist  ja  denkbar,  dass  es  mehrere  discrete  Schaaren 
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solcher  Werthsysteme  Qkj  giebt,  welche  die  verlangte  Beschaffenheit 
besitzen. 

Es  fragt  sich  nunmehr,  ob  es  unter  den  so  gefundenen  isomorphen 
Beziehungen  der  beiden  Gruppen  zu  einander  eine  giebt,  welche  die 
oben  angegebene  Beschaffenheit  hat.  Mit  andern  Worten:  ist  es 
möglich,  die  willkürlichen  Elemente,  welche  in  den  Coefficienten  gi^j 
auftreten,  so  zu  specialisiren,  dass  Xj/*-  •  •  Xrf  durch  Einführung  ge- 
eigneter neuer  Veränderlicher:  ?//==  Oi{x^"-x^  bezüglich  in  YJ---  Yrf 
übergeführt  werden  können? 

Dann  aber  auch  nur  dann,  wenn  diese  Frage  mit  ja  beantwortet 
werden  muss,  sind  die  beiden  Gruppen  Xj/"- •  •  X^./'  und  Z^f--'Zrf 
mit  einander  ähnlich. 

Es  seien  X^f  -  •  •  Xnf  (n^r)  durch  keine  lineare  Relation  von 
der  Form: 

Xl(^l   •  '  •  ^s)'XJ-] h   Xn{0C,   •  •  •  Xs)-Xnf=  0 

verknüpft,  dagegen  mögen  sich  X„_i_i/'-  •  •  Xrf  linear  durch  XJ  •  •  •  Xnf 
ausdrücken  lassen: 

(3)  Xn+kf^  (fkl  (^1  •  •  •  ^s)  •  X/  +   •  •  •   +  9a«  (^1   •  •   •  ^s)  •  Xnf 

{k  =  l  ■  ■  ■  r  —  n). 

Ist  nun  die  Transformation  yi=  ^i{x^  •  *  •  ^0  so  beschaffen,  dass 
X^f-  •  •  Xrf  bei  Einführung  der  y  in  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen ^if'-'^rf  übergehen,  welche  der  Gruppe  Z^f  -  •  •  Zrf 
angehören,  so  können  natürlich  ^J'-  •  •  ^nf  nicht  durch  eine  lineare 
Relation  von  der  Form: 

tAVi  ■  ■■Vs)-M+  ■■■  +  Mvi  ■  ■■y:)-%f-  0 

verknüpft  sein;  dagegen  erhalten  wir  augenscheinlich  für  '^n+\f---'^rf 
Ausdrücke  von  der  Gestalt: 


1 
in  denen  die  '^kv  {y)  aus   den  cpkv  ipc)   durch  Einführung   der  Veränder- 
lichen y  an  Stelle   der  x  entstanden  sind,   so   dass   also   die  n(r  —  n) 
Gleichungen 

9/tv  (2/1  ••  •  ys)  ==  (fkv  i^i"  '  OCs) 

bei  der  Substitution:  yi=  Oi{x^'  •  -  x^  zu  Identitäten  werden. 

Hieraus  schliessen  wir: 

Besteht  zwischen  X^f  •  •  •  Xnf  Iceine  lineare  Relation,  ivährend 
Xn^if  •  •  •  Xrf  sich  vermöge  der  Belationen  (3)  linear  durch  X^f  ■  •  •  X„/' 
ausdrücken, so Mnne^i  die  beiden gleichmsammengesetzten Gruppen X^f--- Xrf 
und  Z^f  •  •  '  '  Zrf  nur  dann  ähnlich  sein,    wenn  sich   die   willkürlichen 
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Elemente  in   den  oben   definirten    Coefficienten  g^j  derart  wählen  lassen, 
dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 


Y,f==^jg,rZjf 


{k=i 


die  folgenden  Eigenschaften  besitzen:  erstens  sind  Y^f  •  -  -  Ynf  durch 
licine  lineare  Belation  verJcnüpft,  während  dagegen  Fw+i/'-  •  •  Yrf  sich 
linear  durch  Y^f---  Ynf  ausdrücken: 

n 
(30  Yn+,f=^v  i^,,  (2/1  ••  •  Vs)  '  Yrf         (*  =  1  •  •  •  r-n) 

1 

und  zweitens  sind  die  n(r  —  n)  Gleichungen 

(4)  (fkr  (^1  •  •  •  Xs)  —  i^kv  (Vi  ■  -  ■  ys)  =  0  {k  =  l---r-n,    v  =  l  •  •  •  n) 

mit  einander  verträglich  und  ergehen  weder  zivischen  den  x  allein  noch 
zwischen  den  y  allein  Belationen. 

Diese  Bedingungen  sind  nothivendig  für  die  Aehnlichkeit  der  beiden 
gleichzusammengesetzten  Gruppen  X^f  -  •  •  Xrf  und  Z^f  •  ■  •  Zrf.  Wir 
behaupten,  dass  dieselben  zugleich  hinreichend  sind.  Genauer  gesagt, 
wir  behaupten:  iveoin  die  hewussten  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  giebt  es 
stets  eine  Transformation  yi=  Qi(x^  •  •  -  Xs),  welche  die  infinitesimalen 
Transformationen  X^f-  •  •  Xrf  in  bezüglich  Y^f  ■  •  •  Yrf  überführt,  so  sind 
die  beiden  Gruppen   X^f-  •  •  Xrf  und  Z^f  •  -  •  Zrf  mit  einander  ähnlich. 

Den  Beweis  für  diese  Behauptung  werden  wir  dadurch  erbringen, 
dass  wir  eine  Methode  entwickeln,  welche  zur  Bestimmung  einer 
TraTnsformation  von  der  anofe2ebenen  Beschaffenheit  führt. 


■^o   o^ 


Unser  gegenwärtiger  Standpunkt  ist  also  der  folgende: 

In  den  s  Veränderlichen  x^  •  ■  •  x^  ist  eine  r-gliedrige  Gruppe 

X,f=yilM{x,---X:)    pL  ik  =  l...r) 

vorgelegt,  deren  Zusammensetzung  durch  die  Relationen: 

r 
(X,-  Xu)  ==  ^0-  Ci\a  •  Xaf 

1 

bestimmt  ist.     Zwischen  X^f  -  •  •  Xnf  besteht  dabei   keine  lineare  Re- 
lation von  der  Form: 

%l{x,-"X:)-XJ-\ h  %nK  •  •  •  ^0  •  '^nf=  0, 

während   dagegen  Xn^^if-  •  •  Xrf  sich   durch  XJ-  •  •  Xnf  ausdrücken 
lassen : 

n 
(3)  Xn+Jcf=^v  (pkv{Xj^  ■  •  •  Xs)'Xrf         {k=^l  ■  ■  ■  r-n) . 
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Gegeben  ist  ferner  eine  mit  der  Gruppe  X^f  -  -  -  Xrf  gleich- 
zusammengesetzte r-gliedrige  Gruppe: 

1 

und   es    sind    in    dieser    Gruppe    r   unabhängige    infinitesimale   Trans- 
formationen: 

so  ausgewählt,  dass  erstens  die  Relationen: 

(r;r,)=^c,to-r„/- 

1 
identisch    bestehen,    dass    zweitens    Y^f  ■  •  •  Y„f   durch    keine    lineare 
Relation  von  der  Form 

^1(2/1  •  •  •  ys)-YJ+  • .  •  +  i/;„(2/i  •  •  •  ys)'Ynf=  0 
verknüpft  sind,  während  dagegen   Yn+if-  ■  •  Yrf  sich   folgendermassen 

ausdrücken: 

« 

(3')  Yn^}cfEE:i^v  tkviVi  '  '  •  2/0  '  ^rf         ik  =  l---r-n) 

1 

-und  dass  endlich  die  n  (r  —  n)  Gleichungen : 

(4)  ^yfcvK  "  ■  Xs)   —   i>kv{yi  '  ■  -ys)  =  0  (k^l---r-n,   v  =  l...n) 

mit  einander  verträglich   sind   und   weder  Relationen   zwischen   den  x 
allein  noch  solche  zwischen  den  y  allein  ergeben. 
Gesucht  wird  eine  Transformation: 

(5)  yi=  0i{x^'-  -Xs)       ('  =  1  •••«), 

welche  X^f-  -  -  Xrf  in  hemglich  Y^f  •  •  -  Yrf  überführt. 

Wir  können  hinzufügen: 

Die  gesuchte  Transformation  ist  so  beschaffen,  dass  die  Gleichungen 
(4)  hei  der  Substitution:  y^  =  0^(x),  •  •  •  y,  =  0s(x)  ^u  Identitäten  werden. 

Hiermit  ist  das  Problem  ausgesprochen,  um  dessen  Erledigung 
es  sich  zunächst  handelt. 

§90. 

Bevor  wir  das  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  aufgestellte 
Problem  in  seiner  vollen  Allgemeinheit  angreifen,  wollen  wir  einen 
besonderen  Fall  betrachten,  dessen  Erledigung  sich  bei  weitem  einfacher 
gestaltet;  wir  meinen  den  Fall  w  =  r,  welcher  offenbar  nur  dann 
eintreten  kann,  wenn  s  mindestens  gleich  r  ist. 

Die  oben  definirte  ganze  Zahl  n  sei  also  gerade  gleich  r. 
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Es  ist  klar,  dass  in  diesem  Falle  weder  zwischen  X^f  •  •  -  Xrf 
noch  zwischen  Z^f  •  •  •  Zrf  eine  lineare  Relation  besteht.  Hieraus  folgt, 
dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


7 


1 
die  auf  S.  333  angegebenen  Bedingungen  von  selbst  erfüllen,  ohne 
dass  die  in  den  gj^j  enthaltenen  willkürlichen  Elemente  weiter  specialisirt 
zu  werden  brauchen.  Erstens  besteht  ja  zwischen  Y^f  •  •  •  Yrf  keine 
lineare  Relation  und  zweitens  schrumpfen  die  Gleichungen  (4)  auf  die 
Identität  0=0  zusammen,  sie  sind  also  sicher  mit  einander  verträglich 
und  liefern  auch  weder  zwischen  den  x  allein  noch  zwischen  den  y 
allein  Relationen. 

Ist  daher  die  auf  S.  333  aufgestellte  Behauptung  richtig,  so  sind 
unsere  beiden  r-gliedrigen  Gruppen  ähnlich,  und  zwar  giebt  es  eine 
Transformation  yi  =  0i(oo^  •  •  •  x,),  welche  X^f  •  ■  -  Xrf  in  bezüglich 
Y^f ' '  ■  Yrf  überführt.  Versuchen  wir  eine  solche  Transformation  zu 
bestimmen. 

Wenn  wir  vermöge  der  Transformationsgleichungen 
(5)  yi==  Oiix^'  -  -x^       {i  =  i---s) 

die  Veränderlichen  2/i  *  *  *  2/«  ^^  ^kf  einführen,  so  erhalten  wir: 


1  1  ' 

vergleichen  wir  hiermit: 

r./-=25^,,(2/,...2/.)=^r.2/,^ 


1 


so    erkennen    wir,    dass   die  Transformation   (5)   dann  und   nur  dann 
X^f  ••  ■  Xrf  in  bezügHch  Y^f-  •  •  Z^./' überführt,  wenn  die  rs  Gleichungen: 

(6)  YkPi  —  Xk0i=^O  ik  =  l-.-r,    i==l...s) 

bei  der  Substitution:  ^/i  =  ^i(^);  •  ■  •  ys=  ^.(^)  ^u  Identitäten  werden. 
Setzen  wir  nun: 

X,f+Y,f=Sl,f         (k^l...r), 

so  wird: 

Sl,(y,-  0.;)==Y,yi^X,0.r, 
wenn  daher  die  Gleichungen  (5)  eine  Transformation  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  darstellen,  so  verschwinden  die  rs  Ausdrücke 
^k{yi—  ^i)  sämmtlich  vermöge  (5)  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
kommt: das  Gleichungensystem  (5)  gestattet  die  r  infinitesimalen 
Transformationen  SIJ-  -  •  Slrf  (vgl.  Kap.  7,  S.   109  ff.) 
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Andererseits  gilt  offenbar  Folgendes:  jedes  nacli  x^-'-Xs  auflösbare 
Gleichungensystem  von  der  Form  (5),  welches  die  r  infinitesimalen 
Transformationen  Sl^f  -  -  •  Slrf  gestattet,  stellt  eine  Transformation 
dar,  welche  X^f--'Xrf  in  bezüglich   Y-^f  -  •  •  Yrf  überführt. 

Berücksichtigen  wir  jetzt,  dass  die  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen  ^^f  -  •  •  Slrf  paarweise  in  den  Beziehungen 

(ß,  i^,)  =  (Xi  X,)  +  (  r,  r.)  =^r  Ca-a  ^af 

1 
stehen    und    also   eine  r-gliedrige   Gruppe    in    den  2s  Veränderlichen 
x^-  ■  •  Xs,  Vi'  •  •  Vs  erzeugen,  so  können  wir  sagen: 

Der  Inbegriff  aller  Transformationen  (5),  welche  X^f  •  -  -  Xrf  in 
bezüglich  Y^f  -  -  •  Yrf  überführen j  ist  identisch  mit  dem  Inbegriff  aller 
nach  x^  "  •  Xs  auflösbaren  Gleichungensysteme  von  der  Form  (5),  welche 
die  r-gliedrige  Gruppe  Sl^f-  •  •  Sl.f  gestatten. 

Die  Bestimmung  einer  Transformation  von  der  besprochenen  Be- 
schaffenheit ist  hiermit  zurückgeführt  auf  die  Bestimmung  eines  ge- 
wissen Gleichungensystems  in  den  25  Veränderlichen  x^-'-Xg,  2/i*  ••?/«; 
dieses  Gleichungensytem  muss  die  folgenden  Eigenschaften  besitzen: 
es  muss  aus  s  unabhängigen  Gleichungen  bestehen ^  muss  sowohl  nach 
x^  '  ■  '  Xs  als  auch  nach  y^  -  -  •  ys  auflösbar  sein  und  muss  endlich  die 
r-gliedrige  Gruppe  ^if  -  •  •  ^rf  gestatten. 

Bei  der  Erledigung  dieses  neuen  Problems  können  wir  uns  auf 
die  Entwickelungen  des  Kapitels  14  stützen. 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  verschwinden  die  r-reihigen 
Determinanten  der  Matrix 

Sii(^)  •  •  5i*^W 

ln(x)  •  •   lrs{oo) 

nicht  alle  identisch  und   noch  weniger  alle  r-  reihigen  Determinanten 
der  Matrix: 

0)  

I    lrl{x)     •    •     Irsix)    7Jrl(y)    '    '     nrs(y) 

Wenn  daher  ein  Gleichungensystem  alle  r-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  (7)  zum  Verschwinden  bringt,  so  muss  es  nothwendig 
Relationen  zwischen  den  x  allein  enthalten. 

Unsere   Aufgabe    ist   die    Bestimmung    eines    Gleichungensystems 
von  der  Form: 
(8)  2/i  —  ^i(^i  '  •  ■Xs)  =  0,"'  tjs—  ^.(^1  •  .  •  ^,)  =  0, 
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welches  die  Gruppe  Xkf -\-  Ykf  gestattet  und  dabei  nach  x^  -  •  -  x, 
auflösbar  ist. 

Ein  Gleichungensystem  von  dieser  Beschaffenheit  enthält  sicher 
keine  Relationen  zwischen  x^  '  •  -  Xs  allein,  es  bringt  also  nicht  alle 
r-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (7)  zum  Verschwinden  und  lässt 
sich  nach  Theorem  17  in  Kap.  1 ,  S.  123  auf  eine  solche  Form  bringen, 
dass  es  nur  Relationen  zwischen  den  Lösungen  des  vollständigen 
Systems: 

(9)  Sl,f=X,f+Y,f=^0      (*=i...r) 

enthält.  Folglich  ist  unsere  Aufgabe  gelöst,  wenn  es  uns  gelingt,  5 
unabhängige,  sowohl  nach  x^  -  ■  •  Xs  als  nach  y^-  -  -  ys  auflösbare  Re- 
lationen zwischen  den  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems  anzugeben. 
Das  vollständige  System  (9)  besitzt  2  s  —  r  unabhängige  Lösungen, 
welche  wir  offenbar  so  wählen  können,   dass  s  —  r  von  ihnen,   etwa: 

Wj  [X-^  •  '  '  XgJ  '  '  •  Ug  —  r  \^i  '  '  '  Xg) 

nur  von  den  x   abhängen,  s  —  r   andere: 

«^1(2/1  "'ys)'-'Vg-r{yt  -"ys) 

nur  von  den  y,  während  dagegen  die  r  noch  übrigen: 

«^1  (^1  •  •  •  Xs)  2/1  •  •  •  2/*)  •  •  •  tVr(Xi  -"Xs,  y^-  ■  -yg) 
sowohl  gewisse  x  als  gewisse  y  enthalten  müssen.  Hier  sind  die 
s  Functionen  i^^  •••«,_,.,  w^  -  -  •  tVr  in  Bezug  auf  x^^  -  -  -  x^  von  ein- 
ander unabhängig  und  die  s  Functionen  Vj^  •  •  ■  «;,_,.,  tv^  •  -  •  tv,.  sind 
es  in  Bezug  auf  yi  -  ■  ■  ys'-,  das  folgt  daraus,  dass  die  r  Gleichungen 
des  vollständigen  Systems  sowohl  nach  r  von  den  Differentialquotienten 

-^— -  •  •  •  ■^—  als  nach  r  von  den  Ditferentialquotienten  ^  •  •  •  ~f~  auf- 
^.2/1  ^Vs  ex.  öx, 

1  s 

lösbar  sind  (vgl.  Kap.  5,  Theorem   12,  S.  91). 

Wann  sind  nun  s  von  einander  unabhängige  Relationen  zwischen 
den  u,  V,  iv  sowohl  nach  x^-'-Xg  als  nach  y^-'-ys  auflösbar?  Offenbar 
dann  und  nur  dann,  wenn  sie  sowohl  nach  u^--  ■  Ug^r,  w^  -  •  -  iVr  als 
nach  v^'  •  '  Vs-r,  w^  -  -  -  Wr  aufgelöst  werden  können,  wenn  sie  sich 
also  auf  die  Form: 

(10)  ^'  =  Sl  (Wi  •  •  •  W,-r) ,   •  •  •   Vs-r  =  %s-r  (^i  '  '  '  Ug-r)  , 

W^=  ^,  {U^  •  •  •  W,  _r),   •  •  •       Wr=         (^r  K  •  •  •  Us-r) 

bringen  lassen,  wo  Si  •  •  •  g,-r  beliebige  .  wj*  einander  unabhängige 
Functionen  ihrer  Argumente  bezeichnen,  während  die  Functionen 
@i  •  •  •  @r  gar  keiner  Beschränkung  unterworfen  sind. 

Die  Gleichungen  (10)  stellen  das  allgemeinste  Gleichungensystem 
dar,  welches  aus  s  unabhängigen  Gleichungen  besteht,  die  Gruppe 
^J'  '  '  Slrf  gestattet  und  sich  sowohl  nach  x^  •  ■  -  Xg  als  nach  y^-  •  -  ys 
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auflösen  lässt;  zu  gleicher  Zeit  stellen  sie  die  allgemeinste  Trans- 
formation zwischen  x^  -  -  -  x,  und  yi  ■  -  •  ys  dar,  welche  X^f-  •  •  Xrf  in 
bezüglich  Y^f  •  •  -  Yrf  überführt.  Es  ist  somit  bewiesen,  dass  es 
Transformationen  giebt,  welche  diese  Ueberführung  leisten,  dass  also 
unsere  beiden  Gruppen  wirklich  mit  einander  ähnlich  sind. 

Aber  noch  mehr,  die  Gleichungen  (10)  stellen  überhaupt  die 
allgemeinste  Transformation  dar,  welche  die  Gruppe  X^f-  -  •  Xrf  in 
die  Gruppe  Z^f  -  •  •  Zrf  überführt. 

In  der  That,  ist  yi  ==  Wi  {x^  ■  •  -  Xs)  irgend  eine  Transformation, 
welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere  überführt,  so  verwandelt  dieselbe 
X^f-  •  '  Xrf  in  gewisse  infinitesimale  Transformationen  ^J-  ■  -  ^rf  der 
Gruppe  Z^f-'-Zrf,  welche  paarweise  in  den  Beziehungen 

mm ='2"  <='^"^^f 

stehen,  und  welche  daher  aus  den  r  infinitesimalen  Transformationen: 

r 
1 

erhalten  werden,  wenn  man  die  in  den  Qkj  vorkommenden  willkürlichen 
Elemente  in  geeigneter  Weise  specialisirt.  Nun  sind  aber  alle  Trans- 
formationen, welche  X^f  -  -  •  Xrf  in  bezüglich  Y^^f  -  •  •  Yrf  verwandeln, 
iu  der  Form  (10)  enthalten,  also  ist  insbesondere  auch  die  Trans- 
formation yi  =  ^i  (x^  •  '  •  Xs)  in  dieser  Form  enthalten. 

Indem  wir  jetzt  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammenfassen, 
können  wir  sagen: 

Theorem  63.     Sind  die  beiden  r-gliedrigen  Gruppen: 

1 
und: 

df 


z,f=^'i^iiy,-'-ys)^^     <^-=i 


gleichsusammengesetzt  und  sind  weder  X^f-'-Xrf  noch  ZJ ---Zrf 
durch  lineare  Relationen  verlcnüpft^  so  sind  die  beiden  Gruppen 
auch  mit  einander  ähnlich  Die  allgemeinste  Transformation, 
welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere  überführt^  erhält  man 
folgendermassen:  Man  wähle  die  r^  Constanten  g^j  in  allge- 
meinster Weiseso,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen 

r 
1 

von  einander  unabhängig  sind  und  dass  mit  den  Relationen 
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r 

1 
zu  gleicher  Zeit  die  llelationen: 

(3^.r,)=^.c«.r„/ 

1 

bestehen;  sodann  bilde  man  das  r-gliedrige  vollständige  System 

in  den  2s  Veränderlichen  x^  -•  •  Xs,  y^-  •  •  ys  i^'^d  bestimme  2 s  —  r 
unabhängige  Lösungen  desselben,  nämlich  s  —  r  unabhängige 
Lösungen: 

%  {X^"  ■  X^  '  •  •  Us-r  (^1  •  •  •  Xs)  y 

welche  nur  die  x  enthalten,  s  —  r  unabhängige  Lösungen: 
welche  nur  die  y  enthalten,  und  r  Lösungen: 

W^  {X^---  Xs,    y^-'-Vs)   •'•   Wr{x,  --'Xs,    y,  ■  ■  '  ijs), 

tvelche  von  einander  und  von  u^-  •  •  Us-r,  v^-  •  •  Vg-r  unabhängig 
sind;  ist  das  geschehen,  so  stellt  das  Gleichungensystem: 

^1  =  5l  (%  •  •  •  W._r);   •  •  •   Vs-r  =  %s-r  {u^  -  -  •  \l,_r) 
W^  ==  @i  (tlj^  '  '  .  tls--r)  , «^r  =        (^r  (U'i  '  '  '  Us-7-) 

die  verlangte  Transformation  dar;  hierbei  sind  &^  ■  ■  •  ^j.  voll- 
Icommen  willliilrliche  Functionen  ihrer  Argumente-^  Si  •  •  •  5.— r 
dagegen  sind  der  Beschränhung  tmterworfen,  von  einander  un- 
abhängig sein  zu  müssen. 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  der 

Satz  1.  Stehen  die  r^s  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen : 

Xkf=  ^i  hiix,    "  '  X^   -tJ-  (A  =  1  .  .  •  r) 


^^kf=^i  Ikiix,  "•Xs)j^_  (*  = 


paarweise  in  den  Beziehungen: 

(XiXi)  =  0  {/,*  =  l...r), 

ohne  jedoch  durch  eine  lineare  Relation  von  der  Form: 


^%,{X,---Xs)-Xuf=^0 


verknüpft  zu  sein,  so  erzeugen  sie  eine  r-gliedrige  Gruppe,  welche  mit  der 
Gruppe  von  Translationen: 

Y  f ^f  -y  f -?/ 

ähnlich  ist. 

22* 
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Ein  äusserst  wichtiger  Fall  ist  der,  dass  die  beiden  Zahlen  s 
und  r  einander  gleich  sind,  dass  also  die  beiden  Gruppen  transitiv 
sind  oder  genauer:  einfach  transitiv  (vgl.  Kap.  13,  S.  212).  Wir 
wollen  das  Theorem  63  für  diesen  Fall  besonders  aussprechen: 

Theorem  64.  Ztvei  gleichzusammengesetztc  einfach  transitive 
Gruppen  in  gleichvielen  Veränderlichen  sind  stets  auch  mit 
einander  ähnlich.     Sind 

1 

und 

r 


IL 


(A-  =  1  •  .  •  r) 


die  infinitesimalen  Transformationen  der  beiden  Gruppen,  so 
findet  man  die  allgemeinste  Transformation,  tvelche  die  eine 
Gruppe  in  die  andere  überführt,  folgendermassen:  Man  wähle 
die  r^  Constanten  gkj  in  allgemeinster  Weise  so,  dass  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen: 

r 
Ykf=^j9kjZjf         (A:  =  l-r) 
1 

von  einander  unabhängig  sind  und  dass  mit  den  Relationen: 

r 

{Xi  Xk)  ==  ^o  dka  Xof 
1 

zu  gleicher  Zeit  die  Relationen: 

{Y,Y,)=^aC^,aYaf 
1 

bestehen;  man  bilde  ferner  das  r~gliedrige  vollständige  System: 

in  den  2r  Veränderlichen  x^-'-Xr,  yi'--yr  'i^'^d  bestimme  irgend 
r  unabhängige  Lösungen: 

W^{X^'  ■  ■  Xr,    y^-  •  -yr)    ■  ■  '   Wr{x^-  •  ■  Xr,    ?/i   '  •  '  2/r) 

desselben;  dann  stellen  die  r  Gleichungen: 

w^  =  a^,    •  •  Wr=  ar 

mit  den  r  willJcürlichen  Constanten  a^  ■  -  -  ar  die  allgemeinste 
Transformation  von  der  verlangten  Beschaffenheit  dar. 
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§  91. 

Jetzt  wenden  wir  uns  zur  Behandlung  des  allgemeinen  Problems, 
welches  wir  am  Schlüsse  von  §  89  (S.  334)  aufgestellt  haben. 

Zunächst  können  wir,  und  zwar  genau  wie  im  vorigen  Paragraphen, 
beweisen,  dass  jede  Transformation:  yi  =  ^i  {x^^"-  x^,  welche  XJ-  •  •  Xrf 
in  bezüglich  Y^f  -  -  •  Yrf  überführt,  ein  Gleichungensystem  darstellt, 
welches  die  r-gliedrige  Gruppe  Sl^f  =  Xj^f -\-  Ykf  gestattet  und  dass 
andererseits  jedes  nach  x^-'-x^  auflösbare  Gleichungensystem: 

«/,==  Qi(x^  '  '  -Xs), 

welches  die  Gruppe  üj/'- ••  ;ß,/  gestattet,  eine  Transformation  dar- 
stellt, welche  XJ-  •  •  Xrf  in  bezüglich   Y^f-  •  •  Yrf  überführt. 

Nun  ist  nach  S.  334  jede  Transformation  y;=^i{x^  •  •  •  x^,  welche 
X^f-' 'Xrf  in  bezüglich  Y^f  •  ■  -  Yrf  überführt,  so  beschaffen,  dass 
die  Gleichungen  (4)  bei  der  Substitution:  t/j  =  ^i  (^),  •  •  •  ^^  ^  ^ s{x) 
zu  Identitäten  werden.  Folglich  können  wir  das  auf  Seite  334  formulirte 
Problem  auch  folgendermassen  aussprechen: 

Gesucht  wird  in  den  2  s  Veränderlichen  x^  "  -  Xs,  Vi  ■  •  •  Vs  ein 
Gleichungensystem  j  welches  die  r-gliedrige  Gruppe  SIJ'-  •  •  ^rf  gestattet j 
aus  gerade  s  unabhängigen  Gleichungen  besteht,  soivohl  nach  x^  -  -  -  Xs 
als  nach  y^-  -  -  y»  auflösbar  ist  und  endlich  die  n{r  —n)  Gleichungen: 

(4)  g)kv{Xi  ••  -Xs)  ~  i^kviVi  '  -  •ys)  =  0  (A  =  l-. •/--«,    v  =  l...n), 

umfasst. 

Für  die  Erledigung  dieses  Problems  ist  es  von  grosser  Wichtig- 
keit, dass  das  Gleichungensystem  (4)  seinerseits  die  r-gliedrhjc  Gruppe 
Sl^f»'-  Slrf  gestattet. 

Um  das  zu  beweisen,  denken  wir  uns  die  Matrix: 

^11  W  •  •  ^is  (x)  ^11  (y)  •  •  riu  (y) 


(11) 


^rl(x)    •    ■    ^rs(x)    ririiy)    •    '     Vrs(y) 


aufgeschrieben,  welche  zu  den  infinitesimalen  Transformationen 
ßj /'•••  iß^/"  gehört.  Wir  werden  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (4) 
eines  der  Gleichungensysteme  sind,  welche  sich  durch  Nullsetzen  aller 
(n  +  1  )"^®^^^o^^^  Determinanten  der  Matrix  (11)  ergeben.  Damit  ist 
dann  nach  Theorem  39,  Kap.  14,  S.  228  bewiesen,  dass  das  Gleichungen- 
system (4)  die  Gruppe  Sl^f--  Slrf  gestattet. 

Unter  den  (w  +  l)-reihigen   Determinanten  der  Matrix  (11)  giebt 
es  insbesondere  solche  von  der  Form: 
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Ersetzen  wir  in  zJ  die  Glieder  der  letzten  Horizontalreilie  durch  ihre 
aus  (3)  und  (3')  folgenden  Werthe: 

«  n 

^n+J,k^,  (X)  ^^r  (pj,,(x)  .  I,,  ,^X^);     Vn+J,a{y)  EHE  V  ^,„  (?/)  •  rjro(y)  , 

1  ^"^ 

und  subtrahiren  wir  von  der  letzten  Horizontalreihe  die  n  ersten, 
nachdem  wir  dieselben  vorher  mit  bezüglich  g)ji(x)-  -  -  (pjn{x)  multiplicirt 
haben,  so  bekommen  wir: 

n 

-^  =  ^±  lu,  W  •  •  ^nkS^)  -^  nva  (y)   {  tjr(y)   -  (pjr{x)  }  . 

1 

Hier  verschwinden  unter  den  früher  gemachten  Voraussetzungen 
die  Determinanten  von  der  Form: 

nicht  alle  identisch  und  ebensowenig  alle  Determinanten  von  der  Form: 

^  =  ^±vuXy)--VnkM- 

Ein  Gleichungensystem,  das  alle  Determinanten  z/  zum  Ver- 
schwinden bringt,  muss  offenbar  entweder  alle  Gleichungen  von  der 
Form  D  =  0  enthalten  oder  die  s(r  —  n)  Gleichungen: 


^  Vvo  (y)  { ipjv(y)  —  q)jrix) }  =  0 


{az=l  •  ■  ■  s ,  j  =  l  ■  ■'  r  —  n)  ; 


im    letzteren    Falle    umfasst    es    entweder    alle    Gleichungen    von    der 
Form  ^  ==  0  oder  die  n(r  —  n)  Gleichungen 

(4)  %v(x)  ^  7pp(y)  =  0  0=:1..  •  r-n,   v  =  l...n). 

In  dem  letzten  dieser  drei  Fälle  bemerken  wir  nun  Folgendes: 
Das  Gleichungensystem  (4)  bringt  nicht  blos  alle  Determinanten 
z/   zum  Verschwinden,    sondern    überhaupt    alle    {n  +  l)-reihigen   De- 
terminanten der  Matrix  (11).    Man  erkennt  das  sofort,  wenn  man  die 
Matrix  in  der  Form: 


iuW      • 

tis{x)             rj,,(y) 

Vu{y) 

V 

1  •  •  •  n                     1  •  • .  « 

^  (Plv  ^rs     ^  ^Ir  rjrl 

V                                          V 

nnsiy) 

V 

l--n 

^  (Pr-n,vU    • 

' 
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schreibt  und  sodann  die  Substitution:  il^kviy)  =  ^kv(oc)  macht;  die 
(ji  _[_  l)-reihigen  Determinanten  der  so  erhaltenen  Matrix  sind  alle 
identisch  Null.  Folglich  gehört  (4)  zu  denjenigen  Gleichungensystemen, 
welche  man  durch  Nullsetzen  aller  (n  +  l)-reihigen  Determinanten 
der  Matrix  (11)  erhält,  und  es  gestattet  daher  nach  dem  oben  an- 
geführten Theoreme  die  r-gliedrige  Gruppe  Sl^f  ■  -  -  Slrf- 

Die  eben  bewiesene  wichtige  Eigenschaft  des  Gleichuugensystems 
(4)  kann  auch  noch  auf  einem  andern,  etwas  direkteren  Wege  er- 
kannt werden. 

Nach  S.  109  u.  223  gestattet  das  Gleichungensystem  (4)  die 
r-gliedrige  Gruppe  Sl^f  ■  •  •  ^rf  jedenfalls  nur  dann,  wenn  alle  Gleich- 
ungen von  der  Form: 

sij{(pkv(x)  —  ^kv{y))  =  Xj(pjcv{x)  —  Yji^kv(y)  ==  0 

eine   Folge   von  (4)   sind.     Dass    diese    Bedingung    im    gegenwärtigen 
Falle  erfüllt  ist,  lässt  sich  leicht  nachweisen. 
Es  ist  für  j  =  1  •  •  •  r ,  h  ^=  1  -    ■  r  —  n: 

{Xj  z„+.)  =  (xjf,  ^  cp,. .  xA 

=  ^r  Xj  Cp,.  .  Z„/-  +^r  Cp,..  (Xj  X,)  . 
1  1 

Ferner  ist  allgemein: 

r  n       /  r  —  w  -i 

1  1^1  ' 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  die  vorhergehende  Gleichunjr  ein  und 
berücksichtigen  ausserdem,  dass  X^f  •  -  •  Xnf  nicht  durch  eine  lineare 
Relation  verknüpft  sind,  so  finden  wir: 


(12) 


r — n 
Xj(pkv  ==  ^j,n-{-k,v  4~  ^f  Cj,n-\-k,n-{-t(Ptv   — 
1 
n  /  r-— M 

1  \  1 


Es  wird  also: 

und  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  giebt: 

wo  Iljkv  beide  Male  dieselbe  Function  seiner  Argumente  bezeichnet. 
Nunmehr  erhalten  wir: 

^j{(Pky  —  fe)   =  HjkviSPnj   ^12  •  •  •)   —   ^^Jkvitii,    ^12  •  •  •); 
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woraus  zu  ersehen  ist,  dass  die  Ausdrücke  5^,(9'*v  —  fc)  wirklich 
alle  vermöge  (4)  verschwinden. 

Im  Allgemeinen  werden  die  n{r—n)  Gleichungen  (pk,(x)  =  ip^,(y) 
nicht  von  einander  unabhängig  sein,   sie  werden   sich  vielmehr  durcli 
eine  geringere  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Gleichungen  ersetzen 
lassen,  etwa  durch  die  s~q^s  folgenden: 
(13)  q)k(xj^ . . .  Xs)  =  ipk{y^  ■ '  ■  ys)      (^-=1  •  •  •  s-Q). 

Natürlich  wird  dann  jedes  Xjcpk  eine  Function  von  (p^-"q),_^  allein: 

(14)  XjCpk  =  Jtjk((Pi  •  •  •  (Ps-(i)       U  =1  •  •  •  r;   *  =  !  .  ■■s-(>) 

und  jedes   Yj^Jk  wird  dieselbe  Function  von  i/^j  •  •  •  ip.-gi 

(14')  Yj^j,^7tß{^^-  "  XP,_^)  0  =  l---r;   Z=1...5-(.), 

es  verschwinden  daher  vermöge  des  Gleichungensystems:  (p^—^,^=0^ 
•  •  •  (ps-n  =  ts-Q  alle  Slj  ((fk  —  ilJk) .  Da  aber  dieses  Gleichungensystem 
in  einer  Form  vorliegt,  welche  die  auf  S.  107  f.  gestellte  Forderung 
erfüllt,  können  wir  nach  S.  112  u.  223  schliessen,  dass  dasselbe  die 
r-gliedrige  Gruppe  SIJ-"  Slrf  gestattet. 

Ist  mm  s—-Q  =  s,alsoQ  =  0,so  stellen  die  s  Gleichungen  9)1  =  i^, , 

"  (p,  =  il;,  an  und  für  sich  schon  eine  Transformation  in  den  Verändcr- 

liclmi   x,--'Xsy   «/i  •••«/,   dar.      Biese   Transformation    führt    offenbar 

XJ-  '  ■  Xrf  in  hemglich  YJ---  Yrf  über  und  ist  zugleich  die  allgemeinste 

Transformation,  welche  das  thut. 

Demnach  ist  der  Fall  s  —  (>  =  s  von  vornherein  erledigt,  dagegen 
bedarf  der  Fall  s—  q<:s  genauerer  Untersuchung. 

Um  die  weiteren  Betrachtungen  zu  vereinfachen,  wollen  wir  zu- 
nächst statt  der  Veränderlichen  x  und  y  geeignete  neue  Veränderliche 
einführen. 

Die  n  von  einander  unabhängigen  Gleichungen:  Xj''=0,'-- 
Xnf=0  bilden  ein  w-gliedriges  vollständiges  System  in  den  s  Ver- 
änderlichen x^  '-'Xs,  sie  haben  daher  s  —  n  unabhängige  Lösungen 
•gemein,  ebenso  haben  die  n  Gleichungen:  YJ  =  0,  -  •  -  Ynf  =  0  in 
den  Veränderlichen  y^---  y,  gerade  s  —  n  unabhängige  Lösungen  gemein. 

Es  liegt  nahe,  die  infinitesimalen  Transformationen  XJ-'-Xyf 
und  YJ'---  r^/' dadurch  zu  vereinfachen,  dass  man  an  Stelle  der  x 
neue  unabhängige  Veränderliche  einführt,  von  denen  s  —  n  unabhängige 
Lösungen  des  vollständigen  Systems:  XJ=  0,  •  •  •  X,/  =  0  sind,  und 
an  Stelle  der  y  neue  unabhängige  Veränderliche,  von  denen  s~n 
unabhängige  Lösungen  des  vollständigen  Systems:  Y^f  =  0 ,  -  ■  - 
Ynf==Q  sind. 
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Es  liegt  andererseits  nahe,  die  Gleichungen  (13)  dadurch  zu  ver- 
einfachen, dass  man  die  Functionen  (p^(x)--'€ps^g{x)  und  ^i(y)--'ips-Q(y) 
als  neue  Veränderliche  einführt. 

Wir  wollen  versuchen,  beides,  so  weit  als  möglich,  zu  vereinigen. 

Zunächst  gehen  wir  darauf  aus,  an  Stelle  der  x  geeignete  neue 
Veränderliche  einzuführen. 

Unter  den  Lösungen  des  vollständigen  Systems  X^f=0,  ••• 
Xnf=  0  kann  es  solche  geben,  welche  sich  durch  die  Functionen 
(Pi(x) '  •  •  g)s-.g(x)  allein  ausdrücken  lassen;  alle  Lösungen  F(q)j^  •  •  •  9,_^) 
von  dieser  Beschaffenheit  bestimmen  sich  aus  den  n  Differential- 
gleichungen : 

(15)  ^^^-9^^^  =^'  ^kv((Pi  '  -  '  (Ps~^)  ^  =^  0  (i-=l...n) 

in  den  s  —  q  Veränderlichen  cp^  -  •  -  cps-Q.  Wir  wollen  annehmen,  dass 
diese  Gleichungen  gerade  s  —  q^s —  q  unabhängige  Lösungen  besitzen, 
etwa  die  folgenden: 

Unter  dieser  Voraussetzung  sind  offenbar: 
U,{(p,(x) '  • .  (ps-(^(x))  =  u,(x),  . .  •  Us-,i(p,(x)  . .  •  (Ps-q(x))  =  Us-,(X) 
solche  unabhängige  Lösungen  des  vollständigen  Systems:  Xi/'=0, 
'''Xnf=0,  welche  sich  durch  (p^{x)  -  •  •  (ps-f,{x)  allein  ausdrücken 
lassen,  und  es  ist  jede  andere  Lösung  von  derselben  Beschaffenheit 
eine  Function  von  u^(x)  •  •  •  Us-q(x)  allein.  Natürlich  gilt  dabei  auch 
die  Ungleichung:  s  —  q^s  —  n^  also  ist  keine  der  beiden  Zahlen  q 
und  n  grösser  als  q. 

Es  seien  nun: 

irgend  q  —  n  von  einander  und  von  u^{x)  •  -  ■  iis-q{x)  unabhängige 
Lösungen  des  vollständigen  Systems:  XJ  =  0,  ■  -  ■  Xnf  =  0.  Wir 
werden  zeigen,  dass  dies  —  Q  +  q  —  n  Functionen:  Us-g+i{x)  •  •  •  u,_ri(x), 
<Pi(x)  • '  '  q)s^^(x)  von  einander  unabhängig  sind. 

Da  (pj^(x)  •  •  •  q)s_^(x)  von  einander  unabhängig  sind,  so  giebt 
es  unter  den  Functionen  (p,{x)  •  -  ^  (ps-g(x),  Us-q+i(x)  -- •  u^-ni^) 
wenigstens  s  —  9,  also  etwa  gerade  s  —  Q+q  —  n  —  h  von  einander 
unabhängige,  wo  O^h^q  —  n.  Wir  wollen  annehmen,  dass  gerade 
(Pi(x)  '  '  •  g}s;_g(x),  u,^q^h-\-i(x)  •  •  •  Us-n(x)  von  einander  unabhängig 
sind,  während  Us^q^i(x)  -  --  Us-q+h{x)  sich  durch  (p^^x) --  ■  q),-f,(x), 
'^s—q-^?i+i(x)'-'Ug_n{x)  allein  ausdrücken  lassen.  Es  sollen  also 
zwischen  den  Grössen  Us-q-\.i  •  •  •  Us-n  ,  (fi  •  ■  '  <Ps-q  Relationen  von 
der  Form: 
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(16)  lh-q-\-j   =  %j{lls-q-\-h-\-\  ■  '  '  tls-n  ,    9>i   •   •  •  (fs-o)  0  =  1     •  •  /') 

bestehen,  welche  bei  der  Substitution: 

\  (Pi  =  (Pi  (x),  •  .  .  g),_^,  =  (ps-(,(x) 

zu  Identitäten  werden. 

Deuten   wir  die   Substitution   (17)    durch   das  Zeichen  [  J  an,    so 
haben  wir: 

bis-,-{-j  —  Xj]  =  0       O'=i---/0, 
also  wird  auch: 


Xj,  [Us-q+j  —  Xj]  =  —^  Nv(9)i  .  •  .  9,,_,,)] 

1 
das  heisst:  die  Ausdrücke 


^9, 


^  =  0     (A=.i.--«.;  =  i...Ä), 


^ i  0  y  _ 

(18)  ^  ^kv((Pi  •  •  •  gP.s-o)  g-^  {k^l...n,  j=^l...h) 

1  ^' 

verschwinden  bei  der  Substitution  (17)  alle  identisch.  Nun  sind  aber 
diese  Ausdrücke  sämmtlich  von  Us-q+i  •  •  •  Us-q+h  frei,  wären  sie 
daher  nicht  identisch  null,  sondern  verschwänden  sie  erst  bei  der 
Substitution  (17)  identisch,  so  wären  die  Functionen  Us-q-^k-\-i{x) -- - 
w,_„(^),  cpj^(x)  ■  •  '  cps_fy(x)  nicht  von  einander  unabhängig,  das  aber 
wäre  gegen  die  Voraussetzung.  Polglich  sind  die  Ausdrücke  (18)  an 
und  für  sich  identisch  null  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die 
Functionen  Xi  '  '  Xk  sind  Lösungen  der  n  Differentialgleichungen  (15) 
in  den  s — q  Veränderlichen  g?i  •  •  •  qD,_^,.  Hieraus  geht  hervor,  dass 
(Pi  • '  '  (ps-o  in  den  xj  i^^r  in  den  Verbindungen:  Ui(9)i  •  •  •  (ps-g)  •  •  • 
\Xs-q((p^  '  ■  •  (ps-o)  vorkommen,  dass.  also  die  h  Gleichungen  (16)  durch 
h  Relationen  von  der  Form: 

(19)  lts-q-\-j  =  Xj('^ls-q+h-{-i   •  '  •  Us-n,    Wi  •  •  •  Us-q)  U=l--'h) 

ersetzt  werden  können,  die  nun  ihrerseits  bei  der  Substitution: 

u^  =  Ui{x),  •  •  •  ^f,_„  ==  Us-n(x) 
zu  Identitäten  werden. 

Relationen  von  der  Form  (19)  können  offenbar  nicht  bestehen, 
da  «1  •  •  •  Us—n  unabhängige  Lösungen  des  vollständigen  Systems 
XJ=0,' '  '  Xnf  =  0  sind;  folglich  ist  h  gleich  Null.  Damit  ist 
bewiesen,  dass  die  s  —  q  -\-  q  —  n  Functionen  q)^{x)  •  ■  •  g)s-Q(x), 
Us-.q^i(x)  ■  •  'Us-n(i^)  wirklich  von  einander  unabhängig  sind. 

Wir  sehen  also,  dass  zwischen  den  s  —  n  -\-  s  —  q  Grössen 
u^  •  '  Us^n ,  (p^--(ps—Q  keine  andern  Relationen  bestehen,  als  die 
s  —  q  folgenden : 
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(20)  Wi  ==  Ui((p,  •  .  •  9),-^,),  •  •  •  lh->2  =  ^s-,2((Pi  •  •  •  g)s-^), 

welche  bei  der  Substitution: 

zu  Identitäten  werden. 

Aus  dem  eben  Gesagten  ergiebt  sich,  dass  unter  den  s  —  n-\-s — q 
Functionen  u^(x)'--iis-n(oc),  ^^^(a;)- • -9, _^(a?)  gerade  s—n+s~Q—{s—q) 
=  s  —  n-{-q  —  Q  von  einander  unabhängige  vorhanden  sind,  nämlich 
etwa  die  s  —  n  Functionen:  Ui{x)  •  •  •  Us—n{oc),  zu  denen  noch  q—^'^O 
von  den  Functionen  cp^^x)  •  •  •  (ps—(){x)  hinzukommen.  Nehmen  wir  an, 
dass  die  Gleichungen  (20)  sich  gerade  nach  9?2_^_i_i  •  •  •  cps—Q  auflösen 
lassen,  so  können  wir  schliessen,  dass  gerade  die  s  —  n  -\-  q  —  q 
Functionen:  u^(x)  -  ■  -  Us—n(x)f  (p^{x)  ■  •  ■  (pq-.^{x)  von  einander  unab- 
hängig sind.  Hierbei  ist  die  Zahl  q  —  q  oder  kurz  m  sicher  nicht 
grösser  als  w,  da  die  Summe  s  —  n-\-  q—  q  natürlich  die  Zahl  s  der 
Veränderlichen  x  nicht  übersteigen  kann. 

Nunmehr  sind  wir  so  weit,  dass  wir  an  Stelle  von  x^  ■  -  -  Xg  neue 
unabhängige  Veränderliche  x^  •  •  -  x^  einfuhren  können;  wir  wählen 
dieselben  folgendermassen: 

Wir  setzen  einfach: 

Xqj^i  =  ti^  (^1  •  •  •  ^0,  •  •  •  Xs  =  Us-q(x^  ■  ■  '  .r,), 
ferner : 

Xn-\-l  'f^'g  —  Q-i-lK^l  '  '  '  Xs)y  '  '  '  Xq  U^^  —  n\X\   '  '  '  XjJ 

und: 

^1  =  9^1  (^1  •  •  •  ^0?  •  •  •  ^m  =  q^m{Xi  "  '  Xs), 
wo  m  =  q  —  Q  nicht  grösser  ist  als  n-^  ausserdem  setzen  wir  noch: 

X/ii-\-i  =  A|  yXi  '  '  •  Xg)  j   •  •  •   Xn  =  An  —  vi\X^  '  '  •  Xg), 

WO  l^{x)-'-)in—7u{x)  irgend  welche  von  einander  und  von  u^{x)  ■  -  ■ 
Us—n{x)j  g)i{x)  •  •  •  (pm(x)  Unabhängige  Functionen  bezeichnen. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  führen  wir  an  Stelle  von  y^  •  •  •  y«  neue 
unabhängige  Veränderliche  ein. 

Wir  bilden  die  s  —  q  Functionen: 

^i(^iW  •  •  •  ^.-o(!/))  =  v,{y),  ■  ■  •  U,^q{t,{y)  •  •  •  ts-M)  =  «^^-2(2/); 
welche  offenbar  unabhängige  Lösungen  des  n-gliedrigen  vollständigen 
Systems:  Y^f  =  0,  -  -  -  Ynf=  0  sind;  wir  bestimmen  ferner  irgend 
q  —  n  von  einander  und  von  v^(y)  ■  -  ■  Vs-q(y)  unabhängige  Lösungen: 
^»-2+1(2/)  •  •  •  '^s—n{y)  desselben  vollständigen  Systems.  Dann  ist  klar, 
dass  die  s  —  n-\-q  —  q  Functionen: 

v,{y)  ■ . .  Vs^n{y),  t,(y)  •  •  •  t,-Q(y) 

von  einander  unabhängig  sind. 
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Die  neuen  Veränderlichen  y^  --  -  y!  wählen  wir  nun  gerade  so, 
wie  vorhin  die  x\ 

Wir  setzen  einfach: 

y'q+i  ==  ^1  (2/1  •  •  •  !/.0,  •  •  •  y'  =  v,^,j{y,  •  . .  2/,,), 
ferner: 

y'n+i  =  «;,-5+i(2/i  •  •  •  2/0,  •  •  •  !//==  «^.-«(2/1  •  •  •  2/0 
und: 

Vi  =  ^1(2/1  ••  •  2/Oj  •  •  •  y'm  =  ^m(2/i  •  •  •  2/0; 

ausserdem  setzen  wir  noch: 

2/^+1  ==  AiVi ' ' '  Vs),  '--yn^  ^n-m(yi  ■  •  •  ys), 

wo  ^1  •  •  •  An-7n  irgend  welche  von  einander  und  von:  ^1(2/)  •••?;,,_ „(2/), 
^1(2/)  ■  •  •  tm(y)  unabhängige  Functionen  sind. 

Führen  wir  jetzt  die  neuen  Veränderlichen  x'  und  2/'  in  die  in- 
finitesimalen Transformationen  X^f,  Ykf  und  in  die  Gleichungen 
(13)  ein. 

Da  alle  XjcX'nJfi  •  •  •  X^Xs  identisch  verschwinden  und  da  alle 
Xk(p^  '  •  '  Xkq)m  nur  von  cp^--  -  (ps—^^  das  heisst  also  von  x^' -  •  •  Xn^y 
x'qj^i  '  "  Xs  abhängen,  so  erhält  X^f  in  den  Veränderlichen  a;/  •  •  •  x^' 
die  Form: 


1 

^«•'■ 

'Xr,^ 

.     4  +  : 

t  •  • 

+ 

n  —  m 

1 

Xui 

Xn 

•  •  •  4  •  •  ■ 

^•0 

df 

=  ^,f: 

Qso  wird: 

in 

1 

(2/;--- 

■y>u 

,   2/i+i 

+ 

n  —  in 
1 

m-\-j  (2// 

... 

2/m  •  •  • 

y'n 

. . .  2/;  •  •  • 

2/0 

df 

=  lU 

Die  ^kfi  (2//  •  •  •  2/no  2/9+1  •  *  *  2/0  bedeuten  hierbei  dieselben  Functionen  ihrer 
Argumente,  wie  die  j^t^t  (^\'  •  •  •  ^wo  ^2+1  '  *  *  ^«)-  ^^^  ^^n  Gleichungen 
(14)  und  (140  S^l^^  nämlich  hervor,  dass  Yky^i  dieselbe  Function  von 
2/1'  ••  •  y'my  2/?+i  •  •  •  2/5  wird,  wie  Xkx'^  von  a;/  •  •  •  a;,;,,  4+1  •  "  x'sj  unter 
ft  eine  beliebige  der  Zahlen:  1,  2  •  •  •  m  verstanden. 

Andererseits  müssen  wir  feststellen,  welche  Form  das  Gleichungen- 
system (13)  in  den  neuen  Veränderlichen  erhält. 
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Das  Gleichuügensystem  (13)  kann  offenbar  durch  das  folgende  er- 
setzt werden: 

fPl   —  ^1  =  ^7    "  '  g^m  —  1pm  =  0, 

'lli(9>i  •  •  •  ^'^-(O  —  Wi(^i  •  •  •  '^s-q)  =  0,  •  •  • 

Führen   wir  nun   in   dieses  System   unsere   neuen    Veränderlichen   ein, 
so  erhalten  wir  offenbar  das  einfache  Gleichungensystem: 

^/  —  2//  =  0?       •  '-^m—  ym  =  0 


(21) 

[x'q^i  —  2/2+1  =  0,     •  •  •  rr/  —  2//  =  0: 

auf  diese  Form  lässt  sich  also  das  Gleichungensystem  (13)  oder,  was 
dasselbe  ist,  das  Gleichungensystem  (4)  nach  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  bringen. 

Erinnern  wir  uns  endlich,  dass  weder  X^f-'-Xnf  noch  Y^f-"  Ynf 
durch  lineare  Relationen  verknüpft  sind  und  dass  vermöge  (4)  alle 
(w  +  l)-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (11)  verschwinden,  so  er- 
kennen wir,  dass  auch  weder  S^f-  •  •  Snf  noch  H^^f  -  •  •  Hnf  durch  lineare 
Relationen  verknüpft  sind  und  dass  vermöge  (21)  alle  (w  +  l)-reihigen 
nicht  aber  alle  w-reihigen  Determinanten  derjenigen  Matrix  verschwin- 
den, welche  aus  den  Coefficienten  der  Differentialquotienten  von  /'  in 
den  r  infinitesimalen  Transformationen  Slkf  ==  ^kf -{- Hkf  gebildet 
werden  kann. 

Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  ist  das  im  Anfang  des 
Paragraphen,  S.  341,  aufgestellte  Problem  auf  das  folgende  einfachere 
zurückgeführt: 

Gesucht  wird  in  den  2  s  Veränderlichen  x^  -  •  -  x^ ,  y^'  ■••?//  ein 
GleichungeiiSystem^  welches  die  r-gliedrige  Gruppe 

^kf=-Skf+Hkf     (*  =  i---r) 

gestattet  und  welches  überdies  aus  s  unabhängigen  Gleichungen  besteht, 
soivohl  nach  x^  -  -  -  Xg  als  nach  yl  -  -  -  ys  auflösbar  ist  und  endlich  die 
s  —  q-\-  m  Gleichungen  (21)  umfasst 

Um  das.  neue  Problem  zu  erledigen,  erinnern  wir  an  Kap.  14, 
S.233ff.;  wir  schliessen  aus  dem  damals  Gesagten,  dass  jedes  Gleichungen- 
system, welches  die  Gruppe  &/"+  Hkf=  ^kf  gestattet  und  dabei  die 
Gleichungen  (21)  umfasst,  dadurch  erhalten  werden  kann,  dass  zu  den 
Gleichungen  (21)  ein  Gleichungensystem  in  den  s  -{-  q  —  m  Veränder- 
lichen x-^ " ' x'm  "  ' Xn  ' ' '  Xq' " x's^  «/m+i " ' y'q  hinzugefügt  wird ,  welches 
die  r-gliedrige  Gruppe: 
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m 

1 

n—vi 


.''0  -i^ + 


1 

n — in 


-\r^j  ^f^;m+j  (^/  •  •  •  x,n,  y\„+y  ■  '  -y\ 


y<n  ^4+1  •  •  •  ^0 


a/- 


'm+; 


gestattet. 

Hier  wird  i^^/ dadurch  erhalten,  dass  man  in  Sl,,f-^;E;j,f+IIJ 
alle  Glieder  mit  ^  ...  ^  weglässt  und  in  den  übrigen  Gliedern 
überall  vermöge  (21)  die  Substitution  macht: 

Vi     =  ^ly    '  "y'ra  =  X'rr,,    l/'i+l  =  4+1;    '  '  '  y's  =  X,. 

Diese  Entstehung  von  i^^/  zeigt,  dass  in  der  aus  Ü^f  ■  •  -  Slrf  gebil- 
deten Matrix: 

Inip^')  ■  lin{x)  l)j,„,+i  (./,?/)  .  i)in{x\y) 
(22)  

In  ix')    ■    lCrn(x)    \)r,m-}-l(x,y)    ■    i)m{x,y') 

alle  (n  +  l)-reihigen  Determinanten  identisch  verschwinden,  nicht  aber 
alle  w-reihigen.  Nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  weder  ^J-  -  ■  Snf  noch 
Hif-  •  .  Hnf  durch  lineare  Relationen  verknüpft  sind,  so  erkennen  wir 
sofort,  dass  insbesondere  die  beiden  ?2-reihigen  Determinanten: 

und: 

hl  i^')  '  hm  (x)  l;i,,„+i  {x,y)  •  l)u  {x,y) 
(24)  .       .       .  .  .         . 

hl(x)  •  him  (X)    t)„,,„+i  {X,y)  •  \)nn  (x\y) 

nicht  identisch  null  sind. 

Nun  kommt  es  uns  aber  nicht  darauf  an,  alle  Gleichungensysteme 
zu  finden,  welche  (21)  umfassen  und  die  Gruppe  SlJ-"^rf  gestatten, 
sondern  nur  auf  die  Bestimmung  solcher  Gleichungensysteme  dieser 
Art,  welche  gerade  aus  s  unabhängigen  Gleichungen  bestehen  und 
sowohl  nach  x^  •  -  -  Xs  als  nach  ij^  -  -  - «//  auflösbar  sind.  Folglich 
haben  wir  nicht  alle  Gleichungensysteme  in  x^-'-x^,  y^+i-'-yq  auf- 
zustellen, welche  SlJ-"SlrfgestMen,  sondern  nur  solche,  welche 
gerade  aus  s  ~  (m -j-  s  —  q)  =  q  ~  m  unabhängigen  Gleichungen 
bestehen  und  ausserdem  sowohl  nach  Xm-^i  •  ■  x'n  •  -  -  4  als  nach 
2/m+i  '  '  '  y'n  '  '  •  y'q  auflösbar  sind. 
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Genügt  ein  Gleicliiingensysteni  in  x^  -  --  Xs\  ym-\-i  •  "  Vq  den  eben 
gestellten  Forderungen,  so  lässt  es  sich  auf  die  Form: 

(25)  y\n-^j  =  ^m+j  (^/  •  •  'Xm-  "Xn"-  Xq"  ■  X's)        (i  =  1  •  •  •  g-m) 

bringen,  wo  die  Functionen  ^^„+1  ■  -  ^q  ihrerseits  in  Bezug  auf 
Xm-{-i  •  •  '  Xq  von  einander  unabhängig  sind.  Nun  ist  klar,  dass  ein 
Gleichungensystem  von  der  Form  (25)  nicht  alle  w-reihigen  Determi- 
minanten  der  Matrix  (22)  zum  Verschwinden  bringen  kann,  denn  jeden- 
falls kann  die  Determinante  (23)  vermöge  (25)  nicht  gleich  Null 
werden.  Da  andererseits  alle  {n  +  l)-reihigeu  Determinanten  von  (22) 
identisch  verschwinden,  so  ergiebt  sich  nach  Kap.  14,  S.  230,  dass  jedes 
Gleichungensystem  von  der  Form  (25),  welches  die  Gruppe  ^^f'-'Strf 
gestattet,  durch  Relationen  zwischen  den  Lösungen  der  Gleichungen: 
iij/'=0,  •••5ir/'=0  dargestellt  wird,  oder,  was  dasselbe  ist,  durch 
Relationen  zwischen  den  Lösungen  des  n-gliedrigen  vollständigen 
Systems:  9.J=^,  -"  Slnf=  0. 

Das  ^-gliedrige  vollständige  System  *ßi/'=0,  •  "Slnf==0  enthält 
S'\-q~7n  unabhängige  Veränderliche  und  besitzt  daher  s  —  n-j-q  —  m 
unabhängige  Lösungen;  s  —  7i  -{-  q  —  n  unabhängige  Lösungen  lassen 
sich  sofort  angeben,  nämlich:  Xn+i  -  -  -  Xq  -  -  -  xl,  jjn+i  •  •  '  y'qy  die  n  —  m 
fehlenden  müssen  durch  Integration  bestimmt  werden  und  können 
offenbar  auf  die  Form  gebracht  werden: 

C5i  {X^  "  '  Xm-  "  Xs,    tJm-\-l  '  '  '  Vq)    '  '  '  «n-?«  (^/  •  '  '  Xm'"  Xs  ,    y'm+l  '  '  *  2//)- 

Da  die  beiden  Determinanten  (23)  und  (24)  nicht  identisch  verschwin- 
den,  so   sind   die   Gleichungen   unseres   vollständigen   Systems   sowohl 

.      df  df  df       .  .      df  df  df  df  o 

nach  -^-^  •  •  •  ö-^  •  •  •  -öT'r   als  nach  ^ — j  •  •  •  0-7- ,   ^-7 •  •  -^-r    aut- 

dx^  dx^  dx^  dx^  dxj    dy^^^  dy^ 

lösbar  und  es  sind  daher  seine  s  —  n-\-q  —  m  unabhängigen  Lösungen 

XnJ[.i'"  Xsy    2/n+l  '"y'qy    «1  *  *  '  ««-m  SOWOhl    in  BcZUg    auf   Xn-\.l  '"Xq'-'Xsy 

2/m+i  •  •  -y'q  als  in  Bezug  auf  Xm-\-i  "  -  x'n  -  -  -  Xq-  --  x's^  2/n+i  '  "  Va  ^^^ 
einander  unabhängig  (vgl.  Theorem  12,  S.  91).  Folglich  sind  die 
Functionen  gjj  •  •  •  (On~m  sowohl  in  Bezug  auf  i/m+i  •  *  •  2/«  als  in  Bezug 
auf  Xm^i  '  •  '  x'n  von  einander  unabhängig. 

Jedes  Gleichungensystem  (25),  welches  den  gestellten  Forderungen 
genügt,  wird  nun  durch  Relationen  zwischen  den  Lösungen  XnJ[-i"-Xs, 
ynj^i"'yqy  (a^'-'G)n-m  dargestellt  und  zwar  durch  q  —  m  sowohl  nach 
y'm+i  "-yq  als  nach  Xm+i  -"Xq  auflösbare  Relationen.  Augenscheinlich 
müssen  diese  Relationen  sowohl  nach  coi  •  •  •  ö„_m,  Xn-\-\  "-Xq  als  nach 
oji  •  •  •  «„_„, ,  y'nJri'^-y'q  auflösbar  sein,  sie  müssen  also  die  Form 
haben : 
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I  (Ou  (X,'  '  ■  •  X,n,     X,n+1  ■  '  '  x's,     y'^-^i  .  •  •  y[)  =   ^^^  {x^^^  .  .  .  x^  .  .  .  oc'^) 
{^^)      '  (/<  =  1  .  .  •  n-m) 

tJn+1  =  n,  (rr^+i  •  •  .  4  .  •  •  Xs),     •  •  •  2/7  =  n^-n  (Xn+l  '  '  '  ^  '  '  "  ^'0; 

WO  77i  •  •  •  JZj_„  in  Bezug  auf  Xn+i ---Xq  von  einander  unabhängig  sind. 

Umgekehrt  ist  jedes  Gleichungen  System  von  der  Form  (26),  in 
welchem  TZj  •  •  •  77/_„  in  Bezug  auf  x'n+i  --'Xq  von  einander  unabhängig 
sind,  sowohl  nach  «/».+1  •  •  •  «/?  als  nach  x,n+i  •  •  •  Xq  auflösbar  und  da  es 
ausserdem  die  Gruppe  £IJ---  Slrf  gestattet,  so  besitzt  es  alle  Eigen- 
schaften, welche  das  gesuchte  Gleichungensystem  in  den  Veränderlichen 
Xi  '  '  '  Xs\  ym+i  '  '  '  Vq  haben  sollte. 

Wir  schliessen  hieraus,  dass  die  Gleichungen  (26)  das  allgemeinste 
Gleichungensystem  darstellen,  welches  die  Gruppe  ßi/"-- •  iß,/ gestattet, 
aus  gerade  q  —  m  unabhängigen  Gleichungen  besteht  und  sowohl  nach 
y'm+i  '  '  •  y'q  als  nach  ^r^+i  -  ■  ■  Xq  auflösbar  j^t;  dabei  sind  x^-  ■  ■  %n—m 
vollkommen  willkürliche  Functionen  ihrer  Argumente  und  I\"'  77^_„ 
ebenfalls,  die  letzteren  allerdings  mit  der  Einschränkung,  dass  sie  in 
Bezug  auf  x'n^^^  "  •  x'q  von  einander  unabhängig  sein  müssen. 

Fügen  wir  daher  das  Gleichungensystem  (26)  zu  den  Gleichungen 
(21)  hinzu,  so  erhalten  wir  das  allgemeinste  Gleichungensystem  in 
xl  '  •  •  Xs,  yi  '  "  ?//,  welches  die  Gruppe  ^kf  =  &f+  Hkf  gestattet, 
die  Gleichungen  (21)  umfasst,  aus  s  unabhängigen  Gleichungen  besteht 
und  sowohl  nach  x^  •  -  -  Xs  als  nach  y(  -  -  -  y's  auflösbar  ist.  Drücken 
wir  endlich  in  diesem  Gleichungensysteme  die  Veränderlichen  x  und  y 
durch  die  ursprünglichen  Veränderlichen  x  und  y  aus,  so  erhalten  wir  das 
allgemeinste  Gleichungensystem,  welches  die  Gruppe  Slkf=Xj,f-{'  Ykf 
gestattet,  die  Gleichungen  (4)  umfasst,  aus  s  unabhängigen  Gleichungen 
besteht  und  sowohl  nach  x^  •  •  ■  Xs  als  nach  yi  -  •  -  ys  auflösbar  ist. 
Mit  andern  Worten:  wir  erhalten  die  allgemeinste  Transformation 
yi  =  ^j  (^Ti  •  •  •  Xs),  welche  X^f-'-Xrf  bezüglich  in  YJ  "-Yrf  überführt. 

Damit  ist  das  auf  S.  334  aufgestellte  Problem  erledigt,  es  ist 
sogar  mehr  geleistet,  als  eigentlich  dort  gefordert  wurde,  denn  nicht 
blos  eine  Transformation  von  der  verlangten  Beschajffenheit  kennen 
wir,  wir  kennen  diese  Transformationen  sämmtlich.  Zu  gleicher  Zeit 
ist  die  auf  S.  333  aufgestellte  Behauptung  bewiesen,  es  ist  bewiesen, 
dass  die  beiden  Gruppen  X^f  -  •  •  Xrf  und  Z^f  -  •  •  Zrf  unter  den  dort 
gemachten  Voraussetzungen  wirklich  mit  einander  ähnlich  sind. 

Endlich  können  wir  auf  Grund  der  vorstehenden  Entwickelungen 
auch  noch  die  allgemeinste  Transformation  angeben,  welche  die  Gruppe 
X^f'-'Xrf  in   die  Gruppe    Z^f  *  -  •  Zrf  überführt;    erinnern   wir  uns 
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nämlich  der  Betrachtungen  auf  S.  331  ff.  und  verbinden  wir  dieselben 
mit  den  soeben  gewonnenen  Ergebnissen,  so  sehen  wir  unmittelbar, 
dass  die  betreffende  Transformation  folgendermassen  gefunden  werden 
kann:  Man  wähle  in  den  auf  S.  334  definirten  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 


Y,f=^^g,jZjf        (. 


■•r) 
1 

die  Constanten  gi.j  in  möglichst  allgemeiner  Weise  und  bestimme  so- 
dann nach  der  von  uns  gegebenen  Methode  die  allgemeinste  Trans- 
formation, welche  XJ-'-Xrf'm  bezüglich  Tif.  ••  T^/"  überführt;  diese 
ist  dann  zugleich  die  allgemeinste  Transformation,  welche  überhaupt 
die  Gruppe  X^f-  -  -  Xrf  in  die  Gruppe  Z^f  •  •  •  Zrf  überführt. 

Die  so  gefundene  Transformation  enthält,  wie  die  Gleichungen  (26) 
zeigen,  n  —  m  -\-  q  —  n  =  q  —  m  willkürliche  Functionen  von  s  —  n 
Argumenten  und  ausserdem  gewisse  willkürliche  Elemente,  welche  von 
den  g],j  herkommen;  es  sind  das  erstens  gewisse  willkürliche  Parameter 
und  zweitens  gewisse  Willkürlichkeiten,  die  davon  herrühren,  dass  die 
gi,j  durch  algebraische  Gleichungen  bestimmt  sind.  Hieraus  geht  her- 
vor, dass  die  bewusste  Transformation  nicht  in  allen  Fällen  durch  ein 
einziges  Gleichungensystem  dargestellt  werden  kann.  — 

Fassen  wir  jetzt  unsere  Ergebnisse  zusammen. 

Zunächst  haben  wir  das 

Theorem  65.     Zwei  r-gliedrige  Gruppen: 


^./=2^i«(x,---x,)^^^ 


und. 


Zkf=^iiki{y,  "'y^\ 


(X  =  l 


(/•■  =  1 


in  gleichvielen    Veränderlichen   sind   dann   und  nur   dann   mit 
einander  ähnlich,  wenn  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 
Erstens    müssen    die    beiden    Gruppen    gleichzusammen- 
gesetzt  sein;  bestehen  also  die  Delationen: 


(Xi  Xk)  =  ^a  Cika  Xof, 


SO  muss  es  möglich  sein,   r^   solche   Constanten  g^j  anzugeben, 
dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


%f-^^9^jZjf 


{k=l"'r) 
1 
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von  einander  unabhängig  sind  und  die  Relationen: 


{^m-^oe,,adof 


identisch  befriedigen. 

Zweitens:    sind    X^f  ■  ■  ■  Xrf  so    beschaffen,    dass    etwa 
X^f '  •  '  Xnf  durch  keine  lineare  Belation  von  der  Form: 

Xi  {^i-"^s)'XJ-] h  Xn  i^j'  •'  X,)  '  Xnf=  0 

verlznüpft  sind,  während  dagegen  Xn^if"  -  Xjf  sich  linear  durch 
XJ'- ' '  Xnf  ausdrücken: 

n 
Xn+Jcf^^^  (pkv  (^1  •  •  •  Xs)  •  Xrf        (i=l  .  .  .  r-n), 

1 

SO  muss  CS  unter  den  Systemen  von  gi-j,  welche  den  obigen  For- 
derungen genügen,  wenigstens  eines  geben,  etwa  das  System: 
g^j  =  gf,j^  welches  so  beschaffen  ist,  dass  von  den  r  infinitesi- 
malen Transformationen: 


Y,f^^,y,jZjf  (^  =  1 


die  ersten  n  durch  keine  lineare  Belation  von  der  Form: 

verknüpft  sind,  während  Yn-^if-  •  •  Yrf  sich  linear  durch  Y^f--  Ynf 
ausdrücken: 

n 
Yn^kf=^v  tlJkv  («/i  •  •  •  ys)  •    Y.f    (k=l  -.^r-n) 
1 

und  dass  ausserdem  die  n(r  —  n)  Gleichungen: 

weder  einander  wider s%irechen  noch  Relationen  zwischen  den  x 
allein  oder  den  y  allein  ergeben."^) 

Weiter  haben  wir  noch  den 

Satz  2.  Sind  die  beiden  r~gliedrigen  Gruppen  X^f-  ■  •  Xrf  und 
ZJ''--Zrf  mit  einander  ähnlich  und  sind  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

r 

Ykf^^jgkjZjf    (^-^i.-T) 


*)  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Naturv.   Bd.  3  und  4,  Cliristiania  1878  und  1879; 
Math.  Annaion  Bd.  XXV,  S.  96—107. 
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SO  geiüählt,  ivie  das  Theorem  65  angieht,  so  existirt  stets  mindestem  eine 
Transformation : 

Vi  =  ^1  (^1  •  •  •  Xs),  '  -  'ys=  Os(x^'"  Xs), 
welche  XJ-"Xrf  bezüglich  in  YJ---  Yrf  überführt.  Man  kann  jede 
Transformation  von  dieser  Beschaffenheit  aufstellen,  sobald  man  gewisse 
vollständige  Systeme  integrirt  hat.  Die  allgemeinste  Transformation,  tvelche 
überhaupt  die  Gruppe  XJ'---  Xrf  in  die  Gruppe  ZJ---  Zrf  überführt, 
erhalt  man,  ivenn  man  die  Constanten  gi-j  in  den  Y^f  in  möglichst  all- 
gemeiner Weise  tvählt  und  sodann  die  allgemeinste  Transformation  auf- 
sucht, tvelche  XJ  -  •  •  Xrf  bezüglich  in   YJ'---  Yrf  überführt. 

Die  vollständigen  Systeme,  von  welchen  in  diesem  Satze  die  Rede 
ist,  treten  in  einem  Falle  gar  nicht  auf,  in  dem  Falle  nämlich,  wo 
die  früher  definirte  Zahl  q  gleich  Null  ist,  wo  sich  also  unter  den 
n  (r  —  n)  Functionen  q)^^  (x^  ■  •  •  ^,)  gerade  s  von  einander  unabhängige 
befinden.  Wir  haben  ja  schon  auf  S.  344  bemerkt,  dass  in  diesem 
Falle  die  Gleichungen: 

(Pkv  (X^-  '  '  X,)   ~   1pkr{yi'  •  'IJs)  =  0  (A  =  1  .  .  .  r  -  n,  r  =  1  .  .  .  n) 

sowohl  nach  2/1  ••  •  ?/*  als  nach  x^  -  --  x,  auflösbar  sind  und  die  allge- 
meinste Transformation  darstellen,  welche  XJ' •  -  •  Xrf  in  bezüglich 
YJ'-'  r,/- überführt. 

Andererseits  giebt  es  Fälle,  in  denen  die  Integration  der  bewussten 
vollständigen  Systeme  ausführbar  ist,  zum  Beispiel  ist  sie  es  immer 
dann,  wenn  die  endlichen  Gleichungen  der  beiden  Gruppen  Xj'-"Xrf 
und  ZJ'-  ■  •  Zrf  bekannt  sind;  doch  können  wir  uns  hier  auf  Fragen 
dieser  Art  nicht  einlassen. 

§  92. 

Die  beiden  r-gliedrigen  Gruppen  XJ-  -  •  Xrf  und  ZJ-  •  •  Zrf  seien 
mit  einander  ähnlich,  es  gebe  also  Transformationen,  die  XJ-"Xrf 
in  infinitesimale  Transformationen  der  andern  Gruppe  verwandeln. 

Wählen  wir  nun  in  der  Gruppe  ZJ"-Zrfr  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  : 

r 
Ykf  =^J  gj,j  Zjf         (ä:  =  1  .  .  .  r) 
1 

aus,  so  giebt  es  nach  dem  Früheren  dann  und  nur  dann  eine  Trans- 
formation, welche  X/- ..  X,/*  bezüglich  in  Fi/". -.  F,/' überführt,  wenn 
YJ'"  Yrf  die  in  Theorem  65  angegebenen  Eigenschaften  besitzen. 
Nehmen  wir  an,  dass  YJ---  Yrf  dieser  Forderung  genügen  und 
dass    yi  =  Oi(x^  '  "  X,)    eine   Transformation   ist,    welche    XJ  - -- Xrf 

2.S* 
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bezüglich  in  YJ'-^  F;./' überführt.  Dann  erhält  bei  der  Transformation 
yi  =-=  ^i  {x)  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation : 

e^XJ-^ \-er  Xrf    die  Form:     e,  YJ-^ \-  Cr  Yrf, 

also  ordnet  unsere  Transformation  jeder  infinitesimalen  Transformation 
der  Gruppe  Xj/"-  •  •  Xrf  eine  ganz  bestimmte  infinitesimale  Transfor- 
mation der  Gruppe  ZJ'-  •  •  Zrf  ■'lw.  und  umgekehrt.  Die  eindeutig  um- 
kehrbare Beziehung,  welche  auf  diese  Weise  zwischen  den  infinitesi- 
malen Transformationen  beider  Gruppen  hergestellt  wird^  ist  nacli 
S.  330  eine  holoedrisch  isomorphe. 

Es  sei  nun  x^  •  •  -  Xs  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  d.  h.  ein 
Punkt,  für  welchen  die  Transformationen  X^f'--Xnf  n  unabhängige  Rich- 
tungen liefern,  so  dass  sich  die  Functionen  (pkv{x)  in  den  Identitäten: 

n 
(3)  Xn^l^f  =^  ^kv  (^1   •  •  •  OCs)  •  Xrf      (i  =  l  •  •  •  r-n) 

1 

regulär  verhalten.  Nach  Kap.  US.  203  haben  dann  diejenigen  in- 
finitesimalen Transformationen  e^X^f-\ \-erXrfy  welche  den  Punkt 

r^j^  •  •  •  x^^  invariant  lassen,  die  Form: 


(27) 


^"  .,  JX,+,./- J^  9P.„  (x,«  • . .  x„«)  ■  X./1 


unter  f ^  •  •  •  £,—«  willkürliche  Parameter  verstanden,  und  alle  diese  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugen  eine  {r  —  w)-gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gruppe  X^f  ■  •  ■  Xrf. 

Führen  wir  in  die  Identitäten  (3)  vermöge  der  Transformation: 
yi  =  Qi(x^  •  ■  -  Xs)  die  neuen  Veränderlichen  y^  -  •  ■ «/,,  ein,  so  erhalten 
wir  zwischen   Y^f  ■  •  •  Yrf  die  Identitäten: 

n 
(3')  YnJ^kf^^'^kv{yi--'y.^'Yrf      {k  =  l.^.r-n). 

1 

Ist  daher  y-^  =  Qi{x^^  •  •  •  ^/),  so  geht  die  infinitesimale  Transforma- 
tion (27 j  bei  Einführung  der  Veränderlichen  y  über  in: 

(27');  §"  B,  j  r,+*/--^.  ^,,.  (y,"  ■  ■  ■  y."}  ■  Y.f^, 

das  heisst  in  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  e^Y-^f-}- 
'  ■ -\- CrYrfy  welche  den  Punkt  von  allgemeiner  Lage:  2/i^  '  '  *  2/s^* 
stehen  lässt.  Dabei  erzeugen  natürlich  alle  infinitesimalen  Transfor- 
mationen von  der  Form  (27')  eine  (r  —  9^)  -  gliedrige  Untergruppe  der 
Gruppe  Z^f ' ' '  Zrf 

Hierin  liegt  eine  wichtige  Eigenschaft  der  holoedrisch  isomorphen 
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Beziehung,  welche  durch  die  Transformation:  yi==  ^i{x^  -"X^  zwischen 
beiden  Gruppen  hergestellt  wird.  Diese  holoedrisch  isomorphe  Be- 
ziehung ordnet  nämlich  der  allgemeinsten  Untergruppe  von  X^f-'-Xrf, 
welche  einen  beliebig  gewählten  Punkt:  x^^  -  -  •  Xs^  von  allgemeiner 
Lage  stehen  lässt,  immer  die  allgemeinste  Untergruppe  von  Y^f-"  Yrf 
zu,  welche  einen  Punkt:  2/i^  *  *  '  Vs^  "^on  allgemeiner  Lage  stehen  lässt. 
Genau  dieselbe  Zuordnung  findet  in  der  umgekehrten  Richtung  statt; 
mit  andern  Worten:  wenn  der  Punkt:  x^^  -  -  •  x,,^  alle  möglichen  Lagen 
durchläuft,  so  durchläuft  auch  der  Punkt:  yi^  -  -  •  yj^  alle  möglichen 
Lagen. 

Sollen  nun  umgekehrt  zwei  r-gliedrige  Gruppen  in  gleichvielen 
Veränderlichen  mit  einander  ähnlich  sein,  so  muss  sich  offenbar 
zwischen  ihnen  eine  holoedrisch  isomorphe  Beziehung  von  der  eben 
geschilderten  Beschaffenheit  herstellen  lassen.  Wir  behaupten,  dass 
diese  nothwendige  Bedingung  zugleich  auch  hinreichend  isi;  wir  werden 
zeigen,  dass  die  beiden  Gruppen  wirklich  ähnlich  sind,  wenn  sich  eine 
solche  holoedrisch  isomorphe  Beziehung  zwischen  ihnen  herstellen  lässt. 

In  der  That,  es  sei  Z^f  - --  Zrf  irgend  eine  r-gliedrige  Gruppe, 
welche  sich  auf  die  Gruppe  X^f  -  -  -  Xrf  in  der  besprochenen  Weise 
holoedrisch  isomorph  beziehen  lässt;  e^  Yif  -\-  •  •  •  +  <^r  Yrf  sei  diejenige 
infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  Z-^f-'-Zrf,  welche  durch  die 
betreffende  holoedrisch  isomorphe  Beziehung  der  allgemeinen  infini- 
tesimalen Transformation  e^X^f -\ \-  CrXrf  der  Gruppe  XJ'--'Xrf 

zugeordnet  wird. 

Sind  Xif-'-X«/*  durch  keine  lineare  Relation  verknüpft,  während 
Xn^if  •  '  '  Xrf  sich  in  der  bekannten  Weise  durch  X^f  -  •  •  Xnf  aus- 
drücken lassen,  so  lautet  die  allgemeinste  in  der  Gruppe  XJ'-'-Xrf 
enthaltene  infinitesimale  Transformation,  welche  den  Punkt: 
von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  folgendermassen: 


(27) 


^  S,  j  Xn+Jcf  -^  ^kr  {X,'  .  .  .  X,^)  •  xA 


Ihr    entspricht    unter    der    gemachten    Voraussetzung    in    der    Gruppe 
Z^f-  •  •  Zrf  die  infinitesimale  Transformation: 


(28)  ^  8,      YnW  -^  <p,r  ix,'  •  •  •  X^)  •  F./'L 

die  nun  ihrerseits  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der 
Gruppe  ZJ '  '  '  Zrf  ist,  welche  einen  gewissen  Punkt:  y^  '  '  '  y^  von 
allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lässt.  Durchläuft  hierbei  der  Punkt  x^  -  •  •  x^ 
alle  möglichen  Lagen,  so  thut  der  Punkt  y^  "  -  y?  dasselbe. 
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Da  (28)  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  e^YJ-}-" 

he,  Yrf  ist,   welche  den   Punkt:   y,"^ -- •  y,^  von   allgemeiner  Lage 

invariant  lässt,  so  können  Y^f'-^YJ'  durch  keine  lineare  Relation 
verknüpft  sein,  dagegen  müssen  r„+i/-..  Y^/sich  in  der  bekannten  Weise 
durch    Yi/'...  r„/'  ausdrücken    lassen.     Wir    schliessen    hieraus,    dass 

die    allgemeinste    infinitesimale    Transformation   e^  YJ-\ \-  Cr  Yrf, 

welche  den  Punkt:  ?//...  y,^  stehen  lässt,  auch  durch  den  folgenden 
Ausdruck  dargestellt  wird: 


(280 


^   ./ j  r„+,/  -^r  ^,,  {y,0  .  .  .  yO^  .yA. 


Offenbar  ist  jede  in  dem  Ausdruck  (28)  enthaltene  infinitesimale 
Transformation  mit  einer  der  infinitesimalen  Transformationen  (28') 
identisch,  es  muss  also  bei  beliebig  gewählten  e^-'-er-n  stets  möglich 
sein,  f /  •  •  •  s'r^n  so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung: 

r—n  n       .    r — n 

1  1^1  J 

identisch  befriedigt  wird. 

Da  YJ- '  •  Yrf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  sind, 
so  zerfällt  die  eben  geschriebene  Gleichung  in  die  folgenden: 

r — n 

(29)  ''^  -  '^'=-  Ö  ^  ^-  i'J  %v  {x^)  -  f/^,>  {f))  =  0 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 


1 

(A  =  l...r  —  n,i/  =  l...n). 


ausserdem  aber  erhalten  wir  wegen  der  Willkürlichkeit  der  f  noch 
die  Gleichungen: 

(Pkvix^^^  •  •  'X,"")   —  Ipkviyi''  •■  -ys^)  =  0       (>t  =  l...r-n;r  =  l...n), 

die  somit  unter  der  gemachten  Voraussetzung  für  die  beiden  Punkte 
Xi^  •  '  -  x,^  und  «/i^  •  •  •  y.^  bestehen  müssen.  Erinnern  wir  uns  jetzt 
noch,  dass  der  Punkt  y,''---ys''  alle  möglichen  Lagen  durchläuft,  sobald 
der  Punkt  x^^  -  ■  -  x,^  dies  thut,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  die  n{r  —  n)  Gleichungen: 

(4)  (pkv{x^  '  '  •  X,)   —  ^kviVi   ■  •  -  ys)  =  0       (*  =  l...r-«;  v  =  l...n) 

mit  einander  verträglich  sind  und  weder  zwischen  den  x  allein  noch 
zwischen  den  y  allein  Relationen  ergeben. 

Nach   Theorem  65,  S.  353   ist  hiermit  bewiesen,   dass  die  beiden 
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Gruppen  X^f  •  -  •  Xrf  und  ZJ'--Zrf  mit  einander  ähnlich  sind  und 
das  wollten  wir  eben  beweisen. 

Wir  haben  somit  den 

Satz  3.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  G  und  F  in  gleichvielen  Ver- 
änderlichen sind  dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich,  wenn  es 
möglich  ist,  sie  derart  holoedrisch  isomorph  auf  einander  zu  beziehen,  dass 
der  allgemeinsten  Untergruppe  von  G,  ivelche  einen  bestimmten  Funkt  von 
allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  stets,  tvie  auch  der  PunU  gewählt  sein 
mag,  die  allgemeinste  Untergruppe  von  F  entspricht,  welche  einen  gewissen 
PunU  von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  und  dass  dasselbe  Entsprechen 
auch  in  umgelcehrter  Richtung  stattfindet. 

Zugleich  ist  aber  auch  bewiesen,  dass  unter  der  eben  gemachten 
Voraussetzung  eine  Transformation:  «/,==  ^{(x^  •  •  •  x,)  existirt,  welche 
X,/"- ••  X;./"  bezüglich  in  YJ--'Yrf  überführt.  Wir  können  daher 
auch  den  folgenden  etwas  specielleren  Satz  aussprechen: 

Satz  4.  Erzeugen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

1 

eine  r-gliedrige  Gruppe  G  und  die  r  unabhängigen: 

df 


Ykf=^nki{yi--'ys)j^^ 


eine  r-gliedrige  Gruppe  F,  so  giebt  es  dann  und  nur  dann  eine  Trans- 
formation: yi  =(^i{x^'  •'  x^,  welche  X^f-"Xrf  bezüglich  in  YJ'-  -  Yrf 
überführt,  wenn  die  folgenden  Bedimjungen  erfüllt  sind: 

Erstens,  enthält  G  gerade  r  —  n  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen, welche  einen  beliebig  gewählten  FunJct  von  allgemeiner  Lage 
inva/riant  lassen,  so  muss  auch  F  gerade  r  —  n  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  von  dieser  Beschaffenheit  enthalten. 

Ziveitens,  ordnet  man  jeder  infinitesimalen  Transformation  6^X1/'  + 

.  — |-  CrXrf  von  G  die  infinitesimale  Transformation  e^  Y^f-\ f-  e,.  Yrf 

von  F  zu,  so  müssen  die  beiden  Gruppen  in  der  im  vorigen  Satze  ange- 
gebenen  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen  sein. 

Da  die  allgemeinste  Untergruppe  von  G,  welche  einen  bestimmten 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  durch  diesen  Punkt  voll- 
ständig definirt  ist,  da  ferner  die  mehrfach  erwähnte  holoedrisch  iso- 
morphe Beziehung  zwischen  G  und  F  jeder  derartigen  Untergruppe 
von  G  eine  ebenso  beschaffene  Untergruppe  von  F  zuordnet,  so  stellt 
diese  Beziehung  zwischen  G  und  F  auch  ein  Entsprechen  zwischen 
den    Punkten    x^-  -  •  x,    und    den    Punkten    y^  "  -  ys   her;    aber    dieses 


360  Kapitel  19,  §  92. 

Entsprechen  ist  im  Allgemeinen  unendlich  vieldeutig,  denn  jedem 
Punkte  x^---  X,  entspreclien  offenbar  alle  Punkte  y,  •  -  .  y,^  welche  den 
Gleichungen  (4)  genügen  und  umgekehrt.  Dies  stimmt  damit  überein, 
dass  es  im  Allgemeinen  unendlich  viele  Transformationen  giebt,  welche 
XJ'  •  .  Xrf  bezüglich  in   YJ---  Yrf  überführen. 

Für  transitive  Gruppen  gestaltet  sich  das  im  Satz  3  ausgesprochene 
Kriterium  der  Aelinlichkeit  besonders  einfach.  Wir  werden  später 
(Kapitel  21)  sehen,  dass  zwei  r-gliedrige  transitive  Gruppen  G  und  F 
in  gleichvielen,  etwa  s  Veränderlichen  schon  dann  mit  einander  ähnlich 
sind,  wenn  es  möglich  ist,  sie  derart  holoedrisch  isomorph  auf  ein- 
ander zu  beziehen,  dass  einer  einzigen  (r  —  5)-gliedrigen  Untergruppe 
von  G,  welche  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  stehen  lässt,  eine 
ebenso  beschaffene  {r  —  s)-gliedrige  Untergruppe  von  F  entspricht. 

Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe 

^kf=^lki{x,'-'X:)-^^  (k=.i..r) 

1  '■ 

von  der  Zusammensetzung: 

r 

{X,  Z,)  =^„  caaX„f 

1 

vorgelegt,  so  kann  man  nach  allen  Transformationen: 

x/=  0i  (^1  •  •  •  X,)        ii  =  l...s) 

fragen,  welche  dieselbe  invariant  lassen,  also  nach  allen  Transforma- 
tionen, vermöge  deren  die  Gruppe  mit  sich  selbst  ähnlich  ist. 

Durch  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  sind  wir  in  den 
Stand  gesetzt,  die  betreffenden  Transformationen  alle  zu  bestimmen. 

Zmiächst  Vziehen  wir  die  Gruppe  XJ-'-Xrfin  allgemeinster 
Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst,  wir  wählen  also  in  all- 
gemeinster  Weise  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

r 

^kf=^jgkjXjf        ik  =  l...r) 

1 
aus,  welche  paarweise  in  den  Beziehungen 

r 

1 

stehen.  Sodann  specialisiren  wir  die  in  den  r/x-^  enthaltenen  willkür- 
lichen Elemente  derart,  dass  die  folgenden  Bedingungen  erfüllt  sind: 
wenn  zwischen  XJ ■-- Xnf  keine  lineare  Relation  besteht,  während 
Xn+if'"Xrf  sich  linear  durch  XJ"-Xnf  ausdrücken: 
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n 

Xn+k  f  ^^^'  ^kv  (^1   •  •  •  X,)  •  Xyf      (A-  =  1  .  .  ■  r  -  n), 

1 

SO  sollen  erstens  auch  ^^f-'-^nf  durch  keine  b'neare  Relation  ver- 
knüpft sein,  &+i/"-  •  •  ^rf  dagegen  sich  linear  durch  IBIJ'-  ■  -  l^^f  aus- 
drücken: 

n 
lBln-\.hf  ^^  ^kv  (Xi   -  '  •  X,)'^,f         (*  =  1  .  •  .  r~n) 

1 

und  es  sollen  zweitens  die  n(r  —  n)  Gleichungen: 

(phv{x^-  •  •  Xs)  =  IpkviXi   •  •  •  X^         {k  =  l-  •  -r-n,  v  =  \-.  ■  n) 

mit  einander  verträglich  sein  und  weder  zwischen  den  x  allein  noch 
zwischen  den  x    allein  Relationen  ergeben. 

Ist  alles  das  ausgeführt,  so  bestimmen  wir  nach  Anleitung  von  §91 
die  allgemeinste  Transformation  x[=  <^i{x^  •  •  •  Xs),  welche  iB^^f  •  ■  •  S/ 
bezüglich  in  X^f-  •  •  X/f  überführt: 

Die  betreffende  Transformation  ist  dann  die  allgemeinste,  bei  welcher 
die  Gruppe  XJ---  Xrf  in  sich  übergeht. 

Es  ist  klar,  dass  der  Inbegriff  aller  Transformationen,  welche  die 
Gruppe  XJ'--Xrf  invariant  lassen,  selbst  eine  Gruppe  bildet,  nämlich 
die  grösste  Gruppe,  in  welcher  XJ---X,f  als  invariante  Untergruppe 
enthalten  ist.  Diese  Gruppe  kann  endlich  sein  oder  unendlich,  con- 
tinuirlich  oder  nicht  continuirlich,  unter  allen  Umständen  aber  ordnen 
sich  ihre  Transformationen  paarweise  als  inverse  zusammen,  denn 
wenn  eine  Transformation  xi=  ^{(x,  •  ■  -  Xs)  die  Gruppe  XJ-  »  •  Xrf 
invariant  lässt,  so  thut  es  auch  die  zugehörige  inverse  Transformation. 

Besteht  die  eben  definirte  Gruppe  zufällig  aus  einer  endlichen 
Anzahl  verschiedener  Schaaren  von  Transformationen  und  enthält  dabei 
jede  dieser  Schaaren  blos  eine  endliche  Anzahl  willkürlicher  Parameter, 
so  giebt  es  nach  Kap.  18,  S.  315  ff.  in  der  betreffenden  Gruppe  eine 
Schaar  von  Transformationen,  die  eine  endliche  continuirliche  Gruppe 
bildet;  diese  Schaar  ist  dann  die  grösste  continuirliche  Gruppe,  in 
welcher  XJ'  •  -  -  Xrf  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist. 

Wir  haben  bisher  nur  bei  solchen  Gruppen,  welche  gleichviele 
Veränderliche  enthalten,  von  Aehnlichkeit  gesprochen.  Dabei  war  es 
aber  nicht  ausgeschlossen,  dass  gewisse  von  den  Veränderlichen  bei 
den  betreffenden  Gruppen  gar  nicht  transformirt  wurden,  ja  in  den 
infinitesimalen  Transformationen  überhaupt  nicht  vorkamen. 


362  Kapitel  19,  §§  92,  93,  94. 

Man  kann  nun  auch  bei  Gruppen,  welche  nicht  dieselbe  Zahl  von 
Veränderlichen  enthalten  von  Aehnlichkeit  reden;  man  kann  ja  immer 
die  Anzahl  der  Veränderlichen  in  der  einen  Gruppe  dadurch  vervoll- 
ständigen, dass  man  eine  hinreichende  Zahl  von  Veränderlichen  hinzu- 
fügt, die  bei  der  betreifenden  Gruppe  gar  nicht  transformirt  werden. 
Dann  hat  man  zwei  Gruppen  in  gleichvielen  Veränderlichen  und  kann 
untersuchen,  ob  sie  mit  einander  ähnlich  sind  oder  nicht. 

Im  Folgenden  werden  wir  übrigens  stets,  wo  nicht  das  Gegentheil 
ausdrücklich  hervorgehoben  wird,  den  Begriff  der  Aehnlichkeit  in  dem 
ursprünglichen  engeren  Sinne  fassen. 

§  93. 
Um  die    allgemeine  Theorie    der  Aehnlichkeit  durch   ein  Beispiel 
zu   erläutern,    werden   wir  untersuchen,    ob   die   beiden    dreigliedrigen 
Gruppen  in  zwei  unabhängigen  Veränderlichen: 

X3/ =  *vg  +  C2x,x,  +  üx,')  g 
und: 

^''  ~  dy,  +  dy, '        ^''1         y^  dy,  ^  '^^  dy, ' 

mit  einander  ähnlich  sind. 

Wie  man  bemerken  wird,  sind  hier  die  Ykf  schon  so  gewählt, 
dass  man  gleichzeitig  hat: 

{X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  2XJ\    {X,X,)  =  X,f 
und 

(Y,  Y,)  =  Yj;     {Y,  F3)  =  2  YJ,     (Y,  Y,)  =  YJ. 

Allerdings  sind  die   Ykf  nicht  in  allgemeinster  Weise  so  gewählt,  dass 
die  augegebenen  Relationen  bestehen,  doch  ist  es  nicht  nöthig  dies  zu 
thun,  das  Ergebnis  würde  nämlich  dadurch  nicht  geändert  werden. 
Wir  finden: 

X,f=  -  ix;'  +  Cx,x,)XJ+  (2x,  +  Cx,)X,J- 
und 

Y,f^  -  2/i?/.2  YJ+  {y,  +  y,)  YJ, 
es  muss  also 

2/12/2   =  ^1^  +   ^^1^2>        2/1    +   2/2   =    ^^1  +   ^'^2 

werden.  Solange  die  Constante  C  nicht  verschwindet,  bestimmen  diese 
Gleichungen  eine  Transforn\ation,  folglich  sind  nach  unserer  allgemeinen 
Theorie   im   Falle    C  =|=  0    die  beiden  Gruppen   mit   einander   ähnlich. 
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Ist  aber  (7=0,  so  ergiebt  sich  eine  Relation  zwischen  y^  und  y^  allein, 
es  existirt  also  jedenfalls  keine  Transformation,  welche  XJ\  XJ\  X^f 
in  bezüglich  YJ\  Y^f,  YJ'  überführt;  man  kann  sich  leicht  über- 
zeugen, dass  die  beiden  Gruppen  in  diesem  Falle  überhaupt  nicht  mit 
einander  ähnlich  sind. 

§  94. 

Im  Anschlüsse  an  die  Theorie  der  Aehnlichkeit  r-gliedriger  Gruppen 
wollen  wir  noch  kurz  eine  etwas  allgemeinere  Frage  behandeln  und 
ihre  Erledigung  angeben. 

Wir  denken  uns  in  den  Veränderlichen  x^  ■  ■  -  Xg  irgend  p  infini- 
tesimale Transformationen:  Xi/'- ••  X^/  vorgelegt,  also  nicht  gerade 
solche,  die  eine  endliche  Gruppe  erzeugen,  und  ebenso  denken  wir  uns 
i^  Vi'  '  '  Vs  irgend  p  infinitesimale  Transformationen  Y^f  -  -  •  Y^f  vor- 
gelegt. Wir  fragen,  unter  welchen  Bedingungen  es  eine  Transformation 
yi  =  0i{x,  '  --Xs)  giebt,  welche  XJ---  X^.f  in  bezüglich  YJ-  •  •  F^/' 
überführt.  Dabei  verlangen  wir  nicht,  dass  Xi/"- ••  Z^/ unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  sein  sollen,  denn  diese  Voraussetzung 
würde  zwar  die  Allgemeinheit  der  folgenden  Betrachtungen  nicht  be- 
einträchtigen, dafür  aber  deren  Darstellung  erschweren,  da  sie  immer 
berücksichtigt  werden  müsste. 

Das  vorstehende  allgemeine  Problem  können  wir  zunächst  auf 
den  besonderen  Fall  zurückführen,  dass  die  unabhängigen  unter  den 
Gleichungen:   XJ=0,    •  •  •  X^,f  =  0   ein  vollständiges  System  bilden. 

Giebt  es  nämlich  eine  Transformation,  welche  XJ-  •  •  Xpf  in  be- 
züglich YJ'-'Ypf  überführt,  so  verwandelt  dieselbe  nach  Kap.  5, 
S.  84  auch  jeden  Ausdruck: 

x,iXj(n)  -  Xj(Mf))  ^  (X.X,) 

in  den  entsprechenden  Ausdruck: 

Y,iYjin)-YjiY,(f))^iY,Yj). 
Bilden  daher  die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen  XJ  =  0,  •  •  •  • 
Xpf=0  nicht  an  und  für  sich  schon  ein  vollständiges  System,  so 
können  wir  zu  XJ-'-X^f  noch  die  sämmtlichen  Ausdrücke  (X^X,) 
hinzufügen,  nu'r  müssen  wir  auch  zu  YJ -  ■  -  Ypf  die  sämmtlichen 
Ausdrücke  (YkYJ)  hinzufügen.  Die  Frage,  ob  eine  Transformation 
ven  der  verlangten  Beschaffenheit  existirt,  kommt  dann  darauf  hinaus, 
ob  eine  Transformation  existirt,  welche  XJ'---  Xpf,  (X^Xj)  bezüglich 
in  Y^f-  •  '  Ypf,  {YjcYj)  überführt,  wo  für  Je  und  j  der  Reihe  nach  die 
Zahlen  1,  2  •  •  •  p  zu  setzen  sind. 

Bilden  nun  auch  die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen:  Xi/'==  0, 
'''Xpf=0,  (XkXj)  =  0  noch  kein   vollständiges   System,   so  fügen 
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wir  noch  die  Ausdrücke  (Xi(XjtXj))  und  die  ((X,X,-)(X,X,))  hinzu, 
sowie  die  entsprechenden  Ausdrücke  in  den  Yf,  Fahren  wir  so  fort, 
so  erhalten  wir  schliesslich  unser  ursprüngliches  Problem  zurückgeführt 
auf  das  folgende : 

In  den  Veränderlichen  x^---x,  sind  vorgelcfjt  r  infinitesimale  Trans- 
formationen: X^f'-'Xrf,  von  denen  n^r,  etwa  X J' ■••  Xnf  durch  Iceine 
lineare  Belation  verJcnüpft  sind,  tvährend  Xn+if  •  •  •  Xrf  sich  linear  durch 
Xif  ■  ■  •  Xnf  aiisdrüeJcen: 

n 
Xn  J^Jcf  ^^'  (Pkv  {X^-  •  •  Xs)  •  Xrf        {k  =  \...r-7i)i 

1 

ausserdem  bestehen  noch  Eelationen  von  der  Form: 

n 

(X^.Xj)  =^  (Pijr(x^  •  •  •  rrj  •  Xrf      (k;j  = 


1     -.r), 


60  dass  also  die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen  XJ'===0,  ••• 
Xrf=0  ein  n-gliedrigcs  vollständiges  Stjstem  bilden.  Vorgelegt  sind 
ferner  in  den  Veränderlichen  y^---ys  r  infinitesimale  Transformationen 
Y^f '  ■ '  Yrf,  es  soll  entschieden  tverden^  ob  es  eine  Transformation 
iji  =  0i{xj^  •  "  X,)  giebt,  welche  XJ---  Xrf  bemglich  in  YJ'-  •  -  Yrf 
überführt. 

Soll  es  eine  Transformation  von  der  hier  verlangten  Beschaffen- 
heit geben,  so  dürfen  natürlich  Y^f-  •  •  Ynf  nicht  durch  eine  lineare 
Relation  verknüpft  sein,  dafür  müssen  sich  Yn-^if--  ■  Yrf  linear  durch 
Y^f  •  '  •  Ynf  ausdrücken  lassen: 

n 
Yn+kf  ~^^  i^kv  (Vf  •  '  Vs)  ■  Yrf       ik  =  l...r-n) 
1 

und  es  müssen  Relationen  von  der  Form: 

n 

(Y,  Yj)  =^  ,p,j,.(y^  '"Vs)-  Yrf      (^->  ^-^^  1  •  •  -) 

bestehen.     Ausserdem  dürfen  noch  die  Gleichungen 

(Pkv{x^  •  "  Xs)  —  tkr(yi '  •  •  y,)  =  0     (^-1 


r  —  n:     r  =  1 


[     (pkjv{x^  "  '  Xs)  —  Ipkjv  (yi   '  "  y.)  ==  0       ik,j  =  l...r;    r  =  1  •  .  ■  n) 

weder  einander  widersprechen,  noch  auf  Relationen  zwischen  den  'x 
oder  den  y  allein  führen,  denn  diese  Gleichungen  werden  offenbar  bei 
der  Substitution:  ^Z,  ==  ^t (a?i  •  •  •  ;r,)  zu  Identitäten,  wenn  die  Trans- 
formation: yi=(pi{x)  die  Ausdrücke  X^/^- ••  Z;./"  bezüglich  in  YJ'-" 
Yrf  verwandelt. 

Wir  wollen  voraussetzen,  dass  alle  diese  Bedingungen  erfüllt  sind 
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und  dass  sich  die  sämmtlichen  Gleichungen  (30)  auf  die  q  von  ein- 
ander unabhängigen  Gleichungen: 

(31)  (p,{x)  -^^(y)  =  0,  '"  cp^{x)  -  ip^{y)  =  0 
reduciren. 

Durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  auf  S.  335  ff.  erkennen  wir 
nun,  dass  die  Bestimmung  einer  Transformation,  welche  X^f-  •  -  Xrf 
bezüglich  in  Y^f-"  Yrf  überführt,  darauf  hinauskommt,  ein  Gleichungen- 
system in  den  2s  Veränderlichen  x^-  -  -  x,,,  2/i  *  '  '  2/.^  ^^^  bestimmen  und 
zwar  ein  Gleichungensystem  von  der  folgenden  Beschaffenheit:  es  muss 
die  r  infinitesimalen  Transformationen :  ß^/  =  ^a/  +  Yicf  gestatten, 
es  muss  gerade  aus  s  unabhängigen  Gleichungen  bestehen,  es  muss 
sowohl  nach  x^-  •  •  x^  als  nach  2/i  •  •  •  y^  auflösbar  sein  und  es  muss 
endlich  die  q  Gleichungen  (31)  umfassen. 

Ein  Gleichungensystem,  welches  die  q  Gleichungen  (31)  umfasst 
und  die  r  infinitesimalen  Transformationen  ^i-f  gestattet,  umfasst  zu- 
gleich die  sämmtlichen  rg  Gleichungen: 

^k{^j{^)  -  tj{y))  =  X,cpj(x)  -  Y,i;j(y)  =  0 

(*  =  !•  .-r,  i  =  l  .  •  .0). 

Sind  diese  Gleichungen  keine  Folge  von  (31),  so  können  wir  aus  ihnen 
wieder  neue  Gleichungen  herleiten,  welche  in  dem  gesuchten  Gleichungen- 
systeme enthalten  sein  müssen  und  so  weiter.  Fahren  wir  so  fort, 
so  müssen  wir  schliesslich  entweder  auf  Relationen  kommen,  die  ein- 
ander widersprechen,  oder  auf  Relationen  zwischen  den  x  allein,  oder 
auf  solche  zwischen  den  y  allein,  oder  endlich  auf  ein  System  von 
ö^s  unabhängigen  Gleichungen: 

(32)  (p,{x)  -  ilj,(y)  =  0,  . . .  cpaix)  -  My)  =  0     i^t  9\ 
welches  die  folgenden  beiden  Eigenschaften  besitzt:  es  ergiebt  keine  Re- 
lationen zwischen  den  x  oder  den  y  allein  und  es  gestattet  die  r  infini- 
tesimalen Transformationen  Sl^f,  so  dass  also  jede  der  ra  Gleichungen 

^kiq)j(x)  -  i^j(y))  =  0      {k  =  i.-.r,j  =  i...o) 
eine  Folge  von  (32)  ist. 

Offenbar  kann  es  eine  Transformation,  welche  X^f  ■  ■  •  Xrf  bezüg- 
lich in  Y^f '  •  •  Yrf  überführt,  nur  dann  geben,  wenn  wir  durch  die 
angedeuteten  Operationen  auf  ein  Gleichungensystem  (32)  von  der 
eben  definirten  Beschaffenheit  geführt  werden.  Wir  brauchen  also  nur 
diesen  Fall  zu  betrachten. 

Ist  die  ganze  Zahl  6  gerade  gleich  s,  so  stellt  das  Gleichungen- 
system (32)  an  und  für  sich  genommen  eine  Transformation  dar, 
welche  die  verlangte  Ueberführung  leistet  und  zwar  offenbar  die  ein- 
zige Transformation,  welche  dies  thut.    Wir  werden  zeigen,  dass  auch 
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im  Falle  a<s  eine  Transformation  existirt,  welche  XJ"-Xrf  be- 
züglich in  YJ'"-  Fr/überführt;  den  Nachweis  hierfür  erbringen  wir 
dadurch,  dass  wir  eine  Methode  angeben,  welche  zur  Bestimmung  einer 
Transformation  von  der  verlangten  Beschaffenheit  führt. 

Es  ist  klar,  dass  die  Gleichungen  (32)  weder  die  Unabhängigkeit 
der  Gleichungen:  XJ'=  0,  •  •  •  X,/==  0  aufheben  noch  die  der  Gleich- 
ungen: YJ'==0,  ■■'  Ynf=0,  sie  ergeben  ja  weder  zwischen  den  x 
allein  noch  zwischen  den  y  allein  Relationen. 

Ueberdies  ist  zu  bemerken,  dass  Relationen  von  der  Form 

n  n 

(5^,i^,)  ==^,  q^,j,(x)  .ß,,/  =^,  i^,j,{y)  .a^f 
1  1 

bestehen,  in  denen  sich  die  Coefficienten  cpkjv(pc)  =  ^/,j,,(y)  für  die 
Werthsysteme  des  Gleichungensystems  q)^  —  ^^  =  0,  -  ■  ■  (fa  —  ^^  =  0 
im  Allgemeinen  regulär  verhalten.  Es  liegt  daher  der  im  Theorem  19, 
S.  132  erledigte  Fall  vor. 

Wie  auf  S.  344  if.  führen  wir  die  Lösungen  des  w-gliedrigen  voll- 
ständigen Systems  X^f  =  0,  •  •  •  Xnf  =  0  als  neue  x  ein  und  die  des 
vollständigen  Systems  YJ=  0,  •  •  •  Ynf  =  0  als  neue  y,  dabei  haben 
wir  genau  wie  damals  zwischen  solchen  Lösungen  zu  unterscheiden, 
welche  sich  durch  cp^{x)  •  •  •  (po{x)  bezüglich  durch  ^^^{y)  ■  •  •  ^0(2/)  aus- 
drücken lassen  und  zwischen  solchen,  die  von  den  (p  bezüglich  ^  un- 
abhängig sind.  Auf  diese  Weise  vereinfachen  wir  die  Gestalt  der 
Gleichungen  (32)  und  können  dann  geradeso  wie  auf  S.  349  ff.  ein 
Gleichungensystem  bestimmen,  welches  Sl^f-'-SlrfgG^^'ditet)  gerade  s 
unabhängige  Gleichungen  enthält,  sowohl  nach  x^-'-Xg  als  nach  y^-'-ys 
auflösbar  ist  und  endlich  die  Gleichungen  (32)  umfasst.  Offenbar 
stellt  dasselbe  eine  Transformation  dar,  welche  Xj/'- • -Xr/"  bezüglich  in 
Y,/*-.  .  r;/' überführt. 

Demnach  haben  wir  das  folgende  Theorem 

Theorem  66.  Sind  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xs  p  infini- 
tesimale Transformationen  XJ-  •  •  X^f  vorgelegt  und  in  y^-  -  -  ys 
p  infinitesimale  Transformationen  Y^f •  •  ■  Ypf^  so  hann  man 
stets  durch  Differentiationen  und  Eliminationen  entscheiden^ 
oh  es  eine  Transformation  yi=  Qi(x^..-Xs)  gieht,  w eiche  XJ---Xpf 
hesüglich  in  YJ-  •  •  Ypf  überführt;  gieht  es  eine  solche^  so  hann 
man  die  allgemeinste  Transformation,  welche  die  hetreffende 
Ueherführung  leistet,  angehen,  sobald  man  gewisse  vollständige 
Systeme  integrirt  hat*) 

*)  Tiie,  Archiv  for  Math,  ocr  Naturv.,  Bd.  3,  S.  125,  Chrisüania  1878. 
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Kapitel  20. 

Gruppen,  deren  Transformationen  mit  allen  Transformationen  einer 
vorgelegten  Gruppe  vertauschbar  sind. 

Durch  die  Entwickelungen  der  §§  89,  90,  91,  S.  330  bis  355  sind 
wir  in  den  Stand  gesetzt,  alle  Transformationen  zu  bestimmen,  welche 
eine  vorgelegte  r-gliedrige  Gruppe: 

X,/ =^.  |«(x.  •  •  .  a;,.)  g     (*  =  .••-) 

invariant  lassen.  Wir  wollen  nun  unter  allen  Transformationen  von 
dieser  Beschaffenheit  diejenigen  herausgreifen,  welche  ausserdem  noch 
die  Eigenschaft  besitzen,  jede  einzelne  Transformation  der  Gruppe 
Xj/*-  •  •  JLrf  invariant  m  lassen  und  wollen  uns  mit  diesen  Transfor- 
mationen etwas  näher  beschäftigen. 

Wenn  eine  Transformation  T  jede  einzelne  Transformation  S  der 
Gruppe  X^f-  •  •  X,/  invariant  lässt,  so  steht  sie  nach  S.  258  zu  S  in 
der  Beziehung: 

T-^ST  =  S 

oder,  was  dasselbe  ist,  in  der  Beziehung: 

ST^TS, 

sie  ist  also  mit  T  vertauschbar.  Demnach  können  wir  die  eben  de- 
finirten  Transformationen  auch  folgendermassen  charakterisiren :  es  sind 
diejenigen  Transformationen,  ivelclie  mit  sümmtUchen  Transformationen 
der  Gruppe  X^f  •  •  •  Xrf  vertauschbar  sind. 

§  95. 

Nach  Kap.  15,  S.  255   kann  der  Ausdruck   e^^X^^f -{-  ••.-)-  e^X,/ 

als  das  allgemeine  Symbol  einer  Transformation  der  Gruppe  XJ-  ■  ■  Xrf 

angesehen  werden.    Folglich  wird  eine  Transformation  Xi==  0i{Xj^' • -Xs) 

stets  dann  aber  auch  nur  dann  jede  einzelne  Transformation  der  Gruppe 

Xj/'-'-X;./' invariant  lassen,  wenn  sie  den  Ausdruck  e^X^f-] \- er  Xrf 

bei   beliebiger    Wahl   der   e  invariant   lässt,   wenn   also   der   Ausdruck 

e^X^f-] 1-  e^Xr/"  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen  x/=  0i{x) 

die  Form:  e^X//"  +  •  •  •  +  erX/f  annimmt,  wo: 


Xj:f=^i  ^ki{oo,'' . .  ^/)^ 


ist.     Nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  hierfür  ist,  dass  die  r 
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infinitesimalen  Transformationen :  XJ'-  •  •  Xrf  bei  Einführung  der  neuen 
Veränderlichen  xi  bezüglich  die  Formen  X//'-  •  •  Xrf  erhalten. 

Dass  es  Transformationen  xl  =  Oi{x)  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit giebt,  ist  klar;  die  identische  Transformation  x(  =  Xi 
ist  ja  eine  solche;  überdies  geht  es  aus  dem  Satze  2  des  vorigen 
Kapitels  (S.  354)  hervor;  denn  dieser  Satz  zeigt,  dass  es  Transforma- 
tionen giebt,  welche  XJ-  •  •  Xrf  in  bezüglich  X^f-  •  •  X//'  überführen. 
Auö  den  damaligen  Entwickelungen  folgt  überdies,  dass  die  allgemeinste 
Transformation  von  der  verlangten  Beschaffenheit  dargestellt  wird  durch 
das  allgemeinste  nach  x^'--Xs  auflösbare  Gleichungensystem: 
x^=  0^(x^  .  .  .  X,),   . .  •  X,'=  0,{X^  '  •  .  X,), 

welches   die  r-gliedrige   Gruppe:   XJ+X.'f,  ..-Xrf+X/f  in    den 
2  s  Veränderlichen  x^-  -  •  x,,  x^-  •  -  x.'  gestattet. 

Führt  man  nach  einander  zwei  Transformationen  aus,  welche  jede 
einzelne  Transformation  der  Gruppe;  Xj/"- ••  X;./"  invariant  lassen,  so 
erhält  man  offenbar  stets  eine  Transformation,  welche  dasselbe  thut; 
also  bildet  der  Inbegriff  aller  Transformationen  von  dieser  Beschaffen- 
heit eine  Gruppe  G.  Diese  Gruppe  kann  discontinuirlich  sein,  ja  sogar 
auf  die  identische  Transformation  zusammenschrumpfen;  sie  kann  aus 
mehreren  discreten  Schaaren  bestehen,  von  denen  jede  nur  eine  end- 
liche Anzahl  willkürlicher  Parameter  enthält,  sie  kann  unendlich  sein, 
immer  aber  ordnen  sich  ihre  Transformationen  paarweise  als  inverse 
zusammen,  denn  lässt  eine  Transformation  alle  Transformationen  der 
Gruppe:  Xi/"- ••  X^/"  invariant,  so  besitzt  die  zugehörige  inverse  Trans- 
formation natürlich  dieselbe  Eigenschaft. 

Enthält  die  eben  definirte  Gruppe  G  nur  eine  endliche  Anzahl  von 
willkürlichen  Parametern,  so  gehört  sie  in  die  Kategorie  von  GrujDpen, 
welche  in  Kapitel  18  besprochen  ist,  und  umfasst  nach  Theorem  56,  S.  315 
sicher  eine  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte,  endliche  con- 
tinuirliche  Untergruppe.  Ist  andererseits  die  Gruppe  G  unendlich,  so  lässt 
sich  durch  ähnliche  Betrachtungen  wie  in  Kapitel  18  nachweisen,  dass  sie 
eingliedrige  Gruppen  umfasst,  und  zwar  unendlich  viele,  die  von  unendlich 
vielen  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  sind. 

Wir  stellen  uns  jetzt  direkt  die  Aufgabe,  alle  eingliedrigen  Gruppen 
zu  bestimmen,  die  etwa  in  der  Gruppe  G  enthalten  sind. 

Nach  Kap.  15,  S.  258  und  259  bleiben  die  r  Ausdrücke  XJ"-Xrf 
dann  und  nur  dann  bei  allen  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
Zf  invariant,  wenn  die  r  Relationen: 

{X,Z)  ==  X,{Z{f))  -  Z{X,{f))  =  0      (A-  =  1 . . . .) 
identisch  erfüllt  sind,  wenn  also  die  infinitesimale  Transformation  Zf 
mit  allen  Transformationen  der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xrf  vertauschbar  ist. 
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Demnach  kommt  die  Bestimmung  aller  eingliedrigen  Gruppen  von  der 
vorhin  definirten  Beschaffenheit  hinaus  auf  die  Bestimmung  der  allge- 
meinsten infinitesimalen  Transformation  Zf,  welche  mit  allen  X^/  ver- 
tauschhar  ist. 

Hat  man  zwei  infinitesimale  Transformationen  Zj/'und  Z^f,  welche 
mit  allen  Xkf  vertauschbar  sind,  so  verschwinden  alle  Ausdrücke  {Z^  Xj,\ 
und  (ZjXa-)  identisch,  also  reducirt  sich  die  Jacobische  Identität: 

{{Z,Z,)X,)  +  ((Z,X,)^.)  +  {{X,Z,)Z,)  ^  0 
auf: 

Es  gilt  demnach  der 

Satz  1.  Sind  die  beiden  infmiteshyialen  Transformationen  Z^f  und 
Z^f  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  r-gliedrigen  Grtippe 
X^f'  •  •  Xrf  vertauscJibar,  so  ist  es  auch  die  Transformation  (Z^Z^). 

Auf  der  andern  Seite  ist  zugleich  jede  infinitesimale  Transformation 
aZ^f  -\-  hZ^f  mit  X^f  •  -  -  Xrf  vertauschbar,  welche  Werthe  auch  die 
Constanten  a  und  h  haben  mögen.  Giebt  es  daher  zufällig  nur  eine 
endliche  Anzahl,  etwa  nur  g  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
^if-  '  •  Zqf  welche  mit  XJ-  -  •  Xrf  vertauschbar  sind,  so  hat  die  all- 
gemeinste   infinitesimale  Transformation    von    derselben  Beschaffenheit 

die  Form:  kiZJ+ \-  X,^ZJ,  unter  X^  ■  -  ■  l,^  willkürliche  Parameter 

verstanden.    Es  müssen  dann  wegen  Satz  1  Relationen  von  der  Form : 

\ZiZk)  ==  ^a  CikoZaf 
1 

bestehen,  so  dass  also  ZJ-'-Zqfeine  q-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Versuchen  wir  jetzt  direkt  die  allgemeinste  infinitesimale  Trans- 
formation : 

df 


z^=2^-M-.---^0^. 


zu  bestimmen,  welche  mit  allen   infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  X^f'-'  Xrf  vertauschbar  ist. 
Die  r  Bedingungsgleichungen: 

zerfallen  sofort  in  die  rs  folgenden: 

oder  ausführlicher  geschrieben: 

Theorie  der  Trausformationsgruppen.  24 
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1  1 

Es     handelt    sich    also    darum,    die    allgemeinsten    Lösungen    dieser 
Differentialgleichungen  für  Si  •  •  •  &  zu  bestimmen. 
Ist 

(2)  ^i  =  G)i{Xi  '  •  ■  X,)        (t  =  l...s) 

irgend    ein  Lösungen  System  von  (1),   so  verschwinden  die  Ausdrücke: 

1 

bei  der  Substitution:  gj  =  co^ix),  •  •  •  S«  =  C3s(x)  sämmtlich  identisch, 
mit  anderen  Worten:  das  Gleichungensystem  (2)  in  den  2s  Veränder- 
lichen x^-  • '  Xs,  ^1  •  •  •  fc  gestattet  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


pr./=x,/+|i.{|:.5|e..)|-J 


--V         (^•  =  1  •  •  •  r) 


Gestattet  umgekehrt  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (2)  die  in- 
finitesimalen Transformationen  W^f  -  - -Wrf,  so  sind  (x)^{x)  ■  ■  •  (o,(x) 
offenbar  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (1).  Folglich  ist  die 
Integration  der  Differentialgleichungen  (1)  äquivalent  mit  der  Bestim- 
mung des  allgemeinsten  Gleichungensystems  (2),  welches  die  infinitesi- 
malen Transformationen    TFi/'- ••  TT,/ gestattet. 

Jedes  Gleichungensystem,  welches  TTj/"- • -W,/ gestattet,  lässt  auch 
die  infinitesimale  Transformation  W,(  Wj{f))  —  Wji  W^if))  =  (  W,  Wj) 
zu;  berechnen  wir  dieselbe. 

Es  wird: 

iw.wj)  =  (X..X,)  +2''  \^-3k.  -  ^'^?k\  ^"% + 

ijiiv       ^  '  ' 

"T^     gx„  Tx,.        dx    dx,.    *'■"  8j,.' 
und  hier  lässt  sich  die  rechte  Seite  schreiben: 

ijU  '  1  '^  ' 

Nun  aber  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

{Xk  Xj)  ==    ^a  Ckjo  X„  f , 
•  1 

aus  denen  folgt: 
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2'  |^'''ä^  "  ^'"d^,\  ~~2"  ^''"^"' 


mithin  ergiebt  sich  einfach: 

(W,Wj)=^.c,j„W,f. 

1 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  W^f-  -  -Wrf  eine  r-gliedrige  Gruppe 
in  den  2s  Veränderlichen  x^-'-Xs^  ^i  •  •  •  ^.^  erzeugen;  das  zu  vermuthen 
lag  allerdings  nahe. 

Es  mögen  unter  den  infinitesimalen  Transformationen  XJ--'Xrf 
irgend  n,  etwa  XJ-'-X^f  durch  keine  lineare  Relation  von  der  Form: 

verknüpft  sein,  während  Xn+if-  •  •  Xrf  sich  folgendermassen  ausdrücken 
lassen: 

n 
(3)  Xn^kf  ^^  (fkv  (^1  •  •  •  Xs)  •  Xrf     (^•  =  1  •  .  .  r  -  n) . 

1 

Unter   diesen  Voraussetzungen   lassen   sich   die  Difi'erentia]<?leich 
(1)  auch  schreiben: 

Xr  li  —    Zlri  =  0        (r  =  1  .  .  .  w,    /  =  1  .  .  -  ,) 
n 
^v  (pkv(x)  ■  X,t,i—Z^n+h,  f  =  0       (^-  =  1  .  •  •  r-  n,  /  =.  1  -  •  •  .)  . 

1 

Werden   daher   die  Ausdrücke   X^^i  "  •  Xnlt  weggeschafft,   so  ergeben 
sich  zwischen  g^  •  •  •  J,  die  endlichen  Gleichungen: 


(«) 


|"|%^-i?-Se^.=» 


[k  =  l  ■  ■  •  r  —  M ,    i  =  1  .  .  .  s) . 

Es  leuchtet  ein,  dass  jedes  Gleichungensystem  von  der  Form  (2), 
welches  die  Gruppe  WJ -  ■ -Wrf  gestattet,  die  Gleichungen  (4)  um- 
fassen muss. 

Die  Gleichungen  (4)  sind  linear  und  homogen  in  ^^  •  •  •  J,-,  finden 
sich  daher  unter  ihnen  gerade  s  von  einander  unabhängige,  so  ist 
Ji  =  0,  '  •  '  t,s  =  Q  das  einzige  Lösungensystem,  welches  sie  alle  be- 
friedigt. In  diesem  Falle  giebt  es  nur  ein  Gleichungensystem  von  der 
Form  (2),  welches  die  Gruppe  WJ-'-Wrf  gestattet,  nämlich  das 
Gleichungensystem:  ?i  =  0,  •  •  •  ^,  =  0,  es  giebt  also  keine  infinitesi- 
male Transformation  Zf  welche  mit  allen  X^f  vertauschbar  ist. 

Anders,   wenn   sich   die  Gleichungen  (4)   auf  weniger  als  s,  etwa 

24* 
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auf  m  <  s  unabhängige  Gleichungen  reduciren.  Wir  werden  sehen, 
dass  es  in  diesem  Falle  ausser  dem  unbrauchbaren  Systeme  ^^  =  0, 
••  'ts  =  0  auch  noch  andere  Systeme  von  der  Form  (2)  giebt,  welche 
die  Gruppe    W^f-  •  -Wrf  gestatten. 

Vor  allen  Dingen  bemerken  wir,  dass  das  Gleichungensystem  (4) 
die  Gruppe    W^f--  Wrf  gestattet. 

Um  das  zu  beweisen,  schreiben  wir  uns  die  Matrix  auf,  welche 
zu  den  infinitesimalen  Transformationen    TF^/'- • -TTr/*  gehört: 


(5) 


H^, 


01, 


^"■^^'I^'tj'-S-^j 


u  '  ^-^xi;^"  '2'jt>^' 


Wir  werden  zeigen,  dass  (4)  zu  den  Gleichungensystemen  gehört, 
welche  man  durch  Nullsetzen  aller  (^^ -|-  1)- reihigen  Determinanten 
dieser  Matrix  erhält.  Damit  ist  dann  nach  Kap.  14,  S.  228  bewiesen, 
dass  (4)  die  Gruppe    WJ  •  •  •  Wrf  gestattet. 

Unter  den  (ji  +  1) -reihigen  Determinanten  der  Matrix  (5)  giebt 
es  solche  von  der  Form: 


D 


lu-, 


^1^^    ^' 


dx. 


OL 


ir 


In+j,  k,    •    ln-\-j,  k,^  ^  ""Yx^^  ^' 


Benutzen  wir  die  aus  (3)  folgenden  Identitäten: 

n 
1 

so  können  wir  B  offenbar  schreiben: 


1      ^  1  ' 

Nun  verschwinden  unter   den    gemachten  Voraussetzungen  nicht   alle 
Determinanten  von  der  Form: 
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identisch;  setzen  wir  daher  alle  Determinanten  von  der  Form  D  gleich 
Null,  so  erhalteu  wir  entweder  Relationen  zwischen  x^  -  •  •  Xs  allein, 
oder  wir  erhalten  das  Gleichungensystem  (4).  Dieses  Gleichungen- 
system bringt  aber,  wie  leicht  zu  sehen,  überhaupt  alle  (n  +  i)-reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (5)  zum  Verschwinden,  also  gestattet  es  die 
Gruppe   WJ-'-Wrf. 

Die  Bestimmung  des  allgemeinsten  Gleichungensystems  (2),  welches 
die  Gruppe  W^f-  -  -Wrf  gestattet  und  die  Gleichungen  (4)  umfasst, 
lässt   sich  nun  auf  Grund  von   Kap.  14,  S.  236  bis  238   durchführen. 

Das  Gleichungen  System  (4)  bringt  alle  (n  +  1) -reihigen,  nicht 
aber  alle  w-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (5)  zum  Verschwinden ; 
ebenso  wenig  kann  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (2)  alle  n- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix  (5)  gleich  Null  machen.  Also  ver- 
fahren wir  folgendermassen:  Wir  lösen  die  Gleichungen  (4)  nach  m 
von  den  Grössen  ^i  •  •  •  J«  auf,  etwa  nach  ^j  •  •  •  S^,  sodann  bilden  wir 
in  den  2s  —  m  Veränderlichen  x^  ^  -  -  Xs,  J^h+i  •  •  •  Ss  nach  Anleitung 
der  citirten  Entwickelungen  die  verkürzten  infinitesimalen  Transfor- 
mationen W^f •  ♦  -Wrfy  endlich  bestimmen  wir  irgend  2s  —  m  —  n 
unabhängige  Lösungen  des  w-gliedrigen  vollständigen  Systems,  welches 
von  den  n  Gleichungen:    Tfi/"=0,  ...>r„/'=0  gebildet  wird. 

Die  n  Gleichungen    W^f=Oy  •  •  -Wnf  =  0   sind  nach  7^  von  den 

Differentialquotienten    ^•••^  auflösbar,  also  sind  ihre  2s  — m  —  n 
V  OC-^       CSC 

unabhängigen  Lösungen  in  Bezug  auf  s  —  n  von  den  x  und  die  Ver- 
änderlichen t,m-\-i  •  '  •  ^s  von  einander  unabhängig  (vgl.  Kap.  5,  Theor. 
12,  S.  91).  Nun  giebt  es  unter  den  Lösungen  des  vollständigen  Systems 
Wkf '=  0  gerade  s  —  n  unabhängige,  welche  zugleich  das  w-gliedrige 
vollständige  System:  XJ=Oj  -  -  ■  Xnf  =  0  befriedigen  und  also  nur 
von  den  x  abhängen,  sie  mögen: 

UjL  [X^  •  •  -  Xs)  '  '  '  Ms — n  \^i  '  '  '  ^s) 

heissen.     Sind  daher 

^liirn+l  •  •  •  &,    ^1  •  •  •  X,),    '  '  •  ^s-miU+1  •••?.,    ^Tj   ••  •  X^^ 

irgend  s  —  m  von  einander  und  von  den  U  unabhängige  Lösungen  des 
vollständigen  Systems  Wkf=  0,  so  sind  dieselben  nothwendig  in  Bezug 
auf  ^rn+i  ■  •  '  &  von  einander  unabhängig. 

Das  allgemeinste  Gleichungensystem  (2),  welches  die  Gruppe 
W^f-'-Wrf  gestattet,  erhalten  wir  jetzt,  wenn  wir  zu  den  Gleichungen 
(4)  in  allgemeinster  Weise  s  —  m  von  einander  unabhängige,  nach 
tn-^i  ■  •  •  is  auflösbare  Relationen  zwischen  u^  •  •  •  U,._„,  ^j  •  •  •  ^s—m  hin- 
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zufügen.  Es  ist  klar,  dass  diese  Relationen  nach  35^  •  •  •  ^s-m  auflösbar 
sein  müssen,  dass  sie  also  auf  die  Form: 

(6)        %,  (U+l  -  "  is,   X^-  •  '  Xs)  =  Sl^,  (Ui  (X)  '"  u,_n(it;))       tu  =  l...s-  »Ol 

gebracht  werden  können.  Hier  sind  die  5i^,  keinerlei  Beschränkung 
unterworfen,  sondern  vollkommen  willkürliche  Functionen  ihrer 
Argumente. 

Fügen  wir  demnach  die  Gleichungen  (6)  zu  (4)  hinzu  und  lösen 
wir,  was  immer  möglich  ist,  alles  nach  Ji  •  •  •  J«  auf,  so  erhalten  wir 
das  allgemeinste  Gleichungensystem  (2),  welches  die  Gruppe  W^f-  -  • 
Wrf  gestattet  und  damit  auch  das  allgemeinste  Lösungensystem  der 
Differentialgleichungen  (1).  Dieses  allgemeinste  Lösungensystem  ent- 
hält augenscheinlich  s  —  m  willkürliche  Functionen  von  u^  •  •  •  Us—n- 

Nun  aber  sind  die  Differentialgleichungen  (1)  linear  und  homogen 
in  den  Unbekannten  ti  ■  -  -  ts'-,  also  lässt  sich  schliessen,  dass  ihr  all- 
gemeinstes Lösungensystem  J^  •  •  •  J^  aus  s  —  m  particulären  Lösungen« 
Systemen: 

i^a(x)  '  •  •  ^^,,(X)        (/.  =  !. ..*-m) 

in  der  folgenden  Weise  abgeleitet  werden  kann: 

wobei  die  x  vollständig  willkürliche  Functionen  der  u  sind;  natürlich 
müssen  die  betreffenden  particulären  Lösungensysteme  so  beschaffen 
sein,  dass  es  keine  s  —  m  Functionen  z^^  (Uj  •  •  •  Us— „)  •  •  •  fs—m(yi^  •  •  •  U,s_«) 
giebt,  welche  die  s  Gleichungen: 

ti  (U)  -Jlv;  -\ h  i^s-m(n)'  ts-m,  i  =  0      (/  =  1  .  .  .  .) 

identisch  befriedigen.  Es  lässt  sich  sogar  zeigen,  dass  es  überhaupt 
keine  s  —  m  Functionen  'P'i(:^i  •  -  •  x^)  -  •  •  y[^s—m(x^  •  •  •  Xs)  giebt,  welche 
die  s  —  m  Gleichungen: 

identisch  befriedigen.     Nämlich  die  s  —  m  Gleichungen: 


.t — in 

tin+a  =  ^u  X,u  (U)  •  ?^,,  m+a        {o 


•  ■  s  —  m) 

1 

sind    offenbar    mit   den    Gleichungen  (6)   äquivalent,    also    müssen   sie 
nach  Xi  •  '  '  Xs-^  auflösbar  sein  und  die  Determinante: 

■^  ZJZ  fei,  7n-\-l  '  '  '  b« — m,  m-{-s — m 

darf  nicht  identisch  verschwinden. 

Nach   diesen  Vorbereitungen    können  wir   endlich   die   Form    an- 
geben,  welche   die  allgemeinste   mit  X^/"-  •  •  Xrf  vertauschbare   infini- 
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tesimale   Transformation  Zf  besitzt.     Die    betreffende   Transformation 
lautet: 


Zf^^l^{y.^'"yx,^r:)'Z^f, 


wo  die  s  —  m  infinitesimalen  Transformationen: 

1 
durch  keine  lineare  Relation  von  der  Form: 

W,{X,  •  "  Xs)  '  ZJ -\ h   'I's-m (X,"-  Xs)  •  Z,^mf  ==  0 

verknüpft  sind.  Da  überdies  nach  Satz  1,  S.  369  auch  jede  infini- 
tesimale Transformation  (Z^^Z^)  mit  XJ---  Xrf  vertauschbar  ist,  so 
bestehen  Relationen  von  der  besonderen  Form: 


{Z,,Zr)  =^n  CJ.rnin,  •  ■  '  Us-m)  '  Z^f     0'.  -  =  1 


ni) 


Wir  sehen  also:  Es  giebt  stets  dann,  aber  auch  nur  dann  eine 
infinitesimale  Transformation,  welche  mit  XJ-  •  •  Xrf  vertauschbar  ist, 
wenn  die  auf  S.  372  definirte  Zahl  m  kleiner  ist  als  die  Zahl  s  der 
Veränderlichen  x.  Ist  m  <  s  und  zugleich  n  <C  s,  ist  also  die  Gruppe 
XJ-'-Xrf  intransitiv,  so  hängt  die  allgemeinste  mit  X^f  -  -  •  Xrf 
vertauschbare  infinitesimale  Transformation  Zf  von  willkürlichen 
Functionen  ab.  Ist  dagegen  n  =  s,  ist  also  die  Gruppe  X^f-'-Xrf 
transitiv,  so  lässt  sich  die  allgemeinste  mit  X^f ■  •  •  Xrf  vertausch- 
bare infinitesimale  Transformation  Zf  aus  s  —  m  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen:  Z^/" •••  ^5—^/"  linear  ableiten;  nach  einer 
früheren  Bemerkung  (S.  369)  erzeugen  dann  die  betreffenden  infini- 
tesimalen Transformationen  eine  (s  —  w)-gliedrige  Gruppe.  — 

Wir  wissen,  dass  eine  mit  XJ'---  Xrf  vertauschbare  infinitesi- 
male Transformation  nur  dann  existirt,  wenn  die  Gleichungen  (4)  sich 
auf  weniger  als  s  unabhängige  reduciren.  Dieser  Bedingung  können 
wir  eine  etwas  übersichtlichere  Fassung  geben,  wenn  wir  uns  der 
Identitäten  (3)  oder  der  äquivalenten: 


erinnern,  welche  die  Functionen  qp^v  definiren.    Differentiiren  wir  näm- 
lich die  eben  geschriebenen  Identitäten  nach  Xj,   so  erhalten   wir  die 


folgenden  Identitäten: 
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(i-  =  1  .  .  .  r  —  «  ;   ,-,  ;  =  1  .  .  .  .v)  , 

vermöge  deren  sich  die  Gleichungen  (4)  durch  die  äquivalenten  Gleich- 
ungen: 

n  s  o 

^  Ivi^j  Ij  y£  =  0        (/  =  1  •  •  ■  ,,  *  =  1  ...r-n) 
1  1  ^ 

ersetzen  lassen.  Da  aber  nicht  alle  Determinanten  von  der  Form 
^:tAh--'lk,^  identisch  verschwinden,  so  sind  die  letzten  Gleichungen 
ihrerseits  äquivalent  mit: 


(4') 


("ftr 


1  •' 


«). 


Es  giebt  demnach  eine  mit  XJ---Xrf  vertauschbare  infinitesimale 
Transformation  Zf  nur  dann,  wenn  die  in  den  ^j  linearen  Gleichungen 
(4')  sich  auf  weniger  als  s  unabhängige  reduciren. 

Die  Gleichungen  (4')  sind  übersichtlicher  als  die  Gleichungen  (4), 
sie  haben  überdies  einen  einfachen  Sinn,  sie  sagen  nämlich  aus,  dass 
jede  der  n{r  —  n)  Functionen  ^a,.(^i  "  •  oCs)  die  sämmtlichen  infinitesi- 
malen Transformationen  Zf  gestattet. 

Giebt  es  unter  den  Gleichungen  (4)  gerade  m  von  einander  un- 
abhängige, so  giebt  es  natürlich  auch  unter  den  Gleichungen  (4')  ge- 
rade m  von  einander  unabhängige,  also  ist  m  offenbar  nichts  anderes 
als  die  Zahl  der  unabhängigen  unter  den  n{r  —  n)  Functionen  (pkv(x). 
"*  Fassen  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen: 

Theorem  67.  Sind  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Tr  a  n  sfo  r  m  ationen: 

Xkf  =2"  iki(0Cj_   "  ■  ^s)  ^        {k  =  l..-r) 
1  * 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  etwa  XJ-  •  •  Z,/  durch  Iceine  lineare 
Relation  verknüpft,  während  Xn+if  -  •  •  Xrf  sich  linear  durch 
XJ  '  '  '  Xnf  ausdrüchen  lassen: 

n 

^n+jf  ==^  %v  (^1   •  ■  ■  ^'s)  -Xrf        0-  =  1  •  •  •  r  -  n), 
1 

und  sind  unter  den  n(r  —  n)  Functionen  9^,,  gerade  s  von  ein- 
ander unabhängige  vorhanden,  so  giebt  es  Jccine  infinitesimale 
Transformation,  welche  mit  allen  Xkf  vertauschbar  ist;  sind 
dagegen   unter  den  Functionen  cpkv  weniger  als  s,  etwa  blos  m 
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unabhängige  vorhanden^  so  giebt  es  infinitesimale  Transfor- 
mationen^ welche  mit  X^f-  •  •  Xrf  vertauschbar  sind,  und  zwar 
besitzt  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  Zf  von 
dieser  Beschaffenheit  die  Form: 

Zf^  ^l(Ui  •  •  •  Vis-n)'ZJ-\ h  ^,_«(Ui  •  •  •  Vis-n)  •  Zs-mf, 

wo  Ui  •  •  •  Ui—n  unabhängige  Lösungen  des  n-gliedrigen  vollstän- 
digen Systems:  X^f=Oj  •"Xnf=0  bezeichnen,  wo  ferner  ^i«-- 
ts—m  willJvür liehe  Functionen  ihrer  Argumente  bedeuten  und  wo 
endlich  die  mit  X^f  -  •  •  Xrf  vertauschbaren,  durch  keine  lineare 
Relation  verknüpften  infinitesimalen  Transformationen: 

1 

paarweise  in  Beziehtingen  von  der  Form: 

s — m 
{Z^,Z,)  =^  05,,,,^  (Ui  .  .  .  Vis-m)  '  Znf 
1 

stehen.^'') 

Ein  Theil  der  in  diesem  Satze  ausgesprochenen  Ergebnisse  folgt  übrigens 
unmittelbar  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen  Kapitels.  Ist  nämlich 
die  Anzahl  der  unabhängigen  unter  den  Functionen  cpkv  (^i  '  •  *  ^s)  gerade 
gleich  5,  so  stellen  nach   S.   344  die  Gleichungen: 

q)hy{xl  '  •  •  Xs)  =  9)Av(^i  •  •  •  i^O        (A;  =  1  •  •  •  r-  «;  1  =1  ■  .  .  n) 

die  allgemeinste  Transformation  dar,  welche  J^i/'- ••  X^-f  bezüglich  in:  Z//' 
•  •  •  Xr  f  überführt.  Giebt  es  dagegen  unter  den  cpj^y  weniger  als  s  von  ein- 
ander unabhängige  Functionen,  so  giebt  es  nach  Theor.  65,  S.  353  eine  con- 
tinuirliche  Menge  von  Transformationen,  welche  jedes  X/,/  invariant  lassen; 
wir  bemerkten  schon  auf  S.  368,  dass  der  Inbegriff  aller  derartigen  Trans- 
formationen eine  Gruppe  bildet,  von  welcher  sich  direkt  einsehen  lässt, 
dass  sie  eingliedrige  Gruppen  umfasst. 

Es  scheint  angemessen,  noch  den  folgenden  Satz  ausdrücklich 
auszusprechen: 

Satz  2.  Giebt  es  iiberhaupt  eine  infinitesimale  Transformation, 
ivelche  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  X^f  -  •  -  Xrf  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  des  Raumes  x^  -  -  -  Xg  vertauschbar  ist,  so  enthält  die 
allgemeinste  mit  X^f  •  •  •  Xrf  vertauschbare  infinitesimale  Transformation 
tvillhürliche  Functionen,  sobald  die  Gruppe  X^f -•' Xrf  intransitiv  ist, 
dagegen  nur  willkürliche  Parameter,  sobald  die  Gruppe  transitiv  ist. 


^)  Dieses  allgemeine  Theorem  deutete  Lie  in  den  Math.  Ann.  Bd.  XXV  an. 
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§.  96. 

Von  hervorragender  Bedeutung  ist  der  Fall,  dass  die  Gruppe  Xi^f 
einfach  transitiv  ist,  also  der  Fall  s  =  r  =  n. 

Wünscht  man  in  diesem  Falle  die  allgemeinste  Transformation 
Xi  =-  ^i{x^"'Xn)  ZU  kennen,  vermöge  deren  jedes  Za/ die  Form  X//" 
annimmt,  so  hat  man  nur  n  unabhängige  Lösungen  ß^  •  •  •  5i„  des 
w-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

X,/+X,7=0       (^-=l...n) 

aufzusuchen  und  dieselben  gleich  willkürlichen  Constanten  a^'-a^  zu 
setzen.     Die  Gleichungen: 

^k{x^   •  •  •  ^n,    X^  •  '  •  Xn)    ==  ttk       ik  =  l  ■  ■  ■  n) 

sind  dann  sowohl  nach  den  x  als  nach  den  x  auflösbar  und  stellen 
die  verlangte  Transformation  dar. 

Wir  wissen  von  vornherein,  dass  der  Inbegriff  aller  Transforma- 
tionen Slk  =  ak  eine  Gruppe  bildet.  W^ir  sehen  jetzt,  dass  diese 
Gruppe  M-gliedrig  und  einfach  transitiv  ist;  das  geht  sofort  aus  der 
Form  hervor,  in  welcher  die  Gruppe  vorliegt,  aufgelöst  nach  ihren  n 
Parametern. 

Die  Gruppe: 

Sl^iXjX')  =  «1,  •  •  •  Sln{oo,x)  =  an 

enthält  die  identische  Transformation  und  n  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen : 

Zkf  =^i  fe/fe  •  •  •  ^«)  ^  (*  =  1  •  .  •  n), 

das  geht  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  hervor;  es 
ist  aber  auch  an  sich  klar,  da  sich  die  Transformationen  der  Gruppe 
paarweise  als  inverse  zusammen  ordnen  und  also  das  Theorem  56  im 
Kap.  18,  S.  315  Anwendung  findet.  Aus  der  Transitivität  der  Gruppe 
Z^f '  '  '  Znf  folgt  überdies,  dass  Z^f  -  -  -  Znf  durch  keine  lineare  Re- 
lation von  der  Form  I^Xi{x^  •  •  •  x^Zif  =  0  verknüpft  sind. 

Zwischen  den  beiden  einfach  transitiven  Gruppen  X^f  und  Zif  be- 
steht ein  völliges  Reciprocitätsverhältniss.  Sind  die  X^f  gegeben,  so 
ist  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  Zf  =■  UciZif  durch 
die  n  Gleichungen 

X,(Z(/-))  -  Z(X,(f))  =  0        (*  =  1  ■  •  -n) 

vollständig  definirt;  sind  andererseits  die  Zif  gegeben,  so  bestimmen 
die  n  Gleichungen 
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XiZ,{f))^Z,(X(n)  =  0     (^  =  i...n) 
in  gleicher  Weise  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation 

Xf=2:e,X,f. 

Damit  ist  aber  die  eigenartige  Beziehung,  in  welcher  die  beiden 
Gruppen  stehen,  noch  nicht  in  erschöpfender  Weise  beschrieben.  Die 
beiden  Gruppen  sind  nämlich,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  auch  noch 
gleichzusammengesetzt;  da  beide  einfach  transitiv  sind,  folgt  daraus 
sofort,  dass  sie  auch  mit  einander  ähnlich  sind  (vgl.  Kap.  19,  Theorem 
64,  S.  340). 

Wir  denken  uns  in  den  infinitesimalen  Transformationen  X^f  und 
Zif  die  ^kv  und  ^,>  nach  Potenzen  von  x^'--Xn  entwickelt,  indem  wir 
voraussetzen,  dass  Xi  =  0,  ■■•Xn=0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
ist.  Nach  Kap.  13,  S.  217  enthält  die  Gruppe  Xkf,  weil  sie  einfach 
transitiv  ist,  gerade  n  infinitesimale  Transformationen  von  nullter  Ord- 
nung in  x^-  --Xny  aus  denen  sich  keine  infinitesimale  Transformation 
von  erster  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 

Wir  können  uns  daher  XJ---Xnf  durch  n  andere  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  \f  ■  •  •  ünf  ersetzt  denken,  welche  bei 
Weglassung  der  Glieder  zweiter  und  höherer  Ordnung  die  Form: 

{k=l  ■  ■  -n) 

haben.     In   derselben  Weise   können    wir    ZJ---Znf  durch  n    unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

l-ir 
(i  =  1  .  .  .  n 

ersetzen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  bilden  wir  die  Gleichung  (X/c3')  =  Ö5 
dieselbe  nimmt  die  Form  an: 


2'^ 


{likr  +  htr)  If   +   •  •  •  =  0, 


V 


woraus  folgt: 

Rechnungen  derselben  Art  ergeben: 


df 


(lik'^j)   =^  Qhkv   —   hj^)  ^^   + 
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Andererseits  ist: 

(3e.3e,)  =^  c.,>3£./,  (3,3,)  =  yj  c;,.3./; 
1  1 

hier  setzen  wir  die  eben  gefundenen  Ausdrücke  für:  dc,f^  Q,f\  (3^,-26,), 
(3*3;)  ein  und  machen  sodann  die  Substitution:  ic^  =  0,  -  -  -  Xn  =  0- 
da  kommt: 

^kjv  ==  fljkv  —  rlkjv  =  Ckjv 

Also  sind  unsere  beiden  Gruppen  wirklich  gleichzusammengesetzt 
und  in  Folge  dessen,  wie  schon  oben  bemerkt,  mit  einander  ähnlich. 
Somit  gilt  das 

Theorem  68.  Sind  XJ'--Xnf  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  einer  einfach  transitiven  Gruppe  in  den 
Veränderlichen  x^---Xn,  so  definiren  die  n  Gleichungen  (XiZ)  =  0 
die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  Zf  einer  zweiten 
einfach  transitiven  Gruppe  ZJ-^ZJ,  welche  mit  der  Gruppe 
XJ  ■"  Xnf  gleichzusammengesetzt  und  zugleich  ähnlich  ist. 
Die  Beziehung  zwischen  diesen  leiden  einfach  transitiven 
Gruppen  ist  eine  gegenseitige:  jede  der  leiden  Gruppen  besteht 
aus  dem  Inbegriffe  aller  eingliedrigen  Gruppen^  deren  Trans- 
formationen mit  jeder  Transformation  der  andern  Gruppe 
vertauschbar  sind*) 

Es  ist  bequem,  die  Gruppen  X^f  und  Zif  als  reciproJce  Transfor- 
mationsgruppen zu  bezeichnen,  oder  immer  die  eine  als  die  reciproke 
Gruppe  der  andern. 

Erinnern  wir  uns  aus  Kap.  16,  S.  276,  dass  die  ausgezeichneten 

infinitesimalen  Transformationen  c,XJ-\ (-  enXnf=  Yf  der  Gruppe 

XJ'--Xnf  durch  die  n  Gleichungen  (Xj^Y)  =  0  definirt  sind,  so 
können  wir  noch  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Satz  3.  Die  gemeinsamen  infinitesimalen  Transformationen  zweier 
reciproher  einfach  transitiver  Gruppen  sind  zugleich  die  ausgezeichneten 
infinitesimalen  Transformationen  beider  Gruppen. 

*)  Das  Theorem  68  theilte  Lie  der  Gesellschaft  der  Wissenschaften  zu 
Christiania  im  Nov.  1882  und  Mai  1883  mit;  vgl.  auch  die  Math.  Annalen  Bd. 
XXV,  S.  107  ff. 
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Die  beiden  92-gliedrigen  Gruppen  X^f  -  •  •  Xnf  und  Z^f  •  ■  -  Znf  in 
den  n  Veränderlichen  x^-  ■  - Xn  seien  einfach  transitiv  und  zu  einander 
reciprok.  Gehen  dann  bei  Einführung  neuer  Veränderlicher  x^  -  •  -  Xn 
die  Xkf  über  in  Xi^f,  die  Zkf  über  in  Z]^f,  so  sind  auch  die  beiden 
einfach  transitiven  Gruppen  X^f-  •  •  Xnf  und  Z^  f  •  •  •  Zn  f  zu  einander 
reciprok;  das  folgt  unmittelbar  aus  der  Relation:  (X^  ZJ)  =  {XkZj)^E:0. 

Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere  der 

Satz  4.  Bleibt  eine  n-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe  in  n  Ver- 
änderlichen hei  einer  Transformation  invariant,  so  hleiht  gleichzeitig  ihre 
recip'olie  einfach  transitive  Gruppe  invariant. 

Aus  diesem  Satz  folgt  endlich  der  nachstehende: 

Satz  5.  Die  grösste  Gruppe  des  Raumes  x^  •  -  •  Xnj  in  tvelcher  eine 
n-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe  dieses  Baumes  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten  ist,  fällt  zusammen  mit  der  grössten  Gruppe,  in  tvelcher 
die  reciproJce  Gruppe  dieser  einfach  transitivst  Gruppe  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist. 


Wir    wollen    zu    den    vorstehenden    allojemeinen    Entwickelun^-en 
über  einfach  transitive  Gruppen  ein  paar  einfache  Beispiele  geben. 
Die  Gruppe 

df         df    .       df 
cx^        ex    '    '^  öy 

der  Ebene  ^,  y  ist  einfach  transitiv.  Die  endlichen  Gleichungen  der 
reciproken  Gruppe  ergeben  sich  durch  Integration  des  vollständigen 
Systems 

df    .     df         ^  df     ,        df    ,      ,   df     ,      ,  df        ^ 

ex    '    ex  '        ox    *    ^  cy    '         dx     '    ^   cy 

in  folgender  Form: 

x  —  x 


d,      -^  =  h, 
y  '2/ 

also  nach  x   und  y    aufgelöst: 

x=x  +  ay        y=hy. 

Die   infinitesimalen  Transformationen   der  reciproken   Gruppe    werden 
demnach : 

djf         cj_^ 
^  dx'    ^  dy 

Ein  interessanteres  Beispiel  bietet  die  sechsgliedrige  projective 
Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiter  Ordnung  im  gewöhn- 
lichen Räume.  Diese  Gruppe  enthält  nämlich  zwei  dreigliedrige  einfach 
transitive  zu  einander  reciproke  Gruppen,  von  denen  die  eine  alle 
Erzeugenden  der  einen  Schaar  stehen  lässt,  die  andere  alle  Erzeu- 
genden der  andern  Schaar. 
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Ist  z  —  xy  ^-  0  die  Gleichung  der  Fläche,  so  ist 

^J  =  %  +  yl^,    z,r=4^  +  .g, 

die  eine  der  beiden  einfach  transitiven  Gruppen  und 

^^f-%  +  ^%'  ^^=4  +  4'' 

die  andere. 

Die  beiden  reciproken  Gruppen  sind  natürlich  mit  einander  ähnlich ; 
zu  bemerken  ist  aber,  dass  sie  durch  eine  projedivc  Transformation 
mit  einander  ähnlich  sind,  nämlich  durch  jede  projective  Transformation, 
welche  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  der  Fläche  mit  einander 
vertauscht. 

§  97. 

Wir  fahren  fort  in  den  allgemeinen  Untersuchungen  über  reciproke 
einfach  transitive  Gruppen. 

Es  seien  XJ'-  ■  •  Xnf  und  Z^f  -  -  ■  Znf  zwei  einfach  transitive  und 
zu  einander  reciproke  Gruppen  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  ^„. 

Wäre  n  gleich  1,  so  wären  beide  Gruppen  mit  einander  identisch, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt;  wir  wollen  daher  voraussetzen,  dass 
n  grösser  als  1  ist.  Dann  enthält  die  Gruppe  ZJ-'-Z^f  sicher  Unter- 
gruppen. Ist  ZJ-"Zraf  {m<n)  eine  solche,  so  bilden  die  m  Gleich- 
ungen: 

ZJ=0,    ---Zraf^O 

ein  m-gliedriges  vollständiges  System,  welches,  wie  aus  den  Identitäten: 

{XiZ,)  ^  0,  . . .  {XiZm)  =  0    (^-  =  1  • .  •«) 

hervorgeht,   die  Gruppe   X^f  ■  -  -  Xnf  gestattet  (vgl.  Kap.  8,  Theorem 
20,  S.  140).     Folglich  ist  die  Gruppe  X^f  •  -  ■  Xnf  imprimitiv. 

Sind  u^--  tin—m  unabhängige  Lösungen  des  vollständigen  Systems 
ZJ'=  0,  •  •  •  Zmf  ==  0,  so  bestehen  nach  Kap.  8,  Satz  1,  S.  139  Re- 
lationen von  der  Form: 

XiUv  =  COiv  {Ui  •  '  •  tin—m)       (i  =  1  •  •  •  n  ,  v  =  l  -  -  •  n  —  m) 

und    es   werden    daher  (vgl.  S.  143)    die  oo«-'«  m-fach    ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten : 

U^  =  COnst.,    •  •  •  lln—m  =  COUSt. 

von  der  Gruppe  XJ'-  •  •  Xnf  unter  einander  vertauscht. 
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Wir  haben  also  den 

Satz  6.  Jede  einfach  transitive  Gruppe:  XJ'-'-Xnf  in  m>1 
Veränderlichen:  x^  •  -  •  Xn  ist  imprimitiv;  ist  ZJ'---Znf  die  zugehörige 
reciproke  Gruppe  und  ZJ'--Z,nf  eine  beliebige  Untergruppe  derselben 
mit  den  Invarianten  u^-  ■  -  Un-my  so  gestattet  das  m-gliedrige  vollständige 
System  ZJ=0,  •  •  •  Z^f  =  0  die  Gruppe  XJ---  X„f  und  die  oo'^— 
m-fach  ausgedehnten  MannigfaltigTiciten :  u^  ==  const.,  •  •  •  Un—m  ==  const. 
werden  von  dieser  Gruppe  unter  einander  vertauscht. 

Der  vorstehende  Satz  zeigt,  dass  jede  m-gliedrige  Untergruppe 
der  Gruppe  ZJ"'Znf  eine  ganz  bestimmte  bei  der  Gruppe  XJ--'Xnf 
invariante  Zerlegung  des  Raumes  x^'--Xn  in  c»«-"^  m-fach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeiten  liefert.  Denken  wir  uns  daher  alle  Untergruppen 
der  Gruppe  ZJ'---Znf  bestimmt  und  zu  jeder  die  zugehörigen  lu- 
varianten  berechnet,  so  erhalten  wir  unendlich  viele  bei  der  Gruppe 
X^/^- ••  Xnf  invariante  Zerlegungen  des  Raumes,  Es  lässt  sich  nach- 
weisen, dass  auf  diese  Weise  alle  vorhandenen  invarianten  Zerlegungen 
gefunden  werden,  dass  also  der  Satz  6  sich  umkehren  lässt. 

Es  sei:  Y^f=0,  •■•  Ymf==0  irgend  ein  m-gliedriges  vollstän- 
diges System,  welches  die  Gruppe  X^f  -  •  •  Xnf  gestattet,  %  •  •  •  Un—,u 
seien  unabhängige  Lösungen  dieses  vollständigen  Systems,  so  dass  also 
die  Schaar  der  cxd"— '"  m-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten: 

U^  ==  const.,    •  •  •  Un—m  ==  COUst. 

eine  bei  der  Gruppe  X^f  ■  -  -  Xnf  invariante  Zerlegung  des  Raumes 
x^-  '  •  Xn  darstellt.  Wir  behaupten,  dass  die  Gruppe  ZJ-'-Znf  eine 
ganz  bestimmte  m-gliedrige  Untergruppe  enthält,  welche  jede  einzelne 
dieser  c»"-'"  Mannigfaltigkeiten  stehen  lässt;  das  ist  eben  die  Um- 
kehrung des  Satzes  6. 

Wir  führen  zunächst  in  unseren  reciproken  Gruppen  die  Functionen 
Wj  •  •  •  Un—m  und  irgend  m  von  denselben  und  von  einander  unabhängige 
Functionen:  v^-  •  ■  Vm  der  x  als  Veränderliche  ein,  dann  wird: 

n—m  m  ^ 

Xkf  =^  (X)kv(u,  ■  •  •  Un-nc)   ^^  +^  ^kV,,  ^        (A^=  1  •  •  •  n) 

und: 

n—m  m  ^ 

1  1  ^ 

wo  die  XjcV/nf  Z^Uv  und  Zj^v^^  gewisse  Functionen  der  u  und  v  sind. 
Unsere  Behauptung  kommt  nun  offenbar  darauf  hinaus,  dass  sich  aus 
Z^f '  •  •  Znf   gerade    m    unabhängige    infinitesimale    Transformationen 
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linear  ableiten  lassen  sollen,  welche  u^-'-Un-m  gar  nicht  transformiren, 
in  denen  also  die  Coefficienten  von  ^  "•  '^~^~~  sämmtlich  null  sind 

Um  das  beweisen  zu  können,  müssen  wir  die  Coefficienten  von 
^  "  *  JiTT      ^^  allgemeinen     infinitesimalen     Transformation 

Zf=e^ZJ-\ \-  CnZnf  der  Gruppe  ZJ---  ZJ  berechnen. 

Die  infinitesimale  Transformation  Z/ist  durch  die  Relationen: 

^AZif))  -  z{x,{f))  =  0,  . . .  X4Z(^))  -  z(x,{f))  =  0 

vollständig  definirt.  Ersetzen  wir  in  denselben  f  durch  u,,,  so  erhalten 
wir  die  Relationen: 

X^(ZUr)  —  Z03ir  =  0,    •  •  •  Xn{Zu,)  —  Zdnv  =  0       (r  =  1  •  •  ■  n  -  m). 

Folglich  sind  die  Functionen  Zu^  -  •  •  Zun-m  Lösungen  der  Differential- 
gleichungen : 

(')  Xj^Qr  X ("  "^u'  ^^'  ^^  ^         {k  =  l-  '  -n,  r=l.  .  -n  —  m), 


1  ^' 


in  welchen  q^--  ^„_„,  als  die  unbekannten  Functionen  anzusehen  sind. 
Wenn 

irgend  ein  Lösungensystem  der  Differentialgleichungen  (7)  ist,  so  ver- 
schwinden die  oi(n  —  m)  Ausdrücke: 

bei  der  Substitution:  ^1  =  ^1,  "  -  Qn-m  =^  il^n-m  sämmtlich  identisch. 
Fassen  wir  daher  die  Gleichungen  (8)  auf  als  ein  Gleichungensystem 
in  den  n  +  n  —  m  Veränderlichen:  u^- ■  ■  Un-n^,  v^- ■  -  v,n,  Qr  "  Qn-m, 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  dieses  Gleichungensystem  die  n  infinitesi- 
malen Transformationen: 


(9) 


1       l      1  ;«*  j  1 


gestattet.  Umgekehrt  ist  auch  klar:  kennt  man  irgend  ein  Gleichungen- 
system von  der  Form  (8),  welches  die  infinitesimalen  Transformationen 
^if '  '  '  ünf  gestattet,  so  kennt  man  auch  ein  System  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  (7),  denn  die  Functionen  ^1  •  •  •  tn-m  sind  ein 
solches  System. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Bestimmung  des  allgemeinsten 
Lösungensystems  der  Differentialgleichungen  (7)  darauf  hinauskommt, 
in  den  2n  —  m  Veränderlichen  u,  v,  q   das  allgemeinste  Gleichungen- 
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System  (8)  zu  bestimmeD,  welches  die  infiDitesimalen  Transformationen 
TJ^f'-'  Unf  gestattet. 

Jedes  Gleichungensystem,  welches  ü^f"-  Unf  gestattet,  lässt  auch 
die  sämmtlichen  infinitesimalen  Transformationen  (UiUk)  zu.  Durch 
Ausrechnung  finden  wir: 

HVTt 


oder  anders  geschrieben: 

1  •  -'n—m 

Da  nun   Xj/"-  •  •  Xnf  eine  Gruppe   erzeugen,    so  bestehen   Relationen 
von  der  Form: 

(Z.-Z»)  =  X,(X,(/))  -  Z,(X..(/))  =^  c,,,x„/-, 

1 
es  ist  also  insbesondere: 

Xi(XkUv)   —  Xk{XiUv)  =  XiCOkv  —  XkCOiv  = 

n 
=  ^o  Cika  (Oav 
1 

und  es  wird: 

1 

Folglich  erzeugen  die  infinitesimalen  Transformationen  U^f---  Unf  eine 
w-gliedrige  Gruppe  in  den  2n  —  m  Veränderlichen  n^ •  •  •  t««— m;  v^--- Vmj 

Qi  '  '  '  Qn — ^'i* 

Es  handelt  sich  also  jetzt  darum,  das  allgemeinste  Gleichungen- 
system von  der  Form  (8)  zu  bestimmen,  welches  die  Gruppe  TJ^f---  Unf 
gestattet.  Da  X^f  •  •  •  Xnf  durch  keine  lineare  Relation  verknüpft 
sind,  so  verschwinden  in  der  Matrix,  welche  zu  TJ^f  -  •  •  TJnf  gehört, 
nicht  alle  ^^-reihigen  Determinanten  identisch  und  ebensowenig  können 
alle  diese  Determinanten  vermöge  eines  Gleichungensystems  von  der 
Form  (8)  verschwinden.  Aus  Kap.  14,  Theorem  42,  S.  237  ergiebt 
sich  daher,  dass  jedes  Gleichungensystem  von  der  Form  (8),  welches 
die  Gruppe  U^f  -  •  •  TJnf  gestattet,  durch  Relationen  zwischen  den 
Lösungen  des  ^-gliedrigen  vollständigen  Systems   Ü^f=Oj -^^  ü„f=0 
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dargestellt  wird.  Nun  besitzt  dieses  vollständige  System  gerade  n  —  m 
unabhängige  Lösungen,  etwa: 

und  zwar  sind  ^j  •  •  •  ^Fn—m  in  Bezug  auf  Qi  •  -  -  Qn—m  von  einander 
unabhängig,  weil  das  vollständige  System  nach  den  Differentialquotienten 

—  •  •  ^ — '— ,  ^-  •  •  •  ^-  auflösbar  ist  (vgl.  Kap.  5,  Theorem  12,  S.  91). 

Wir  schliessen   daraus,   dass   das   allgemeinste  Gleichungensystem  (8), 
welches  die  Gruppe   Uif-  - '  ünf  gestattet,  die  Form: 
nf  =  (1     . . .  m       =  c 

erhalten  kann,  wo  C^  •  •  -  Cn—m  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Lösen  wir  das  eben  gefundene  Gleichungensystem  nach  q^"  -  Qn—m 
auf,  was  sicher  möglich  ist,  so  erhalten  wir  das  allgemeinste  Lösungen- 
system der  Differentialgleichungen  (7),  wir  sehen  also,  dass  dieses 
allgemeinste  Lösungensystem  gerade  n  —  m  wesentliche  willkürliche 
Constanten  enthält.  Da  nun  die  Differentialgleichungen  (7)  in  den 
Unbekannten  Qi  •  •  -  Qn—m  linear  und  homogen  sind,  so  muss  das  be- 
wusste  allgemeinste  Lösungensystem  die  Form  erhalten  können: 

(10)  Q^  =  c;tf  +  c;  i,f  +■■•  +  c„'_„,^<;-"" 

(/t  =  1  •  •  .  n  —  m) , 

WO  die  n  —  m  Functionensysteme: 

ebensoviel  linear  unabhängige,  von  willkürlichen  Constanten  freie 
Lösungensysteme  der  Differentialgleichungen  (7)  darstellen  und  wo 
die  C  willkürliche  Constanten  sind.  Selbstverständlich  verschwindet 
hier  die  Determinante  der  ^  nicht,  da  sich  die  Gleichungen  (10)  nach 
Ci' ' '  Cn—m  auflösen  lassen  müssen. 

Die  Functionen:  Zu^  •  •  •  Zun—m  sind  nach  S.  384  Lösungen  der 
Differentialgleichungen  (7),  sie  haben  daher  die  Form: 

Zu^  ^Gi^f  ^ \-   Cn-m^t~"^        (^  =  1  .  .  •  « -  m). 

Hierbei  sind  die  CV  Constanten,  über  die  wir  vorläufig  noch  nichts 
genaueres  wissen-,  es  wäre  ja  noch  denkbar,  dass  sie  durch  lineare 
Relationen  verknüpft  wären. 

Aus  den  Werthen  der  Zu^  ergiebt  sich  für  die  allgemeine  infini- 
tesimale Transformation  Zf  der  Gruppe:  Z^f  -  -  •  Znf  die  folgende 
Darstellung: 
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Da  nun  die  n  —  m  Ausdrücke: 


2 


Ipl^^  ~-        {1.1  =  1.  ..n  —  m) 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  darstellen,  so  lassen  sich 
ofi"enbar  aus  ZJ^-  •  •  Znf  mindestens  m^  also  etwa  gerade  m  -\-  b  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  linear  ableiten,  in  denen  die 

Coefficienten  von  w-  "  -  -^ gleich  Null  sind.     Diese  m  +  e  infini- 

tesimalen  Transformationen  erzeugen  natürlich  eine  (m  -f-  £)-gliedriö-e 
Untergruppe  der  Gruppe:  Z^f  •"  Z^f  und  zwar  eine  Untergruppe,  welche 
jede  der  oo'^— '^''  m-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten:  w^  =  const., 
•  •  •  Un—m  =  const.  stchcu  lässt.  Das  aber  ist  nur  möglich,  wenn  die 
ganze  Zahl  s  gleich  Null  ist,  denn  wäre  £  >  0,  so  könnte  die  Gruppe 
Zj^f'  •  •  Znf  nicht  einfach  transitiv  sein. 

Damit  ist  die  auf  S.  383  aufgestellte  Behauptung  bewiesen,  wir 
können  also  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Satz  7.  Sind  XJ-  -  -  Xnf  und  Z^f -•  ■  Z^f  zivei  reciprolw  einfach 
transitive  Gruppen  in  den  n  Veränderlichen  x^  -  •  -  x^,  und  ist 

%(^l  •  •  •  Xn)  =  const.,    •  •  •  Un-m(x^  "  '  X^)  =  COUSt 

irgefid  eine  dei  der  Gruppe  XJ-'-Xnf  invariante  Zerlegung  des  Baumes 
x^- '  ■  Xn  in  oo""-"'  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  so  enthält  die 
Gruppe  Z^f '  '  •  Znf  stets  eine  m-gliedrige  Untergruppe,  tvelche  jede  ein- 
zelne dieser  cx)''— "*  Mannigfaltiglceiten  stehen  lässt. 

Durch  Verbindung  dieses  Satzes  mit  dem  Satze  6,  S.  383  erhalten 
wir  das 

Theorem  69.  Ist  die  n-gliedrige  Gruppe  XJ---Xnf  in  den 
n  Veränderlichen  x^  -  -  •  Xn  einfach  transitiv,  so  findet  man  alle 
m-gliedrigen  vollständigen  Systeme,  tvelche  diese  Gruppe  ge- 
statten, oder  was  dasselbe  ist,  alle  invarianten  Zerlegungen  des 
Baumes  x^-  -  •  Xn  in  oo^-'"  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
Jceiten  folgendermassen:  Man  bestimme  zunächst  die  zur  Gruppe 
X^f'- 'Xnf  gehörige  reciprolie  einfach  transitive  Gruppe:  ZJ'-'-Znf 
und  stelle  alle  m-gliedrigen  Untergruppen  dieser  letzteren  auf; 
ist  etwa: 

'^t^f  =  9f^lZ^f-{ -{-  g^anZnf      (^i  =  l---m) 

eine  der  gefundenen  Untergruppen,  so  stellen  die  Gleichungen 
"Z-if  =  0,  •  •  •  Zmf  ==  0  eines  der  gesuchten  vollständigen  Systeme 
dar  und  bestimmen  eine  hei  der  Gruppe  XJ'-  •  •  Xnf  invariante 
Zerlegung   des    Baumes    x^-  -  -  Xn   in  oo"-'^*  7n-fach    ausgedehnte 
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Mannig faltigheiten;  bildet  man  für  jede  der  gefundenen  Unter- 
gruppen das  m-gliedrige  vollständige  Systemy  welches  sie  liefert^ 
so  erhält  man  alle  m-gliedrigen  vollständigen  Systeme,  welche 
die  Gruppe  XJ' ■  ■  -  Xnf  gestatten.  Führt  man  die  angedeutete 
Untersuchung  für  jede  der  Zahlen  m  =  1,2  -  -  -  n  —  1  durch,  so 
erhält  man  überhaupt  alle  vollständigen  Systeme,  welche  die 
Gruppe  XJ-  •  •  Xnf  gestatten  und  damit  zugleich  alle  hei  dieser 
Gruppe  invarianten  Zerlegungen  des  Baumes  x^  •  •  'Xn. 

Das  vorstehende  Theorem  enthält  die  Lösung  der  Aufgabe,  alle 
möglichen  Weisen  zu  bestimmen,  in  denen  eine  vorgelegte  einfach 
transitive  Gruppe  imprimitiv  ist. 

Es  mögen  jetzt  die  Gleichungen: 

U^  =  COnst.,    •  •  •  Un-m  ==  COUSt. 

wieder  irgend  eine  bei  der  Gruppe  XJ-'-Xnf  invariante  Zerlegung 
des  Raumes  x^  -  -  ■  Xn  in  oo«-"*  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten 
darstellen,  so  dass  also,  wenn  u^  -  -  •  Un-m  nebst  m  geeigneten  Func- 
tionen v^---Vm  als  neue  Veränderliche  eingeführt  werden,  X^f'-Xnf 
die  Form  erhalten: 

Xkf  =^^  COkv(lh  '  •  •  Un-m)  ^^  +  ^^  ^*^^K  "  '  *  ^«-'"?    ^1  *  '  *  ^"»^  ä^  * 
1  ^  1 

Hier  können  nicht  alle  (n  —  m)-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 


«1 


Cl,  n—r. 


G)n     « » 


G)nl 

identisch  verschwinden,  sonst  müssten  XJ -"  Xnf  durch  eine  lineare 
Relation  verknüpft  sein,  was  gegen  die  Voraussetzung  wäre.  Verstehen 
wir  daher  unter  ri^^  •  •  •  Un-m  ein  allgemeines  Werthsystem,  so  enthält 
die  Gruppe  XJ- -•  Xnf  neich  Kap.  13,  S.  222  gerade  cx)^'^-!  verschiedene 
infinitesimale  Transformationen,  welche  das  Gleichungensystem: 

0  0 

Ml  ==  %  ,    •  •  •  Un—m  =  U^n—m 

invariant  lassen;  diese  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  dann 
natürlich  eine  m-gliedrige  Untergruppe,  die  allgemeinste  Untergruppe 
der  Gruppe  X^f-  •  •  Xnf  welche  die  w^-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit: 
Wj  =  u^^^  •  •  •  Un-m  =  Un-m  odcr  kurz  M  stehen  lässt. 

Die  eben  besprochene  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M 
gestattet  nun  auf  der  andern  Seite  auch  m  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  reciproken  Gruppe  Z^f-'-Znf  denn  diese  Gruppe 
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enthält  ja  nach  Satz  7,  S.  387   eine  m-gliedrige  Untergruppe,  welche 
jede  einzelne  der  cx)"-"*  Mannigfaltigkeiten: 

u^  =  const.,  •  •  •  Un—m  =  const. 
stehen  lässt.    Es  ist  überdies  klar,  dass  M  keine  grössere  Untergruppe 
der  Gruppe  Z^f-  •  •  Znf  gestatten  kann,  da  ja  %^  •  •  •  Un-m  ein   allge- 
meines Werthsystem  sein  soll. 

Wir  ersehen  hieraus,  dass  M  von  jeder  der  beiden  reciproken 
Gruppen:  XJ-  •  ■  Xnf  und:  ZJ-  •  •  Z^f  gerade  m  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  zulässt,  also  von  jeder  eine  ganz  bestimmte 
m-gliedrige  Untergruppe. 

Wir  können  diese  beiden  m-gliedrigen  Untergruppen  sichtbar 
machen,  wenn  wir  irgend  ein  Werthsystem:  v^  -"Vm  von  allgemeiner 
Lage  auswählen  und  die  infinitesimalen  Transformationen  unserer  beiden 
reciproken  Gruppen  nach  Potenzen  von :  u^  —  %  ,  •  •  •  Un—m  —  w«_^ , 
v^  —  v^j  •  '  '  Vnt  —  'Vm  entwickeln.  Sehen  wir  nämlich  von  den  Gliedern 
erster  und  höherer  Ordnung  ab,  so  können  wir  ähnlich  wie  auf  S.  379 
die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f-'-Xnf  durch  n  unabhängige 
von  der  Form: 

^1^'==  du,  "f  '     *  *  '  ^""'"^  ""  ^^„~  "^  ' 

ersetzen  und  Z^f  -  ■  •  Znf  durch  n  von  der  Form: 

2n-m+if==  —  ä^)!  +''"'' "  8«/=  ~  ^a^  ^       • 


Hier  sind  offenbar  Hn-m-^if  •  " '^nf  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen, welche  die  Mannigfaltigkeit:  u^  ==  %  ?  •  •  •  ^n-w  =  %-m 
invariant  lassen,  und  3n-m+i/^*  *  '  3«/*  sind  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  welche  dasselbe  thun;  es  sind  also:  '^n-m+if '  • ' '^nf 
und  ^n-m-\-if'  ■•'&nf  dic  beiden  w-gliedrigen  Untergruppen,  von  denen 
wir  soeben  gesprochen  haben. 

Aus  dieser  Darstellung  der  beiden  Untergruppen  lassen  sich  einige 
bemerkenswerthe  Schlüsse  ziehen. 

Zwischen  '^^f  -  •  •  BE«/"  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

n 

1 

und  nach  S.  379  f.  bestehen  zwischen  g^/*' •  •g«/' dieselben  Relationen: 
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(BA)  =^r  Ca^M 


mit  denselben  Constanten  C/^tv  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  beiden 
Untergruppen:  ?^n-mW "  ' '^nf  und  Qn-m+if  •  '  •  Qnf  mit  einander 
gleichzusammengesetzt  sind.  Es  ergiebt  sich  aber  noch  mehr.  Da 
nämlich  die  beiden  Gruppen:  XJ--'Xnf  und:  ZJ"- Znf  holoedrisch 
isomorph  auf  einander  bezogen  sind,  wenn  jeder  infinitesimalen  Trans- 
formation: e^IJ-\ \-erdCrf  die  infinitesimale  Transformation:  e^QJ^ 

h  ßrSrf  zugeordnet  wird,  und  da  bei  dieser  Zuordnung  offenbar  der 

Untergruppe:  In-m-^if---^rf  die  Untergruppe:  3«_„,+i/'--.3,/' entspricht, 
so  erhellt,  dass  die  beiden  reciproken  Gruppen  derart  holoedrisch  iso- 
morph aufeinander  bezogen  werden  können,  dass  die  beiden  m-gliedrigen 
Untergruppen,  welche  M  invariant  lassen,  einander  entsprechen. 

Fassen  wir  die  Ergebnisse  der  SS.  388  ff.  zusammen,  so  haben 
wir  den 

Satz  8.  Gestattet  eine  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  des 
Baumes  x^-  •  •  Xn  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
und  also  eine  m-gliedrige  Untergruppe  einer  einfach  transitiven  Gruppe 
X^f-"Xnf  dieses  Baumes,  so  gestattet  sie  zugleich  gerade  m  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  und  also  eine  m-gliedrige  Untergruppe 
der  zu  X^f-  -  -  Xnf  reciproken  einfach  transitiven  Gruppe:  Z^f  -  -  •  Znf 
Die  leiden  so  definirten  m-gliedrigen  Untergruppen  sind  gleichzusammen- 
gesetzt, und  es  ist  möglich,  die  beiden  reciproken  einfach  transitiven  Gruppen 
derart  holoedrisch  isomorph  aufeinander  zu  beziehen,  dass  diese  m-gliedrigen 
Untergruppen  einander  entsprechen. 

§  98. 

Der  grösste  Theil  der  Resultate  des  vorigen  Paragraphen  lässt 
sich  durch  einfache  begriffliche  Betrachtungen  ableiten.  Wir  werden 
das  jetzt  durchführen  und  zugleich  noch  einige  weitere  Ergebnisse 
gewinnen. 

Es  seien  wie  bisher  X^f-  •  •  Xnf  und  ZJ---  Znf  zwei  reciproke 
einfach  transitive  Gruppen  in  den  Veränderlichen  x^'-'Xn\  ferner  sei 
ZJ''''Zr,if  wieder  irgend  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 
Z^f '  •  '  Znf  und  Mj  •  • .  Un—m  seicu  ihre  Invarianten.  Der  Buchstabe  S 
sei  allgemeines  Symbol  einer  Transformation  der  Gruppe  Z^f  - -- Z^af, 
endlich  sei  T  eine  beliebig  gewählte  Transformation  der  Gruppe 
X,f-^-Xnf 

Ist  nun  P  irgend  ein  Punkt  des  Raumes  x^^-  -  •  Xn,  so  ist: 

(P')  =  (P)S 
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allgemeines  Symbol  eines  Punktes  auf  derjenigen  Mannigfaltigkeit: 

u^  ==  consi,  •  •  •  Un—m  =  const., 

welche  durch  den  Punkt  P  geht.  Da  ferner  die  Transformationen  S 
und  T  mit  einander  vertauschbar  sind,  so  wird: 

also  wenn  wir  den  Punkt  (P)T  mit  77  bezeichnen: 

(11)  (P')T={n)S. 

Hier  ist  (77) /S  allgemeines  Symbol  eines  Punktes  auf  der  durch  77 
gehenden  Mannigfaltigkeit:  Ur  =  const.  Folglich  sagt  unsere  symbo- 
lische Gleichung  (11),  dass  die  Transformation  T,  also  überhaupt  jede 
Transformation  der  Gruppe  XJ-  •  •  Xnf  die  oo«-™  Mannigfaltigkeiten: 
li^  =  const.,  •  •  •  Un-m  =  coust.  uutcr  einander  vertauscht,  indem  sie 
jede  dieser  Manuigfaltigkeiten  in  eine  Mannigfaltigkeit  derselben 
Schaar  überführt.  . 

Damit  ist  der  Satz  6,  S.  383  abgeleitet. 

Aber  auch  die  Umkehrung  dieses  Satzes  können  wir  durch  solche 
begriffliche  Betrachtungen  beweisen. 

Denken  wir  uns  irgend  eine  bei  der  Gruppe  XJ'"'Xnf  invariante 
Zerlegung  des  Raumes  x^"-Xn  in  oo«-'"  w^-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeiten gegeben  und  nehmen  wir  an,  dass  M  eine  dieser  oo"-"* 
Mannigfaltigkeiten  ist.  Unter  P  und  P'  verstehen  wir  irgend  zwei 
Punkte  von  M  und  unter  T  irgend  eine  Transformation  der  Gruppe 
XJ'-'Xnt: 

Geht  P  bei  Ausführung  von  T  über  in  77,  so  haben  wir: 

(77)  =  {P)T; 
andererseits  giebt  es  in  der  reciproken  Gruppe  ZJ'-  •  -  Znf  stets  eine, 
aber  auch  nur  eine  Transformation  Sy  welche  P  in  P'  überführt: 

(F)  =  (P)S. 
Wegen: 

(P)ST={P)TS 
wird  also: 

(12)  {P')T==(n)S. 

Diese  Gleichung  müssen  wir  zu  deuten  versuchen. 

Setzen  wir  zunächst  voraus,  dass  auch  der  Punkt  77  der  Mannig- 
faltigkeit M  angehört.  In  diesem  Falle  hat  die  Transformation  T  die 
Eigenschaft,  31  invariant  zu  lassen.  In  der  That,  T  vertauscht  die 
erwähnten  oo^-'"  Mannigfaltigkeiten  unter  einander,  andererseits  führt 
aber  T  einen  Punkt  von  M^  nämlich  P,  in  einen  Punkt  von  M  über, 
nämlich  in  den  Punkt  77;  also  muss  T  alle  Punkte  von  M  in  Punkte 
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von  M  überführen,  es  muss  M  invariant  lassen.  Da  nun  P'  auf  31 
liegt,  so  gehört  auch  der  Punkt  {P')T  und  wegen  (12)  auch  der 
Punkt  {n)S  der  Mannigfaltigkeit  M  an;  aber  77  kann  bei  geeigneter 
Wahl  von  T  jeder  beliebige  Punkt  von  M  sein,  also  führt  auch  die 
Transformation  S  jeden  Punkt  von  M  in  einen  Punkt  von  M  über, 
auch  sie  lässt  die  Mannigfaltigkeit  Jf  invariant. 

Auf  der  anderen  Seite  können  wir  annehmen,  dass  77  ein  beliebio-er 
Punkt  irgend  einer  andern  unter  den  bewussten  oo«-'«  Mannigfaltig- 
keiten ist;  machen  wir  diese  Voraussetzung,  so  erkennen  wir  aus  (12) 
sofort,  dass  S  die  betreffende  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe  lässt. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Gruppe  ZJ-'.Znf  eine  Transfor- 
mation enthält,  die  Transformation  S  nämlich,  welche  jede  einzelne 
unserer  oo^-''^  Mannigfaltigkeiten  stehen  lässt.  Solcher  Transforma- 
tionen S  giebt  es  aber  offenbar  c3o^"  verschiedene,  denn  bei  festem  P 
kann  der  Punkt  F'  innerhalb  M  noch  auf  oo»'  verschiedene  Weisen 
gewählt  werden.  Mehr  als  oo'"  derartige  Transformationen  giebt  es 
aber  in  der  Gruppe  ZJ'-'-Znf  auch  nicht,  da  dieselbe  einfach  transitiv 
ist;  also  bilden  die  oo"'  vorhandenen  Transformationen  eine  w-gliedrige 
Untergruppe  der  Gruppe  Z^f-  -  •  Z^f. 

Damit  ist  der  Satz  7,  S.  387  bewiesen. 

Offenbar  gestattet  die  Mannigfaltigkeit  M  ausser  den  oo"'  Trans- 
formationen der  Gruppe  ZJ---  Znf  auch  noch  oo'«  Transformationen 
der  Gruppe  XJ'-'X„f,  die  nun  ihrerseits  eine  m-gliedrige  Untergruppe 
dieser  Gruppe  bilden.  Das  ist  ein  Resultat,  welches  in  dem  Satze  8, 
S.  390  ausgesprochen  ist.  — 

Etwas  wesentlich  neues  ergiebt  sich,  wenn  in  den  eben  durchge- 
führten Entwickelungen  die  Zahl  m  gleich  n  gewählt  wird.  Bisher  kam 
dieser  Fall  nicht  in  Betracht,  da  ihm  keine  Zerlegung  des  Raumes 
Xi  •  ■  '  Xn  entspricht. 

Ist  m  gleich  n,  so  fällt  die  Mannigfaltigkeit  M  mit  dem  Räume 
x^'  ■  ■  Xn  selbst  zusammen;  F  und  P'  sind  daher  beliebige  Punkte  des 
Raumes,  S  kann  bei  geeigneter  Wahl  von  P  und  P'  jede  Transfor- 
mation der  reciproken  Gruppe  ZJ'-  -  •  Znf  sein. 

Wählen  wir  P  und  P'  fest,  so  ist  die  Transformation  S  voll- 
ständig bestimmt;  ist  dann  T  eine  beliebige  Transformation  der  Gruppe 
X^f   '  ■  Xnfy  so  haben  wir: 

(P)/SfT=(P)T^ 
oder  wegen  (P')  =  (P)S: 
(13)  (p'^T=(P)TS. 

Hier   kann   der   Punkt   {P)T  durch   geeignete  Wahl    der    Trans- 
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formation  T  mit  jedem  beliebigen  Punkte  des  Raumes  x^-  •  ■  Xn  zur 
Deckung  gebracht  werden;  von  dem  Punkte  {T')T  gilt  dasselbe. 
Folglich  sind  wir  durch  die  Gleichung  (13)  in  den  Stand  gesetzt,  für 
jeden  Punkt  ^  des  Raumes  die  neue  Lage  ^'  anzugeben,  welche  er 
bei  der  Transformation  8  erhält;  wir  brauchen  blos  diejenige  Trans- 
formation T  der  Gruppe  X^f  •  ■  -  Xnf  zu  bestimmen,  welche  P  in  ^ 
überführt,  welche  also  der  symbolischen  Gleichung: 

(P)T  =  {^) 

genügt.     Dann  haben  wir: 

(5P')  =  (?)S=(P)TS, 
also: 

(r)  =  (-p')T. 

Lassen  wir  jetzt  den  Punkt  ^  alle  möglichen  Lagen  annehmen 
oder,  was  dasselbe  ist,  setzen  wir  für  T  der  Reihe  nach  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe  X^f  ■  -  -  Xnf\  so  erhalten  wir  jedem  Punkte 
des  Raumes  x^---Xn  einen  ganz  bestimmten  andern  Punkt  zugeordnet, 
wir  erhalten  also  eine  Transformation  des  Raumes  x^---x,i^  nämlich 
die  Transformation  S.  Wählen  wir  endlich  noch  die  Punkte  P  und 
P'  in  allen  möglichen  Weisen,  so  erhalten  wir  offenbar  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe  Z^f •  •  •  Znf. 

Wir  können  demnach  sagen: 

Werden  2wei  Funlde  P  und  P'  des  Baumes  x^  -  -  -  Xn  vermittelst 
jeder  der  oo"*  Transformationen  einer  einfach  transitiven  Gruppe  X^f--  -Xnf 
in  eogredienter  Weise  transformirt,  so  gehört  diejenige  Transformation, 
welche  jede  der  <x>^  von  P  angenommenen  Lagen  in  die  entsprechende 
Lage  des  Punktes  P'  überführt,  der  reeiprohen  Gruppe  Z^f  •  -  •  Znf  der 
Gruppe  X^f  •  ' '  Xnf  an.  Wählt  man  die  Funlde  P  und  P'  in  allen 
möglichen    Weisen,    so   erhält    man   alle    Transformationen    der    Gruppe 

ZJ-"Znf 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  hier  unter  den  Punkten  P  und 
P'  immer  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zu  verstehen  sind  oder  genauer 
gesagt  solche,  die  auf  keiner  bei  der  Gruppe  X^f  -  •  •  Xnf  invarianten 
Mannigfaltigkeit  liegen. 

Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  X^f--  -Xnf  so 
kann  man  die  eben  gefundene  Construction  für  die  Transformationen 
der  Gruppe  Z^f-'-Znf  benutzen,  um  die  endlichen  Gleichungen  dieser 
Gruppe  aufzustellen. 

Es  seien: 

^i  =  /i(^l  -  •  '  Xn,    a^'  •  ■  ün)       (t=  1  •  •  •  n) 

die   endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  X^f-'-Xnf     Nennt  man  dann 
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die  Coordinaten  des  Punktes  F  etwa  x^  -  -  -  x^^  und  die  des  Punktes 
F'  etwa  Wi^  •  •  •  w„^,  so  erhält  P  bei  den  c»"  Transformationen  der 
Gruppe  X^f  •  •  •  Xnf  ^iQ  oo'*  verschiedenen  Lagen: 

Vi  ==  fi{x^^  •  •  •  Xn^j    «1  •  •  •  ttn)       (t  =  l  •  •  •  n) 

und  P'  erhält  die  oo"  Lagen: 

Vi  =  fiW  '  ' '  ^«^  «1  •  •  •  a„)     (»•  =  1  •  •  •  n)  . 

Jedes  System  von  Werthen  der  a  liefert  einander  entsprechende  Lagen 
von  P  und  P';  eliminiren  wir  daher  aus  den  Gleichungen  yi  =  fi{x^,d) 
und  yi  =  fi(u^y  o)  die  Parameter  a^  -  •  -  any  so  erhalten  wir  die  Gleich- 
ungen: 

(14)  y-   ==  g,(?/i   ■  -  •  yn,    X^^  ■  •  ■  Xn^,    U^  '  •  •  W„^)       (t  =  l  •  •  •  «) 

einer  Transformation  der  Gruppe  Z^f'-'Znf,  derjenigen  Transformation 
nämlich,  welche  P  in  P'  überführt.  Lassen  wir  endlich  x^^  •  •  -  Xn  und 
Wj^  •  •  •  w„^  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so  erhalten  wir  alle 
Transformationen  der  Gruppe  Z^f  ■  •  •  Znf. 

In  den  eben  gefundenen  Gleichungen  (14)  der  Gruppe  Z^f-'-Znf 
kommen  2n  willkürliche  Parameter  vor;  das  ist  aber  nur  scheinbar, 
es  sind  nur  n  von  diesen  Parametern  wesentlich.  Man  kann  nämlich 
jede  einzelne  Transformation  der  Gruppe  Z^f"-Znf  auf  oo^  verschiedene 
Weisen  erhalten,  da  man  den  Punkt  P  immer  willkürlich  wählen  kann, 
während  der  Punkt  P'  bei  festgewähltem  P  durch  die  betreffende 
Transformation  bestimmt  ist. 

Hieraus  folgt,  dass  man  alle  Transformationen  der  Gruppe 
ZJ-"Znf  auch  in  der  Weise  herleiten  kann,  dass  man  den  Punkt  P 
ein  für  alle  Male  fest  wählt  und  nur  den  Punkt  P'  alle  möglichen 
Lagen  annehmen  lässt;  das  heisst,  man  kann  für  die  Grössen  x^-'-Xn 
bestimmte  Zahlen  einsetzen  und  braucht  blos  u-^  •  •  •  Un  als  willkür- 
liche Parameter  aufzufassen. 

Es  gilt  demnach  der 

Satz  9.     Sind  die,  endlicJien  Gleichungen: 

xl  =  fi{x^  '  •  •  Xnj  a^'  "  an)      (*•  =  1  •  •  •  «) 
einer  n-gliedrigen  einfach  transitiven  Gruppe  des  Raumes  x^- -  ■  Xn  vor- 
gelegt, so  findet  man  die  Gleichungen  der  reciprolcen  einfach  transitiven 
Gruppe  folgendermassen : 

Man  ertheile  in  den  Gleichungen: 

yi  =  fi{x^^ ' ':  ^«^  dl"  ■  ctn)     (i=  1  •  •  • «) 
den  x^  feste  Werthe  und  eliminire  sodann  aus  ihnen  und  den  Gleichungen: 

yi   ==  fi(Ui^  •  •  •  Un^f    a^"  '  an)       (t  =  1  ••  •  n) 
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die  n  Grössen  a^-  •  ■  ün;  die  hervorgehenden  Gleichungen: 

mit  den  n  willkibiichen  Parametern  u^^  •  •  •  uj^  sind  die  Gleichungen  der 
reciprolien  Gruppe.  Voraussetzung  ist,  dass  die  Xi^  so  gewählt  sind,  dass 
der  Punht  x^^  -  -  -  Xn^  auf  keiner  Mannigfaltigkeit  liegt,  welche  hei  der 
Gruppe:  xl  ==  fi(x,  a)  invariant  bleibt . 

§  99. 

Der  Satz  1,  S.  387  ist  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeinen 
Satzes,  welcher  auch  für  gewisse  Gruppen  gilt,  die  nicht  einfach 
transitiv  sind.  Wir  wollen  diesen  allgemeinen  Satz  jetzt  ableiten; 
dabei  erhalten  wir  zugleich  einen  neuen  Beweis  für  den  Satz  7. 

Es  sei  X^f"'Xnf  eine  >^-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen 
Xj^'  '  ■  Xs  und  zwar  sei  die  Zahl  ot  nicht  grösser  als  s.  Ausserdem 
machen  wir  noch  die  Voraussetzung,  dass  X^f  -  -  -  Xnf  durch  keine 
lineare  Relation  von  der  Form: 

X^{X^  •  .  •  X,)-XJ'-\ 1-  2n(^i  •  •  •  X,)'Xnf=0 

verknüpft  sind. 

Der  zu  beweisende  Satz  kommt  auf  Folgendes  hinaus:  kennt  man 
irgend  ein  m-gliedriges  vollständiges  System:  Si/"^0,  •  -  -^mf  =  ^j 
welches  die  Gruppe  Xi/*- • -X«/' gestattet,  so  kann  man  dasselbe  stets 
auf  eine  solche  Form:  Y^f  =  0,  •  •  •  Y^f  =  0  bringen,  dass  die  infini- 
tesimalen Transformationen  Y^f  •  •  •  Y^f  sämmtlich  7nit  X^f  •  •  •  Xnf 
vertauschbar  sind  und  dass  in  den  Relationen: 


{Yi  Yi)  =2  tikv{oc^  "  •  x^-  Yyf, 


welche  zwischen  Y-^f  -  •  •  Y^^f  bestehen,  die  Xijcv  sämmtlich  Lösungen 
des   w-gliedrigen   vollständigen   Systems:    X^f=0,  -  -  -  Xnf  =  0  sind. 

In  dem  besonderen  Falle  s==n,  wo  die  Gruppe  X^f  -  -  -  Xnf  ein- 
fach transitiv  ist,  gehören  die  infinitesimalen  Transformationen  Y^f--- 
Yrnf  offenbar  der  zu  X^f-'-Xnf  reciproken  einfach  transitiven  Gruppe 
Z^f-'-Znf  an;  da  ferner  das  w-gliedrige  vollständige  System  X^f=0, 
'••Xnf=0  in  diesem  Falle  keine  andere  Lösung  besitzt  als  /"=  const., 
so  sind  die  Functionen  Xikv  blose  Constanten,  so  dass  YJ'---  Y^f  eine 
m-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  ^i/"-- •  Z^/"  erzeugen.  Wir  haben 
demnach  den  Satz  7,  S.  387. 

Doch  jetzt  zu  dem  allgemeinen  Fall. 

Wir  denken  uns  also  ein  m-gliedriges  vollständiges  System: 
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vorgelegt,    welches   die   Gruppe  XJ -"  Xnf  gestMet,  so  dass  die  Xf 
uud  '^f  durch  Relationen  von  der  Form: 

m 
(15)  (?)^  ^k)  =^'  CC,ukv{x^  ■  '  •  Xs)-  %f       (*  =  1  .  .  .  «;  ^  =  1  .  .  .  m) 

1 

verknüpft  sind  (vgl.  Kap.  13,  S.  221). 

Zunächst    versuchen  wir  nun,  m  Functionen  Q^--  q,,,  von   den  x 
so  zu  bestimmen,  dass  die  infinitesimale  Transformation: 

m 

1 

mit    allen    n    infinitesimalen   Transformationen    Xkf   vertauschbar    ist. 
Wir  haben  somit  die  n  Gleichungen  zu  befriedigen: 

1  1 

m       ,  m  . 


oder,  da  Dif---^;,/ nicht  durch  lineare  Relationen  verknüpft  sein  können, 
die  folgenden  mn  Relationen: 

m 

(16)  XkQi.1  —^v  avk^^Qv  =  0  {k  =  l-'-n;  n  =  l-'  -m) 

1 

Das  sind  Difi'erentialgleichungen,  aus  denen  die  q  zu  bestimmen  sind. 
Ist: 

(17)  Ql=  Pl{Xi--  -Xs),    •  •  •  Q,n  =  Pm{x^  '  '  '  X^) 

ein   Lösungensystem   der  Differentialgleichungen  (16),  so   werden  die 
Gleichungen: 


XjcP^i  ^r  a^k/LiQv  =  0 


bei  der  Substitution:  q^  =  P^^  ••■Qm  =  Pm  identisch  befriedigt.  Anders 
ausgedrückt:  das  Gleichungensystem  (17)  in  den  s -{- m  Veränderlichen 
x^'  • '  Xsy  Qi'  •  '  Qm  gestattet  die  infinitesimalen  Transformationen: 


Ukf  =  Xkf  +2^    2  a,k^,  Qr     j^ 

1     l    1  J      '' 


Gestattet  umgekehrt  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (17)  die  in- 
finitesimalen   Transformationen    U^f  •  -  -Vinfy    so    sind    die    Functionen 
Pj  •  •  •  Pn  oflPenbar  ein  System  Lösungen  der  Differentialgleichungen  (16). 
Wir  ersehen  hieraus,   dass   die  Integration   der  Dififerentialgleich- 
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ungen  (16)  darauf  hinauskommt,  in  den  s  -\-  m  Veränderlichen  x,  q 
das  allgemeinste  Gleichungensystem  (17)  zu  bestimmen,  welches  die 
infinitesimalen  Transformationen  U^f  -  •  •  Unf  gestattet. 

Das  zu  bestimmende  Gleichungensystem  gestattet  auch  die  infini- 
tesimalen Transformationen:  (UjUa). 

Durch  Ausrechnung  finden"  wir: 


QXiUk)  =  (XiXk)  +^   {Xiarku  —   XkCCri^u}   9^  J^  + 


/UV 

1... 


df 


f.lVIt 

Um  hier  die  rechte  Seite  zu  vereinfachen,  bilden  wir  die  Jacobische 
Identität  (vgl.  Kap.  5,  S.  94): 

{%{x,x,))  +  {Xi{x,%))  +  (x.(D.z,))  =  0 , 

welche  sich  bei  Benutzung  von  (15)  schreiben  lässt: 

1 

oder: 

1 
l-'-m 
+  ^   {  €Cvi^i  (^^ikTt  —  CCvk,u  CC/idTt  )  '§7tf' 

fJ.7t 

Nun  aber  erzeugen  Xi/"- •  •  X«/' eine  w-gliedrige  Gruppe,  es  ist  also: 

n 
(XiXk)  ==  ^o  CikaXafj 

1 

woraus  folgt: 

m      /      n  . 

Berücksichtigen  wir  noch,   dass  ^^f-'-'^mf  nicht  durch   lineare   Re- 
lationen verknüpft  sind,  so  erhalten  wir: 


X 


f^vk/x  —   XkKvifj,  -f-  ^n  [  avijtajiki.1  0^vk7t(^7tifi  }  === 


^o  CikaO^va/Li' 

1 

Setzen  wir  diesen  Werth  in  den  oben  gefundenen  Ausdruck  für  (UjUi) 
ein,  so  ergiebt  sich: 
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n 
(U,U,)  =^a  Ci^aUaf, 

1 

mithin    erzeugen   UJ-Unf  eine  w-gliedrige    Gruppe   in   den  s -j- m 
Veränderliehen  x^  q. 

Es  handelt  sich  nunmehr  darum ^  das  allgemeinste  Gleichungen- 
system (17)  zu  bestimmen,  welches  die  w-gliedrige  Gruppe  Uj'-Unf 
gestattet. 

Da  X^f"'Xnf  durch  keine  lineare  Relation  verknüpft  sind,  so 
verschwinden  in  der  zu  ^Xj'-Vinf  gehörigen  Matrix  nicht  alle 
n-reihigen  Determinanten  identisch ;  aber  diese  n-reihigen  Determinanten 
können  offenbar  auch  vermöge  eines  Gleichungensystems  von  der 
Form  (17)  nicht  alle  gleich  Null  werden.  Folglich  wird  jedes  Gleich- 
ungensystem von  der  Form  (17),  welches  die  Gruppe  ViJ-  •  •  \Xnf  ge- 
stattet, durch  Relationen  zwischen  den  Lösungen  des  9^-gliedrigen  voll- 
ständigen Systems:  Ui/'=0,  •  •  •  U«/'=  0  dargestellt  (vgl.  Kap.  14, 
Theorem  42,  S.  237). 

Das  w-gliedrige  vollständige  System  Ui/'=  0,  ...U„/'=0  besitzt 
s-\-m  —  n  unabhängige  Lösungen;  s  —  n  von  diesen  Lösungen  lassen 
sich  so  wählen,  dass  sie  von  den  q  frei  sind  und  nur  von  den  x  ab- 
hängen, es  sind  das  die  unabhängigen  Lösungen  des  ^-gliedrigen  voll- 
ständigen Systems:  X^/ ==  0,  •  .  •  X^/'=  0,  welche 

heissen  mögen.     Ferner  seien 

irgend  m  von  einander  und  von  den  t)  unabhängige  Lösungen  des 
vollständigen  Systems:  Ui/'=  0,  •..U»/'=0. 

Da    die    Gleichungen:    UJ  =  0,  -- -Unf  =  0    nach    n    von    den 

Differentialquotienten  -k •  -~-  auflösbar  sind,  so  müssen  die  5  —  w  -4- m 

Functionen  üj  •  •  •  0^-«,  ß,  •  •  •  iß^  in  Bezug  auf  s  —  n  von  den  Ver- 
änderlichen x^-  '  •  Xs  und  in  Bezug  auf  q^-  -  -  Qm  von  einander  unab- 
hängig sein.  Folglich  sind  £1^-  -  ■  ^„i  in  Bezug  auf  ^i  •  •  •  Qm  von  ein- 
ander unabhängig. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  das  allgemeinste  Gleich- 
ungensystem angeben,  welches  die  Gruppe  Vij^f---Unf  gestattet  und 
die  Form  (17)  erhalten  kann. 

Das  betreffende  Gleichungensystem  besteht  aus  m  Relationen 
zwischen  ö^  •  •  •  t)«—«,  ü^  •  •  •  ü„j  und  ist  nach  Qi-  -  •  Qm  auflösbar;  folglich 
ist  es  auch  nach  Sl^-  -  •  Slm  auflösbar  und  hat  die  Form: 
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(18)  Sl^  (^1  •  •  •  Q,n  ,    ^1  •  •  •  ^.)  =    '-f*;.  (öl  (^)  •  •  •  ^s-n(x))  (,u  =  1  •  •  •  m)  , 

WO  die  W  vollkommen  willkürliche  Functionen  ihrer  Argumente  sind. 
Lösen  wir  dieses  Gleichungensystem  nach  Qi  ■  ■  ■  Qm  auf,  so  erhalten 
wir  für  Qi  •  -  -  Qm  Ausdrücke,  welche  das  allgemeinste  Lösungensjstem 
der  Differentialgleichungen  (16)  darstellen. 

Das  allgemeinste  Lösungensystem  der  Gleichungen  (16)  enthält 
demnach  m  willkürliche  Functionen  von  ö^  •  •  •  'Os-n-  Da  nun  die 
Gleichungen  (16)  in  den  Unbekannten  Qi  •  -  -  Qm  linear  und  homogen 
sind,  so  lässt  sich  schliessen,  dass  ihr  allgemeinstes  Lösuugensystem 
Qi  •  ■  '  Qm  aus  m  particulären  Lösungensystemen: 

P'!'^  {x,-"X,)'"  pV  {x,---  x:)     (,"  -=  1  •  • .  m) 
folgendermassen  abgeleitet  werden  kann: 

(19)  Pv  =  %i(B,  ■  •  •  0,-„)  -Pl''  +  •  •  •  +  X«.  (»1  •  •  •  0.-,)  -P?" 

(v  =  1  .  .  .  m) , 

unter  den  %  willkürliche  Functionen  ihrer  Argumente  verstanden. 
Natürlich  müssen  die  m  particulären  Lösungensysteme  so  beschaffen 
sein,  dass  es  nicht  möglich  ist,  m  Functionen  ^^  •  •  •  ipm  von  ü^  •  •  •  t)«—« 
so  zu  bestimmen,  dass  die  m  Gleichungen: 


in 


m) 


gleichzeitig  befriedigt  werden. 

Endlich  ist  noch  zu  beonerken,  dass  die  Gleichungen  (19)  nach 
%i'  '  '  %m  auflösbar  sind,  dass  also  die  Determinante  der  PI  nicht 
identisch  verschwindet.  Die  Gleichungen  (19)  müssen  sich  nämlich 
nach  dem  Früheren  auf  die  Form  (18)  bringen  lassen,  was  offenbar 
unmöglich  ist,  wenn  die  Determinante  der  P/    verschwindet. 


Nunmehr  können  wir  die  allgemeinste  infinitesimale  Transforuiation 

m 
1 

hinschreiben,    welche    mit    X^f  •  -  •  Xnf    vertauschbar    ist    (vgl.    oben 
S.  396).     Ihre  Form  ist: 

m  m 

1  1 

oder,  wenn  wir 

m 

■^P'^%f^Y.f     (.  =  1...».) 
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setzen: 

m 

1 

Hier  sind  YJ---  YJ  offenbar  sämmtlich  mit  XJ-  •  •  Xnf  ver- 
tauschbar, ferner  sind  die  Gleichungen:  YJ=0,'  -  -  Y„,f  ==  0  mit  den 
Gleichungen:  ^1/"=  0,  '..%J=  0  aequivalent  und  bilden  daher  ihrer- 
seits ein  m-gliedriges  vollständiges  System,  welches  die  Gruppe 
X^f'-'  Xnf  gestattet. 

Zwischen  Y^f  -  •  •  Ymf  bestehen  demzufolge  Relationen  von  der 
Form : 


111, 
{Y^  Y,)  =^  r^,,^  (^^1  .  • .  x,)'Y^f: 


Aber  aus  der  Jacobi'schen  Identität: 

{X,{Y,  r.))  +  (Y,{Y.X,))  +  {Y^{X,Y,))  =  0, 
in    welcher    die    letzten    beiden    Glieder    identisch    null    sind,    ergiebt 
sich  sofort: 

(x,(r„r,))  =  o. 

Mithin  muss  sein: 


yX,r,,,^-Y^f=0, 


oder,  da  Y^^f-  --  T^,/"  durch  keine  lineare  Relation  verknüpft  sind: 

Xk  tjuvjt  ^0         (*  =  1  .  .  .  n)  , 

das  heisst:  die  t^n^n  sind  sämmtlich  Lösungen  des  vollständigen  Systems: 
Xif  =  0,  '  •  '  Xnf=  0,  sie  sind  Functionen  von  öj  •  •  •  'Os^n  allein. 

Das  vollständige  System:  r,/"=0,  .••  r^f=  0  besitzt  alle  auf 
S.  395  angegebenen  Eigenschaften;  wir  können  somit  den  Satz  aus- 
sprechen : 

Theorem  70.  Gestattet  ein  m-gliedriges  vollständiges  System: 
Vif  ="  ^ }  '  '  '  %nf=  0  in  den  s  Veränderlichen  x^  ■  •  ■  Xs  die 
n-gliedrige  Gruppe  XJ'  •  •  •  Xnf  und  ist  diese  Gruppe  so  be- 
schaffen, dass  zwischen  XJ  - -- Xnf  keine  lineare  Belation  von 
der  Form: 

X,(X,  •  .  .  Xs)'X,f^ \-  Inix^  •  •  •  XsyXnf=  0 

besteht,  so  ist  es  möglich,  m^  solche  Functionen  Pj^C^i  ■  -  -  Xs)  mit 
nicht  verschwindender  Determinante  anzugeben,  dass  die  m 
infinitesimalen  Transformationen 


Y,f=^.pi:\x,---x,)-%f  (.=1 


m) 
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sämmtlich  mit  XJ-  •  •  Xnfvertauschhar  sind.  Die  mit:  fjj=  0,  •  •  • 
f)7nf=  0  aequivalenten  Gleichungen:  Y^f  =  0,  •  •  •  Y^f  =  0  bilden 
dann  ihrerseits  ein  m-gliedriges  vollständiges  System,  welches 
die  Gruppe  XJ-  •  •  Xnf  gestattet  Zwischen  YJ--  -  Ymf  bestehen 
endlich  Relationen  von  der  besonderen  Form: 

m 

( Y^  T,)  ='^n »^,^^ (0^ . . .  o^_„)  Y„f,      - 

1 

WO  öl  •  •  •  t)s-n  unabhängige  Lösungen  des  n-gliedrigen  vollstän- 
digen Systems:  XJ=  0,  •  •  •  Xnf  =  0  sind^) 


(1) 


Kapitel  21. 
Die  Parametergruppe. 

Führt  man  drei  Transformationen  des  Raumes  x^-  --  Xn  nach 
einander  aus,  etwa  die  folgenden: 

X!    =    fi(x^      "-Xn)  ki^l---n) 

Xl'  =  gi  {Xl    '  "  Xn)  {i^l---n) 

/■//  1      /      ff  ff^ 

Xi     =  hi  {X^      '  •  ■  Xn   )  (/  =  !-.-«), 

SO  erhält  man  eine  neue  Transformation: 

Xi     =  (Di  {X^-  '  '  Xn)  (i  =  1  ■  •  •  n) 

des  Raumes  x^  -  -  -  Xn. 

Die  Gleichungen  der  neuen  Transformation  ergeben  sich,  wenn 
die  2n  Veränderlichen:  x^'-  ■  •  xJ,  x^'-  •  •  Xn  aus  den  3n  Gleichungen  (1) 
eliminirt  werden.  Man  kann  offenbar  diese  Elimination  auf  zwei  ver- 
schiedene Weisen  ausführen,  da  man  entweder  mit  der  Wegschaffung 
der  X  oder  mit  der  Wegschaffung  der  x  beginnen  kann.  Im  ersten 
Falle  erhält  man  zunächst  zwischen  den  x  und  den  x'  die  Relationen: 

^i'=  9i  (fi  (X)-'-  fn  (X))  (/  =  1  •  .  -  «) 

und  hat  sodann  diese  Werthe  von  x^''- -  •  Xn"  in  die  Gleichungen: 
„  /','      1  /    ff  ff\ 

Xi     =  hi{X^    '  '  '  Xn    )  0  =  1...«) 

einzusetzen.     Im   zweiten  Falle   erhält  man   zunächst  zwischen  den  x 
und  den  x"'  die  Relationen: 


*)  Das  Theorem  70,  welches  das  Theorem  69  als  speciellen  Fall  umfasst,  ent- 
wickelte Lie  im  Sommersemester  1887  in  einer  Vorlesung  über  die  allgemeine 
Integrationstheorie  solcher  Differentialgleichungen,  die  eine  bekannte  endliche 
continuirliche  Gruppe  gestatten. 
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und  hat  dann  noch  die  x    durch  ihre  Werthe: 

Xl=fi{x^''-Xr)  0  =  l---n) 

ZU  ersetzen. 

Die  selbstverständliche  Bemerkung^  dass  man  auf  den  beiden  an- 
gegebenen Wegen  als  Endergebniss  beide  Male  dieselbe  Transformation 
erhält,  bekommt  einen  Inhalt,  wenn  man  die  Transformationen  als 
Operationen  auffasst  und  die  Symbolik  der  Substitutionentheorie  auf 
sie  anwendet. 

Wir  wollen  für  die  drei  Substitutionen  (1)  der  Reihe  nach  die 
Symbole:  Sy  T,   ü  einführen,  sodass  die  Transformation: 

^i'=  9i  (/i  W  •  •  •  fn  {x))       {/ = 1  •  ■ . «) 
das  Symbol:  ST  erhält,  die  Transformation: 

xr=  h iOx {x)  "-gn {x))  (i = 1  • . ■ «) 
das  Symbol:  TJJ  und  die  Transformation:  x["=  (Oi{x-^  -  •  •  Xn)  endlich 
das  Symbol:  STU.  Die  beiden  vorhin  besprochenen  Bildungsweisen 
der  Transformation:  Xi''=  (üi(xj^  -  -  -  Xn)  können  wir  dann  dahin  aus- 
sprechen, dass  diese  Transformation  erhalten  wird  sowohl,  wenn  man 
zuerst  die  Transformation:  ST  und  nachher  die  Transformation  U 
ausführt,  als  auch,  wenn  man  zuerst  die  Transformation  S  ausführt 
und  nachher  die  Transformation  TU. 

Symbolisch  lässt  sich  diese  Thatsache  durch  die  Gleichung: 

(2)  (ST)  ü  =  S{TU)  =  STU 

ausdrücken,  die  bekanntlich  aussagt,  dass  die  Operationen  S,  T,  U  dem 
sogenannten  associativen  Gesetze  genügen. 

Wir  können  demnach  sagen: 

Die  Transformationen  eines  n-facJi  ausgedehnten  Baumes  sind  solclie 
Operationen^  für  tvelche  das  associative  Gesetz  gilt. 

Betrachten  wir  jetzt  den  besonderen  Fall,  dass  >S',  T,  U  beliebige 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe: 

^/=  /K^i  • '  •  Xn,  a^ ar)        (i  =  1  .  •  •  «) 

sind.  In  diesem  Falle  gehören  natürlich  auch  die  Transformationen: 
ST,  TU  und  STU  der  betreffenden  Gruppe  an.  Sehen  wir  zu,  was 
sich  jetzt  aus  der  Gültigkeit  des  associativen  Gesetzes  schliessen  lässt. 

§  100. 
Die  Transformationen  S,  T,   U  unserer  Gruppe  seien: 

S:    Xl    =  f(x^      •  •  •  Xn  ,     a^-  ■  '  ttr) 

(3)  )     T:    X.r==f{x,'    '--Xn,     \---hr) 
U  :    Xi     fi \X^      •  •  •  Xn  j       ^1  *  *  ■  ^r)' 
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Für  die  Transformation  ST  ergeben  sich  hieraus  in  bekannter 
Weise  Gleichungen  von  der  Form: 

wo  die  Functionen  (p^{a,  h)  •  -  •  cpr{a,  h)  nach  Theorem'  1,  S.  18  sowohl 
in  Bezug  auf  a^  •  •  •  ar  als  in  Bezug  auf  \'  -  -hr  von  einander  un- 
abhängig sind. 

Ferner  werden  die  Gleichungen  der  Transformation  (ST)U: 

(4)  xr=  fi(Xi  '•  -Xny    9i  iq){a,  h),  c)  •  •  •  (pri(p(a,  h),  c)). 

Auf  der  andern  Seite  haben  wir  für  die  Transformation  TU  die 
Gleichungen: 

Xr=  /;«•  '  -X'n,      (Pi(h,c)'"  Cprih,  c))  , 

also  für  S{TU)  die  folgenden: 

(4')  Xr=  fi{x^  '"Xn,    g>l  {f^,  ^  (^;  C))  •  •  •  9P'(«;  9P(^  c))). 

Nun -ist:  (ST)Ü=  S(TU),  folglich  müssen  die  beiden  Trans- 
formationen (4)  und  (4')  mit  einander  identisch  sein;  durch  Ver- 
gleichung  der  Parameter  in  beiden  Transformationen  erhalten  wir 
daher  die  folgenden  Relationen: 

(pki(Pi(a,  h)"-  (pr(a,  h),  c^  •  •  •  c^)  =  (pk{a^  -'-ar,  (p^  {h,  c)  •  •  •  (p^il),  c)) 

ik  =  l--  -r), 

oder  kürzer: 

(5)  (pu {cp (a,  b),c)  =  cpk {a,  cp(b,  c))       {k=i...  r). 

Diesen  Relationen  müssen  demnach  die  Functionen  (Pi  •  -  •  (fr  für 
alle  Werthe  der  a,  b,  c  identisch  genügen. 

Die  Gleichungen  (5)  sprechen  das  associative  Gesetz  für  drei  be- 
liebige Transformationen  der  Gruppe  Xi  =  fi(x,  a)  aus.  Aber  sie  können 
auch  noch  anders  gedeutet  werden;  sie  sagen  nämlich,  dass  die  Gleich- 
ungen 

(6)  ^  ak=  cpkia^  '  '  '  a,.,  b^--  -  b,)       (i  =  i--.r) 

in  den  Veränderlichen  a^  ■  ■  -  a^  eine  Gruppe  darstellen,  und  zwar  eine 
Gruppe  mit  den  r  Parametern  b^-  -  -br. 

Führen  wir  nämlich  zwei  Transformationen  (6),  etwa: 

(^'k  =  q>kia^   '  •  •  dr  -,     b^'  •  -br) 
und: 

(Ik   =  q^k{a^  ■  '  •  a'r  y        C^'-'Cr) 

nach  einander  aus,  so  erhalten  wir  die  Transformation 
alc  ==  (Pki(Pi(a,  b)"  '  (pr(a,  h),  c^  -  •  -  c^) , 

welche  vermöge  (5)  die  Gestalt 

«^'=  94«i  •••«/-,  <Pi  (b,  c)  -  "  (pr(b,  c)) 

26* 
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annimmt  und  daher  ebenfalls  zu  den  Transformationen  (6)  gehört. 
Damit  ist  unsere  Behauptung  bewiesen. 

Wir  wollen  die  Gruppe: 
(6)  «1=  (pk{a^  "  •  arj  hl'  "  h)       {k=i---r) 

als  die  Farametergruppe  der  Gruppe  xl  =  fiix^'  -  •  Xn,  a^-  -  -  a^)  he- 
zeichnen. 

Nach  dem  schon  angeführten  Theor.  1,  S.  18  sind  die  Gleichungen 
a'k  =  (fki^j  h)  nach  den  r  Parametern  h^-  -  -hr  auflösbar: 

Wir  schliessen  daraus,  dass  die  Parametergruppe  r-gliedrig  und  dass 
sie  transitiv  ist  und  zwar  einfach  transitiv.  Ausserdem  zeigen  die 
Gleichungen  (5),  dass  die  Parametergruppe  ihre  eigene  Parameter- 
gruppe ist. 

Also  können  wir  zusammenfassend  sagen: 

Theorem  71.  Erfüllen  die  Functionen  f^x^  •  •  •  rr„,  a^  •  -  •  ür) 
in  den  Gleichungen  xl=  fi{x,a)  einer  r-gliedrigen  Gruppe  die 
Functionalgleichungen 

fi{fi(x,a)"'fn(Xjd)^   \-'-hr)  =  fi(Xi-"Xn,    (fi  {a,h)  -  ■ '  (pr(a,h)) 

{1=1- --n), 

SO  bestimmen  die  r  Belationen 

a/=  (piia^  '  '  '  Cir,    \-  ■  -hr)  (i  =  1  •  •  •  r) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  zwischen  den  2r  Veränderlichen  a  und 
d :  die  Farametergruppe  der  ursprünglichen  Gruppe.  Dieselbe 
ist  einfach  transitiv  und  ihre  eigene  Farametergruppe. 

§  101. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe:  xl=  fi{x^'  -  -  Xn,  «i  •  •  •  a,)  von  den  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


n 


erzeugt,  so  ordnen  sich  ihre  Transformationen  nach  Kap.  9,  S.  158 
paarweise  als  inverse  zusammen.  Offenbar  ordnen  sich  dann  auch  die 
Transformationen  der  zugehörigen  Parametergruppe:  dk  =  q)k(ß,b) 
paarweise  als  inverse  zusammen,  also  enthält  die  Parametergruppe 
nach  Kap.  9,  S.  169  oben  gerade  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen und  ist  von  denselben  erzeugt. 

Diese  wichtige  Eigenschaft  der  Parameter gruppe  lässt  sich  auch 
folgendermassen  beweisen,  wobei  wir  gleichzeitig  die  infinitesimalen 
Transformationen  dieser  Gruppe  finden. 
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Werden  in  den  Gleichungen:  Xi  =  fi{x^'  "  Xnj  a^  •  -  -  ßr)  die  x'i  als 
Functionen  der  x  und  der  a  betrachtet,  so  bestehen  nach  Theorem  3, 
S.  33  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

(7)  ^   =^Mf^l'"(^r)-kl(^'l-"OCn)  (t  =  l---n;    A:  =  1  •  •  •  r)  , 

k  1 

die  sich  auch  schreiben  lassen: 

(T)  !,.(<•••  2^")  =^«i^K---«')ä^  0  =  l...r;.  =  l...„). 

1  * 

Hier  sind  nach  den  Entwickelungen  des  Kapitels  2,  S.  30,  31 
die  ^ji  und  ajk  bestimmt  durch  die  Gleichungen: 

deren  Sinn  an  der  angegebenen  Stelle  erklärt  worden  ist. 

Bei  der  Gruppe  a'k  ==  (pk  {a,  &)  ergeben  sich  natürlich  analoge 
Differentialgleichungen : 


■^  =2  tjk (?>i  "  •  •  K)  •  ^ji («;•  •  •  •  a'r)      o\ k^i 


in  denen  die  fjk  dieselbe  Bedeutung  haben   wie  in  (7),   während   sich 
die  ^ji(a)  aus: 


^.(«■•••'0  =  [-ä^],_ 


bestimmen.  In  Folge  dessen  sind  die  äji  dieselben  Functionen  ihrer 
Argumente  wie  die  aß;  also  erhalten  wir  entsprechend  den  Formeln 
(7)  und  (7')  die  beiden  folgenden: 


(8) 

k                1 

und 

1 

(8') 

1                                  ^ 

(i,  k^l 


Nun  enthält  die  Gruppe:  x'i  =  fi{x^'"Xnj  «i  •  •  •  ür)  die  identische 
Transformation  und  zwar  können  wir  immer  voraussetzen,  dass  die 
Parameter  a^  -  •  •  ür^  der  identischen  Transformation  in  dem  auf  S.  16 
definirten  Bereiche  ((«))  liegen.    Nach  S.  32  ist  daher  die  Determinante: 

sicher  von  Null  verschieden. 

Es   ist  andererseits  klar,    dass    auch   in  .  der  Schaar    der  Trans- 
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formationen:  4  ==  qp^.  («^  &)  die  identische  Transformation:  a/=ai, 
.  .  .  a'r  =  ür  vorkommt  und  dass  eben  die  Transformation: 

%  =  (Pk  («1  '  •  '  arj    ttj^  '  '  •  Gr^)  (*  =  1 .  .  .  r) 

die  identische  Transformation  ist.  Berücksichtigen  wir  daher  das  Be- 
stehen der  Differentialgleichungen  (8)  und  wenden  wir  das  Theorem  9, 
S.  12  an,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  die  Schaar  der  oo''  Transforma- 
tionen: «4  =  (pk{a,  h)  mit  der  Schaar  der  oo^-i  eingliedrigen  Gruppen: 

r  r 

zusammenfällt. 

Demnach  ist  die  Gruppe:  a'k  =  (pk(a,h)  von  den  r  infinitesimalen 
Transform  ationen : 


Akf  =^  <^kj  iPi"  '  ar)  ~-  (k=l.    .  r) 


df 

erzeugt. 

Natürlich  sind  diese  infinitesimalen  Transformationen  von  ein- 
ander unabhängig,  ja  es  besteht  zwischen  ihnen  nicht  einmal  eine 
Relation  von  der  Form: 

das  haben  wir  schon  in  Kap.  2,  Theorem  3,  S.  33  erkannt;  es  lässt 
sich  andererseits  auch  daraus  schliessen,  dass  die  Parametergruppe 
einfach  transitiv  ist  (Theor.  71). 

Im  Vorangehenden  haben  wir  nicht  blos  bewiesen,  dass  die  Gruppe: 
ttk  =  (Pk  {a,  h)  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist,  sondern 
wir  haben  auch  diese  infinitesimalen  Transformationen  selbst  gefunden. 
Wir  können  daraus  sofort  eine  neue  wichtige  Eigenschaft  der  Gruppe: 
(^k  =  (pk  (ö;  &)  ableiten. 

Die  r  infinitesimalen  Transformationen:  XJ' -  ■  -  Xrf  der  Gruppe: 
oc'i  ==  fi(x,  a)  sind  durch  Relationen  von  der  Form: 

r 

(XiXk)  =^^CiuXsf 

verknüpft,  und  nach  Theorem  21,  S.  149,  150  bestehen  zwischen 
A^f-'-  Arf  Relationen  von  derselben  Form: 

r 

1 
mit  denselben  Constanten  Ca-s  ■    Bei  Anwendung  der  in  Kap.  17,  S.  291 
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und  293  eingeführten  Bezeichnungs weise  können  wir  daher  das  nach- 
stehende Theorem  aussprechen: 

Theorem  72.     Jede  r-gliedrige  Gruppe: 

OOi  ==  fi  (X^  '  •  '  Xny    a^"  '  dr)  (t  =  1  •  •  •  «) 

ist  mit  ihrer  Parametergriippe: 

gleichzusammengesetzt  oder,  was  dasselbe  ist,  holoedrisch  iso- 
morph. Erfüllen  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe:  x'i  =  fipCj  a)  die  Relationen: 

iji{x;  -'-Xn)  =2!^  ajkia,  ■•-ar)  j^^        o^i---«,  .-i-.-r), 
so  stellen  die  r  Ausdrücke: 


"k 


Äjf=2}^jk{^r--^r)j^ 


( j  =  1  •  •  •  r) 

k 


r   unabhängige    infinitesimale     Transformationen    der    Para 
metergruppe  dar*). 

§  102. 
Es  seien  wie  gewöhnlich: 

n 


Xkf=^lu{x,---x:)llr       (^^1 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn. 

Man  bestimme  nach  Anleitung  von  Kap.  9,  S.  156  und  157  r  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen: 


df 


Äkf=^akj(a,  •••«,)  -^- 


(i  =  l...r), 


welche  durch  keine  lineare  Relation  von  der  Form: 

X^(a,  ---ar)  'ÄJ'-\ h  Xr(a^  •  •  •  «r)  ■Ärf=  0 

verknüpft  sind,  welche  aber  paarweise  in  den  Beziehungen: 


(ÄiÄk)  ==  ^'CiksÄsf 


stehen;  mit  andern  Worten:  man  bestimme  r  unabhängige  infinite- 
simale Transformationen  irgend  einer  r-gliedrigen  einfach  transitiven 
Gruppe,  welche  mit  der  Gruppe  XJ---  Xrf  gleichzusammengesetzt  ist. 


*)  Lie,  Gesellschaft  d.  W.  zu  Chi-istiania  1884,  Nr.  15. 
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Sodann  wähle  man  irgend  ein  Werthsystem :  ä^  -  -  -  är  aus,  in 
dessen  Umgebung  die  ä^i  (a^  -  ■  ■  ür)  sich  regulär  verhalten  und  für 
welches  die  Determinante  2;  +  ä^  •  •  .  ärr  nicht  verschwindet,  und  be- 
stimme in  Bezug  auf  dieses  Werthsystem  die  Hauptlösungen  des 
r-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

n  r 

(9)  ^ I., {X)  ^  +^-  ü^  («)  ^r^  =Xlf+  Ä,f  =  0 

(Ä  =  1  .  .  .  r) 

in  den  n  -{'  r  Veränderlichen:  x^-  "  x^  a^-  --  ar. 

Sind  nun:  F^  {x^-  -  -  x'n,  %  •  •  •  «,.)  -  ■  F^  {x\  a)  die  betreffenden 
Hauptlösungen,  so  setze  man: 

OCi  =  Fi  ix^'  •  '  X'n,    a^'  '  •  ür)  (^•==l  •  •  •  n)  J 

durch  Auflösung  nach  x^-  -  -  x»  erhält  man  Gleichungen  von  der  Form: 

welche  nach  Theor.  23,   S.  154   die   endlichen   Transformationen  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  darstellen,  eben  der  Grupt)e:  XJ  ■ -- Xrf. 

Schon  in  dem  angeführten  Theoreme  bemerkten  wir,  dass  die 
Gleichungen:  Xi=fi{x,a)  durch  die  Einführung  neuer  Parameter  auf 
die  Form: 

r  l'-r 

^i  ==  ^i  +^  e,X,Xi  +^j~i  X,XjXi  +  '"       ii=i--n) 
1  An- 

gebracht werden  können,  dass  sie  also  die  endlichen  Transformationen 
derjenigen  r-gliedrigen  Gruppe  darstellen,  welche  von  den  infinitesi- 
malen Transformationen:  XJ'---  Xrf  erzeugt  wird. 
_  Hierin  liegt,  dass  es  keinen  Einfluss  hat,  ob  wir  die  Gruppe 
^i/"- ••  ^r/"  wählen  oder  irgend  eine  andere  von  den  unendlich  vielen 
einfach  transitiven  Gruppen,  die  mit  der  Gruppe  XJ'-'-Xrf  gleich- 
zusammengesetzt sind,  und  dass  es  ganz  gleichgültig  ist,  ob  wir  das 
Werthsystem  ä^  •  -  •  är  wählen,  oder  irgend  ein  anderes:  immer  erhalten 
wir  auf  dem  angegebenen  Wege  eine  analytische  Darstellung  für  die 
endlichen  Transformationen  der  Gruppe:  X^f-  •  -  Xrf. 

Auch  diese  Bemerkung  machten  wir  schon  in  Kap.  9,  wenn  auch 
natürlich  nicht  mit  denselben  Worten.  Jetzt  sind  wir  aber  insofern 
weiter,  als  wir  direkt  einsehen  können,  warum  man  bei  verschiedener 
Wahl  der  Gruppe:  ÄJ"-  Arf  und  des  Werthsystems:  ä^"-är  doch 
stets  die  Gleichungen  derselben  Gruppe  erhält. 

In  der  That,  es  sei: 

r 
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irgend  eine    andere   einfach   transitive,    mit    der   Gruppe:    XJ' .  ■  •  Xrf 
gleichzusammengesetzte  Gruppe,  für  welche  die  Relationen; 


identisch  erfüllt  sind,  es  sei  ferner:  a^^  •  •  •  0^^  irgend  ein  Werthsystem, 
in  dessen  Umgebung  sich  alle  ßkj  (a)  regulär  verhalten  und  für  welches 
die  Determinante  -^  +  ft^  •  •  •  ßrr  nicht  verschwindet. 

Da  die  beiden  Gruppen:  Ä-^f  -  -  -  Arf  und  %J' -  -  -  %rf  gleich- 
zusammengesetzt und  beide  einfach  transitiv  sind,  so  giebt  es  (Theor.  64, 
S.  340)  od^  verschiedene  Transformationen: 

Clk  ==  4  (eil  •  •  •  ar,    G^-  '  '  Cr)  (^-:1  •  .  •  r)  , 

welche  ^J' -  •  •  %rf  in  bezüglich:  ÄJ'-  •  •  Ärf  überführen.  Die  Gleich- 
ungen dieser  Transformationen  sind  nach  den  willkürlichen  Parametern: 
C^  '  •  '  Cr  auflösbar,  also  kann  man  C^  •  -  '  Cr  insbesondere  so  wählen, 
dass  die  Gleichungen: 

äk  =  h  (a^^  •  •   ■  ^r^  j    C^   '  '  •  Cr)  (i-  =  1  •  •  •  r) 

befriedigt  werden. 

Sind:  O^^  •  •  •  Cr^  die  so  erhaltenen  Wcrthe  von  C-^-  •  -  Cr  und 
setzt  man: 

4(ai   '•  ■  dr,    0/  •  •  •  Cr^)  =  7tk  (ai   •   •  •  Ür)  (k^  1  •  •  •  r)  , 

SO  stellen  die  Gleichungen: 

(10)  ttk  =  Ttk  (a^  •  •  •  a,)      (^  =- 1 .  •  •  r) 

eine  Transformation  dar,  welche  ^^f---%f  in  bezüglich:  Ä^f  •  -  ■  Arf 
überführt  und  ausserdem  das  Werthsystem:  a^^  •  •  •  a/  in  das  Werth- 
system:  ä^  •  -  >  är. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  wir  die  Hauptlösungen  des  vollständigen 
Systems: 

(90  X;/'+5l,/'=0  (*  =  l...r) 

in  Bezug  auf:  a,  =  a^^  .  .  .  a^  =  a^^  erhalten,  wenn  wir  in  den  Haupt- 
lösungen: 

Fi  {X-^-  '  '  Xnj    a^'  '  '  ür)         (t  =  1  .  .  •  n) 

des  vollständigen  Systems  (9)  die  Substitution:  a^  ==  7t^  (a),  •  •  •  <2^  ==  7tr{0i) 
machen.  Hätten  wir  daher  statt  der  einfach  transitiven  Gruppe: 
AJ-'-Arf  die  Gruppe:  %J"'%rf  benutzt  und  statt  des  Werth- 
systems:  ä^-  •  •  är  das  Werthsystem:  a^^  •  •  •  Or^,  so  hätten  wir  anstatt 
der  Gleichungen:  x'i  =  fi{x^  --  •  x„ ,  a^  -  -  -  ar)  die  Gleichungen: 

^'i  ^fi(X^-"Xny    Jt^  (a)  •  •  •  Ttr  (o))  (t  =  1  •  •  •  «) 
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bekommeil.  Diese  gelieii  aber  offenbar  in  jene  über,  wenn  an  Stelle 
von  a^-  •  .ür  vermöge  der  Gleichungen  (10)  die  neuen  Parameter 
«1  •  •  •  ür  eingeführt  werden. 

Wie  in  den  Paragraphen   100  u.  101,  S.  402ff.  wollen  wir  wieder 
von  einer  bestimmten  Form: 

x-  =  /;  (x^  •  -  •  Xn  ,«',•••  ai)        (/=-  1  •  ■  •  «) 
der  Gruppe:    XJ---  Xrf  ausgehen,   und   es  mögen  a^^  -  -  -  a^  wie  da- 
mals die  zur  identischen  Transformation:  Xi  =^  Xi  gehörigen  Parameter 
bezeichnen. 

Alsdann  ist  es  leicht,  das  vollständige  System  anzugeben,  dessen 
Integration  gerade  auf  die  Gleichungen:   ^;  == /;  (^c,  a)  führt. 

Das  betreffende  vollständige  System  hat  einfach  die  Form: 

wo  in  den  infinitesimalen  Transformationen: 

r 

Akf  =^  CCkj  («!•••  «r)  -^  {k^l...r) 

1  ^ 

die  Functionen  akj{a)  dieselben  sind,  wie  in  den  Differentialgleich- 
ungen (7').     Bedeuten: 

die  Hauptlösungen  des  vollständigen  Systems:  Xkf  -}-  Äkf=  0  in 
Bezug  auf:    a^  =  «/,  .  .  .  ^^,  =  ar^,  so  ergeben  die  Gleichungen: 

Xi  =  Fi  (^/.  •  '  Xnj    a^^   '  •  '  ür)  (/=-l  •  •  •  n) 

durch  Auflösung  nach  x^'  -  -  -  Xn  gerade  die  Gleichungen:  Xi  =  fWx^  d). 
Das  folgt  alles  aus  den  Entwickelungen  der  Kapitel  2  und  9. 

Wenden  wir  diese  Betrachtungen  auf  die  zur  Gruppe:  Xi  =  fi(x,a) 
gehörige  Parametergruppe  an,  deren  Gleichungen  nach  S.  404  die 
Form  haben:  « 

a'k  ==  (fk  (a^  —  ttr,   \'  •  •  hr)        (*  =  i  •  •  •  r) 

und  deren  identische  Transformation  die  Parameter:  h^  =  a^^, ••.&,.  =  a/ 
besitzt. 

Das  vollständige  System,  durch  dessen  Integration  die  Gleich- 
ungen: ttk  =  g)k(a,h)  der  Parametergruppe  gefunden  werden  können, 
lautet  augenscheinlich: 

r  r 

Bestimmen  wir  die  Hauptlösungen: 

IIj  (a/-  •  •  a/,  h^-  '  '  b,)       (>  =  i  •  •  •  r) 
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dieses    vollständigen   Systems   in   Bezug   auf:    hk  ==  a^P  und    lösen   wir 
sodann  die  Gleichungen: 

üj  =  Hj{ai  •  •  •  a,.',  h^-  '  -hr)     o  =  i  •  •  •  r) 
nach  «i'«  •  •  ttr    auf,  so  erhalten  wir:  a/ =  fpkiß,  h). 
Demnach  gilt  das 

Theorem  73.     Kennt  man  die   infinitesimalen   Transforma- 
tionen: 

df 


^kf  =^J  cc,j  («;  ■■-ar)  ^^       ik  =  1 


der  Parametergrtippe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  und  weiss  man, 
dass  die  identische  Transformation  dieser  Gruppe  und  also 
auch  der  Parametergrtippe  die  Parameter:  a^^  •  ■  -  aj^  besitzt,  so 
findet  man  die  endlichen  Gleichungen  der  Parametergruppe 
folgendermassen:  Man  bestimme  die  Hauptlösungen  des  voll- 
ständigen Systems: 


1  ■'  1  •' 


in  Bezug  auf:  b^  =  «/,  .  .  .  &^=  aj^;  sind: 

Hj{a^  • '  •  a/,  b^-  "  br)     (j  =  i  •  •  •  r) 
diese  Hauptlösungen,  so  erhält  man  die  gesuchten  Gleichungen 
der  Parameter gruppe,  wenn  man  die  r  Gleichungen: 

aj  =  Hj{a^'  •  •  •  a/,  b^  •  •  •  br)     iJ^  i  •  •  •  r) 
nach  a( '  •  •  a/  auflöst. 

Führt  man  in  eine  r-gliedrige  Gruppe  xl  =  fi{x,  a)  neue  Para- 
meter ak  an  Stelle  der  a  ein,  so  erhält  die  Gruppe  eine  neue  Form, 
zu  welcher  natürlich  auch  eine  neue  Parametergruppe  gehört. 

Der  Zusammenhang  zwischen  der  neuen  und  der  alten  Parameter- 
gruppe ist  sehr  einfach.  Sind  nämlich  die  neuen  Parameter  ük  durch 
die  Gleichungen: 

aj  =  Xj(a^  ■  •  •  Ür)       0  =  1 -..r) 

bestimmt,  so  wird  die  neue  Form  der  Gruppe:  x{  =fi(x,  a)  die  folgende: 

Xl  =  fi{x^'  "Xnj    X^iCi)  '  •  •  lr{Ci))        (/=!.. •«), 

und  die  neue  Parametergruppe  lautet: 

A,(al  •  •  •  a;)  =  9?4Ai(a)  •  •  •  A,(a),  Ai(b)  •  •  •  A,(b)) 

(A:  =  l...r), 

wenn  a/  =  (pk{a,  b)   die  alte   war.     Also  geht   die  neue  aus  der  alten 
hervor,  wenn  man  die  Substitution  aj  =  lj{a)  sowohl  auf  die  a  als  auf 
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die  h  ausführt,  das  lieisst,  wenn  man  in  den  Gleichungen:  ak==q)k(a,  b) 
für  die  a,  a^  h  die  folgenden  Werthe  einsetzt: 

aj  =  /l;(aO,  aj  =  Xj{a),  hj  =  kj{h)     (;  =  i  •  •  •  r). 

§  103. 

Nach  Theorem  72,  S.  407  ist  jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  ihrer 
Parametergruppe  gleichzusammengesetzt,  folglich  sind  solche  r-gliedrige 
Gruppen,  welche  dieselbe  Parametergruppe  haben,  mit  einander  gleich- 
zusammengesetzt. 

Wir  behaupten  nun,  dass  umgekehrt  zwei  r-gliedrige  gleichzu- 
sammengesetzte Gruppen  sich  stets  durch  Einführung  neuer  Parameter 
auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  dass  sie  beide  dieselbe  Parameter- 
gruppe haben. 

Um  diese  Behauptung  zu  beweisen,  denken  wir  uns  von  beiden 
Gruppen  die  infinitesimalen  Transformationen  gegeben;  die  der  einen 
seien: 

n 

1  * 

die  der  andern: 

m 
i^A/'=^'  VkAVl  '  •  •  Vrn)  -^       {k=l.-.  r). 

Da  die  beiden  Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind,  können  wir  vor- 
aussetzen, dass  die  Xkf  und  die  Y^f  bereits  so  gewählt  sind,  dass  mit 
den  Relationen: 

r 

(XiXk)  =2  Cik.Xsf 
zugleich  die  Relationen: 

bestehen.  ^ 

Endlich  denken  wir  uns  noch  irgend  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen : 

^kf  =  ^  CCkJ  (di'"  dr)  -^        (Ä  =  l...r) 
1  ■^ 

gegeben,  die  eine  r-gliedrige  einfach  transitive  mit  jenen  Gruppen 
gleichzusammengesetzte  Gruppe  erzeugen  und  die  paarweise  in  den 
Beziehungen: 

r 
(ÄiAk)  =2  CiksÄsf 

stehen.  ^ 
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Nunmehr  bilden  wir  das  vollständige  System: 

X,r+A/=0       (/.  =  l...r) 

und  bestimmen  seine  Hauptlösungen: 

FiipC^  •  •  •  Xn,    a^-  '  '  Gr)       (i  =  1  •  •  •  «) 

in    Bezug    auf   irgend    ein   Werthsystem:    «^  =  a^*^,   •••ar=ar^;    wir 
bilden  ferner  das  vollständige  System: 

und  bestimmen  seine  Hauptlösungen: 

in  Bezug  auf  dasselbe  Werthsystem:  a]c=  a^. 

Ausserdem  lösen  wir  noch  die  n  Gleichungen:  Xi  =  Fi{Xjd)  nach 
X-^  '  '  '  Xfi    aui: 

(11)  X[=fi{x^-  "  Xn,    a^-'-ür)        {l  =  l---n) 

und  ebenso  die  m  Gleichungen:  y^  =  %^{y ,  a)  nach  y^  ■  ■  •  ym- 

(11')  2//=  f/.(2/l-  •  •  ynn    Cil"-  «r)       (,"  =  l---m). 

Liegen  dann  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X-^^f  ■  •  •  Xrf 
in  irgend  einer  Form  vor,  so  können  sie  offenbar  durch  Einführung 
neuer  Parameter  auf  die  Form  (11)  gebracht  werden,  und  ebenso 
können  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  YJ'---Yrf,  in  welcher 
Form  sie  auch  vorliegen,  stets  durch  Einführung  neuer  Parameter  die 
Form  (11')  erhalten. 

Auf  die  beiden  Gruppen  (11)  und  (11')  lässt  sich  aber  das 
Theorem  73,  S.  411  anwenden.  In  beiden  Gruppen  hat  nämlich  die 
identische  Transformation  die  Parameter:  a^^  •  -  •  a^  und  bei  beiden 
enthält  die  zugehörige  Parametergruppe  die  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen:  A^f •  •  •  Arf^  folglich  kann  nach  dem  be- 
wussten  Theoreme  für  jede  der  beiden  Gruppen  die  zugehörige  Para- 
metergruppe angegeben  werden  und  diese  Parametergruppe  wird  für 
beide  dieselbe. 

Damit  ist  die  oben  aufgestellte  Behauptung  bewiesen.  — 

Es  steht  also  nunmehr  fest,  dass  zwei  Gruppen,  welche  dieselbe 
Parametergruppe  haben,  gleichzusammengesetzt  sind,  und  andererseits, 
dass  zwei  Gruppen,  die  gleichzusammengesetzt  sind,  durch  Einführung 
neuer  Parameter  auf  eine  Form  gebracht  werden  können,  in  welcher 
sie  beide  dieselbe  Parametergruppe  haben.  Demnach  können  wir 
sagen: 
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Theorem  74.     Zwei  r-gliedrige  Gruppen: 

und: 

Vfl  =  g^  (!/i  •  •  •  ymy  a^  •  •  •  a^)    (^'"=  i  •  •  ■  m) 

sin£^  (?awn  und  nur  dann  gleichzusammengesetzt ^  wenn  es  mög- 
lich ist,  die  Parameter:  a^- ■  -  ar  derart  als  unabhängige  Func- 
tionen der  a  darzustellen: 

dass  die  Parametergruppe  der  Gruppe: 

!//  =  9f^  iVi'  •  '  ym,  Xl  (a)'  -  •  xr{a))     {f<  =  i  •  •  • «) 

mit  der  Parametergruppe  der  Gruppe:  xl  =  fi{x,a)  zusammen- 
fällt. 

Besonders  bemerkenswerth  ist,  dass  unsere  beiden  gleichzusammen- 
gesetzten Gruppen:  X^f  •  -  •  Xrf  und  YJ-"  Y^f  dann  die  Parameter^ 
gruppe  gemein  haben,  wenn  man  ihre  endlichen  Gleichungen  in  der 
kanonischen  Form: 

(12)  x/  =  Xi  +^  e,X,x,  +^'  ^  X.Xjx,  +  •  •  •       (/=i  -  •  • «) 
und  bezüglich: 

r  1-  • -r 

(120  y;=y,a  +^k  e,Y,y,  +^  ^  Y.Yjy^  +  . .  .      (.  =  i.....) 

schreibt. 

In  der  That,  aus  den  Entwickelungen  in  Kap.  4,  S.  68  ff.  ergiebt 
sich,  dass   die  Gleichungen  (11)  bei  der  Substitution: 

r  1  •  •  •  r 

(13)  a,  =  a,«  +^  e,[Ä,a,]a^a^  +^  ~{  [Ä,Aja,],^ao  +  •  •  • 

1  AV- 

er =  1  ...  r) 

die  Form  (12)  annehmen  und  dass  die  Gleichungen  (IT)  bei  derselben 
Substitution  in  (12')  übergehen.  Da  nun  die  Gleichungen  (13)  eine 
Transformation  zwischen  den  Parametern:  a^-  -  -  ar  und  e^-  -  -  Cr  dar- 
stellen und  da  die  beiden  Gruppen  (11)  und  (11')  die  Parametergruppe 
gemein  haben,  so  folgt,  dass  auch  zu  den  beiden  Gruppen  (12)  und 
(12')  ein  und  dieselbe  Parametergruppe  gehört. 
Es  gilt  demnach  der 

Satz  1.    Stehen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

df 


Xkf  =^i  hl  (X,---  Xn)  ^  ^-_         (A 
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paarweise  in  den  Beziehungen: 

r 
(XiXi)  =^s  CiksXsf, 
1 

und  stehen  andererseits  die  r  unabhängigen  infinitesimalen   Transforma- 
tionen: 

Yjcf  =^'  VkM  (^1  •  •  •  Vm)  ^        (1-  =  1  ■  •  •  r) 

paarweise  in  denselben  Beziehungen: 

1 
so  besitzen  die  beiden  r-gliedrigen  gleichzusammengesetzten  Gruppen: 

x[  =  X,  +^  e,X,Xi  +^  ^  X^XjXi  +  .  •  . 


(/=1-  •  -n) 
;     1  •  Z  ^  ■ 


und: 

1  kj 

ein  und  dieselbe  Parametergruppe. 

Denken    wir    uns   jetzt   irgend   zwei    r-gliedrige    gleichzusammen- 
gesetzte Gruppen: 

^/  =  fi(pC^  '  •  '  Xa,    a^-  •  •  ar)       (*•  =  1  •  •  •  n) 

und: 

y^'  =   UiVl-  '  •  Urn,    a^"  '  ar)        (^'  -=  1  •  •  •  ru) 

vorgelegt,   die   bereits   eine   solche   Form   haben,   dass   die  Parameter- 
gruppe für  beide  dieselbe  ist. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  der  betreffenden  Parameter- 
gruppe seien: 

^kf=^jCij,j{a^"-ar)j^        {k  =  l---r) 

1  •' 

und  mögen  durch  die  Relationen: 

*  r 

(ÄiÄk)  =^'  CiksÄsf 

1 

verknüpft  sein. 

Nach    S.  405    genügen   x^^  -  -  -  Xn    als    Functionen   von    x-^-  •  •  Xn 
a^' ■  ■  ar  betrachtet  gewissen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

i,ji{x^  •  •  •  Xn)  =^k   ajkicij^  •  •  •  ar)  -^       O-l-  •  -r;  i=.l  •  •  ■  n) . 
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Hierbei  sind  die  ^ji(x)  ganz  bestimmte  Functionen;  denn  erhalten  wir 
durch  Auflösung  der  Gleichungen:  x/ =  fi(x,  a)  etwa:  Xi=Fi(x\a\ 
so  wird  identisch: 

ki{^l   •  •  •  ^n  )  =  >  ajk{aj^  -  "ttr)      — K- —     , 

1  L  Jx=F{z',a) 

SO  dass  wir  also  die  ^ji{x')  ohne  Weiteres  finden  können,  wenn  wir 
wollen. 

Nach  Theorem  21,  S.  149  sind  die  r  Ausdrücke: 

n  ^ 

1  * 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und  durch  die  Relationen 

r 

1 
verknüpft;  natürlich  erzeugen  sie  die  Gruppe:  x{  =  fi(Xy  a). 

Für    die   Gruppe:    y^=\^^{y^a)    ergeben    sich    in    entsprechender 
Weise  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

1  * 

wo  die  %^(«/')  vollständig  bestimmte  Functionen  sind.  Die  r  Aus- 
drücke : 


Ykf  =2  Vkf^  (^1  •  •  •  2/m)  ^       (*  =  1 


sind   unabhängige  infinitesimale  Transformationen   und   d.urch  die  Re- 
lationen: 

1 
verknüpft;  sie  erzeugen  natürlich  die  Gruppe:  2// =  /;<(?/,  a). 

Nunmehr  erkennen  wir  geradeso  wie  auf  S.  414,  dass  die  Gruppen: 
Xi^fiiXjO)  und:  y,J  =  \iu(y,  a)  bei  der  Substitution: 

r 

ttv  =  «v^  +  '^  ek[Äkay]a  =  a^  -|-  .  .  .  (r=  1  .  .  .  r) 

1 

bezüglich  die  Formen: 

r 

XJ  =  Xi-{-^  SkXjtXi  -\ (t  =  l--.n) 

1 

und: 


Die  Parametergruppe.  417 

r 

Vi.'  =  Vu  +^  ^k  YktJi^c  -\ (^  =  1  •  •  •  m) 

1 

erhalten.     Also  ergiebt  sich  der 

Satz  2.     Haben  die  beiden  r-gliedrigen  Gruppen: 

und: 

dieselbe  Parametergruppe,  so  ist  es  möglich^  an  Stelle  der  a  solche  neue 
Parameter:  e^-  -  •  er  einmführen^  dass  die  beiden  Gruppen  bezüglich  die 
Formen  erhalten: 

r 
X[  =  Xi  +  ^  ejcXkXi  -{-'■'         (t  =  1  .  •  •  n) 

und: 

r 

yM=y,u  +  ^  CkY^tj^,  H —    (/.=!•. .7«); 

1 

hierbei  sind:  X^f-  •  •  Xrf  und  Y^f-  •  ■  Yrf  solche  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  der  beiden  Gruppen,  dass  mit  den  Delationen: 

r 

(XiXjc)  =^^  CiisXsf 

1 
m  gleicher  Zeit  die  Relationen: 

{YiY,)=^sC,tsZf 

1 

bestehen,  sodass  die  beiden  Gruppen  holoedrisch  isomorph  au f  einander  belogen 
sind,  wenn  jeder  infinitesimalen  Transformation:  e^X^f -}-'•' -\- e,- Xrf 
die  infinitesimale  Transformation  ^i  ^i /"+•*•  +  ^rYrf  zugeordnet  wird. 

Ueber  die  beiden  Gruppen:  x!  ==fi{x,a)  und:  yd  =^f^i{yjCi)  machen 
wir  dieselben  Voraussetzungen  wie  in  Satz  2;  ausserdem  wollen  wir 
noch  annehmen,  dass:  ak=(pk{0',b)  die  endlichen  Gleichungen  ihrer 
gemeinsamen  Parametergruppe  sind. 

Offenbar  gilt  unter  dieser  Voraussetzung  für  jede  der  beiden 
Gruppen  Folgendes:  Werden  nach  einander  zwei  Transformationen  der 
Gruppe  ausgeführt,  die  bezüglich  die  Parameter:  a^- ■  -  ar  und:  b^-'-br 
haben,  so  gehört  die  resultirende  Transformation  der  Gruppe  an  und 
besitzt  die  Parameter:  (pi{a^  b)  -  -  •  cpria,  b). 

Diese  Thatsache  können  wir  etwas  anders  ausdrücken,  wenn 
wir  die  Transformationen  der  beiden  Gruppen  in  der  Weise   einander 
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zuordnen,  dass  jeder  Transformation  der  einen  Gruppe  diejenige  Trans- 
formation der  andern  Gruppe  entspricht,  welche  dieselben  Parameter 
hat.  Dann  können  wir  nämlich  sagen:  ist  S  eine  Transformation  der 
einen  Gruppe  und  <S  die  entsprechende  Transformation  der  anderen 
Gruppe,  ist  ferner  T  eine  zweite  Transformation  der  einen  Gruppe 
und  X  die  entsprechende  Transformation  der  andern  Gruppe,  so  ent- 
spricht der  Transformation  ST  der  einen  Gruppe  in  der  andern  Gruppe 
die  Transformation  @X. 

Eine  solche  Zuordnung  der  Transformationen  beider  Gruppen  zu 
einander  ist  nach  Theorem  14,  S.  414  stets  dann  aber  auch  nur  dann 
möglich,  wenn  die  beiden  Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind.  Also 
haben  wir  das 

Theorem  75.  Zwei  r-gliedrige  Gruppen  sind  dann  und  nur 
dann  gleichzusammengeset^t,  wenn  es  möglich  ist,  die  Trans- 
formationen der  einen  derart  eindeutig  umliehrhar  auf  die 
Transformationen  der  andern  zu  beziehen,  dass  Folgendes  statt- 
findet: Führt  man  in  der  einen  Gruppe  zivei  Transformationen 
nach  einander  aus  und  führt  man  in  der  andern  Gruppe  die 
entsprechenden  Transformationen  in  derselben  Reihenfolge 
nach  einander  aus,  so  entspricht  die  Transformation,  welche 
man  in  der  einen  Gruppe  erhält,  derjenigen  Transformation, 
tvelche  man  in  der  andern  Gruppe  erhält."^) 

Ein  neues  wichtiges  Ergebniss  liefern  die  vorstehenden  Betrach- 
tangen, wenn  sie  auf  den  Satz  1,  S.  414  angewandt  werden.  Um 
dieses  Ergebniss  in  möglichst  einfacher  Form  aussprechen  zu  können, 
erinnern  wir  noch  an  zweierlei,  erstens  daran,  dass  die  beiden  Gruppen: 
X^f '  •  •  Xrf  und  Y^f  ■  '  '  Yrf  holoedrisch  isomorph  auf  einander  be- 
zogen sind,  wenn  jeder  infinitesimalen  Transformation:  Cj Xj /-(-••  • 
-\-  CrXrf  die  infinitesimale  Transformation:  e^  Yif -\-  •''-{-  CrYrf  zu- 
geordnet wird  und  zweitens,  dass  der  Ausdruck:  e^X^f -{-•■•-[- CrXrf 
auch  als  Symbol  einer  endlichen  Transformation  der  Gruppe:  X^f  •  •  • 
Xrf  aufgefasst  werden  kann  (vgl.  Kap.  17,  S.  293  und  Kap.  15,  S.  255). 
Berücksichtigen  wir  das,  so  können  wir  sagen: 

Satz  3.     Die  beiden  gleichzusammengesetzten  r-gliedrigen  Gruppen: 


X,f=^i^,i(x,   •"Xn)-~-_ 


df 

(*=l...r) 


und: 


*)  Vgl.  Lie,   Archiv  for  Mathematik   og  Natnrvidenskab  1876;  Math.  Ann., 
Bfl.  XXV,  S.  77;  G.  d.  AV.  zu  Christiania,  18S4,  Nr.  15. 
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Yk  f  =  ^M  nk,i  (2/1  ••  •  y>n)  ^     (^-  - 1 


seien  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen,  ivenn  man  jeder  infini- 
tesimalen Transformation:  e^XJ -\ 1-  CrXrf  die  infinitesimale  Trans- 
formation:  e^YJ-[- \r  erYrf  zuordnet,  es  mögen  also  7nit  den  Re- 


lationen: 


zugleich  die  Relationen. 


(XiXk)  =  ^s  CiksXsf 
1 

(Y,Y,)=^sC,,,YJ 


bestellen.  Deutet  man  dann  die  Ausdrücke:  UckXkf  und  UckYj^f  als 
allgemeine  Symbole  der  endlichen  Transformationen  der  beiden  Gruppen: 
XJ"'Xrf  und  YJ-'-Yrf,  so  findet  Folgendes  statt:  Ergeben  die 
beiden  Transformationen:  Ee^X^f  und  Ue^Xj^f  der  Gruppe:  XJ-"Xrf 
nach  einander  ausgeführt  die  Transformation:  Ze^'Xj^f,  so  ergeben  die 
beiden  Transformationen:  ZckY^f  und  ZckYj^f  der  Gruppe:  YJ-"Yrf 
nach  einander  ausgeführt  die  Transformation:  Zck'Yj^f. 

Wenn  man  also  zwei  r-gliedrige  gleichzusammengesetzte  Gruppen 
im  Sinne  von  Kap.  17,  S.  293  holoedrisch  isomorph  auf  einander  be- 
zogen hat,  so  hat  man  dadurch  zugleich  zwischen  den  endlichen  Trans- 
formationen der  beiden  Gruppen  eine  eindeutig  umkehrbare  Beziehung 
hergestellt,  wie  sie  in  Theorem  75  beschrieben  ist. 

Aber  auch  das  Umgekehrte  gilt:  Hat  man  zwischen  den  Trans- 
formationen von  zwei  r-gliedrigen  gleichzusammengesetzten  Gruppen 
eine  eindeutig  umkehrbare  Beziehung  hergestellt,  welche  die  in  Theor.  75 
beschriebene  Beschaffenheit  hat,  so  sind  dadurch  zugleich  die  beiden 
Gruppen  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen. 

In  der  That,  es  sei:  xl  =  fipc^-  -  -  Xn,  a^-'-a,)  die  eine  Gruppe 
und  es  sei:  2// = /^ (2/1  •  •  •  «/.,„  a,---ar)  diejenige  Transformation  der 
andern  Gruppe,  welche  der  Transformation:  Xi' =  fi(x,  a)  entspricht. 
Dann  haben  die  beiden  Gruppen:  x-  =  fi(x,  a)  und  yj=.f^{ij^a) 
oö'enbar  ein  und  dieselbe  Parametergruppe  und  können  daher  nach 
Satz  2,  S.  417  durch  Einführung  geeigneter  neuer  Parameter:  e^--'Cr 
die  folgenden  Formen  erhalten: 


x!  =  Xi  +^  CkXkXi  +  • 
und: 


0  =  1  •  •  -n) 

{u  =  l-  ■  ■  m). 

27* 
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Hieraus  geht  hervor,  dass  die  bewusste  eindeutig  umkehrbare  Beziehung 
zwischen  den  Transformationen  beider  Gruppen  darauf  hinauskommt, 
dass  jeder  endlichen   Transformation:    e^X^f -{-••-{- CrXrf  der   einen 

Gruppe  die  endliche  Transformation:  e^Y^f-\ \- c-Yrf  der  andern 

Gruppe  zugeordnet  ist.  Es  ist  also  zugleich  jeder  infinitesimalen  Trans- 
formation: 2JekXj,f  die  infinitesimale  Transformation:  ZCkYkf  zuge- 
ordnet und  damit  ist  nach  Satz  2  wirklich  eine  holoedrisch  isomorphe 
Beziehung  zwischen  beiden  Gruppen  hergestellt. 

In  der  Substitutionentheorie  definirt  man  den  holoedrischen  Iso- 
morphismus zweier  Gruppen  und  die  holoedrisch  isomorphe  Beziehung 
zwischen  zwei  Gruppen  anders,  als  wir  es  in  Kap.  17  gethan  haben. 
Man  sagt  da,  dass  zwei  Gruppen  mit  gleichvielen  Substitutionen 
„gleichzusammengesetzt"  oder  „holoedrisch  isomorph^^  sind,  wenn  sich 
zwischen  den  Transformationen  der  beiden  Gruppen  eine  eindeutig 
umkehrbare  Beziehung  herstellen  lässt,  welche  die  in  Theorem  75, 
Seite  418  beschriebene  Beschaffenheit  hat;  ist  eine  solche  Beziehung 
zwischen  zwei  holoedrisch  isomorphen  Gruppen  wirklich  hergestellt, 
so  sagt  man,  dass  die  beiden  Gruppen  „holoedrisch  isomorph  auf  ein- 
ander bezogen  sind". 

Aber  schon  auf  S.  293  bemerkten  wir,  dass  materiell  unsere  De- 
finition der  in  Rede  stehenden  Begriffe  genau  derjenigen  entspricht, 
welche  in  der  Substitutionentheorie  üblich  ist,  jedenfalls  soweit  ent- 
spricht, als  es  bei  zwei  so  verschiedenen  Gebieten  wie  der  Theorie 
der  Substitutionengruppen  und  der  Theorie  der  Transformationsgruppen 
möglich  ist. 

Unsere  letzten  Entwickelungen  zeigen,  dass  die  Behauptung  auf 
S.  293  richtig  ist.  Aus  Theorem  75,  S.  418  geht  hervor,  dass  zwei 
r-gliedrige  Gruppen,  die  im  Sinne  von  Kap.  17,  S.  293.  holoedrisch 
isomorph  sind,  auch  im  Sinne  der  Substitutionentheorie  als  holoedrisch 
isomorph  bezeichnet  werden  müssen,  und  umgekehrt.  Aus  Satz  3, 
S.  418  und  den  darauf  folgenden  Bemerkungen  erhellt,  dass  zwei 
r-gliedrige  Gruppen,  die  im  Sinne  von  Kap.  17,  S.  293  holoedrisch 
isomorph  auf  einander  bezogen  sind,  es  auch  im  Sinne  der  Substitu- 
tionentheorie sind  und  umgekehrt. 

Noch  bleibt  nachzuweisen,  dass  auch  unsere  Definition  des  mero- 
edriscben  Isomorphismus  (vgl.  Kap.  17,  S.  293)  der  Definition  entspricht, 
welche   die  Substitutionentheorie   vom   merondrischen  Isomorphismus   giebt. 

Es  seien  XJ-  -  •  Xr-qf  •  •  •  Xrf  und  YJ-  •  •  Yr-qf  zwei  meroedrisch 
isomorphe  Gruppen,  und  es  möge  gerade  X^-^-f-i/-  •  •  Xyf  diejenige  invariante 
Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  sein^  welche  der  identischen  Transfer- 
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mation  der  (r  —  ^)-gliedrigen  Gruppe  entspricht.  Endlich  sei  Ayf"-Arf 
eine  mit  X, /"•  •  •  X;./"  gleichzusammengesetzte,  einfach  transitive  Gruppe  in 
den  Veränderlichen  a^-'-ür.  Dabei  wollen  wir  annehmen,  dass  a^-'-ar—q 
Lösungen  des  vollständigen  Systems: 

sind. 

Bei  dieser  Wahl  der  Veränderlichen  besitzen  A^f'--Är_^f  die  Form: 

1  *       r— 2+1 

{k^l---r-q), 

während  Ar.-q-{.if  •  •  •  Arf  die  Form  haben: 

Zugleich  ist  klar,  dass  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

df 


r). 


Ä,f  =^i  m {a,---  ür-q)  ^     (^—  1  •  •  • 


r  —  q) 

j   —'  ^  ^  '    -^^    oa. 

1 

eine    mit    der    (r  —  </) - gliedrigen    Gruppe    Y^f  ■  -  •  Yr-qf  gleichzusammen- 
gesetzte einfach  transitive  Gruppe  erzeugen. 

Bezeichnet  man  die  inftnitesimalen  Transformationen  Akf,  A^f,  ge- 
schrieben in  den  Veränderlichen  h  statt  in  den  a,  mit  Bj,f^  B^f^  so  findet 
man  nach  früheren  Auseinandersetzungen  die  Parametergruppe  der  (r  —  g)- 
gliedrigen  Gruppe  Y^f---  Yr-qf  durch  Integration  des  vollständigen  Systems: 

Ä,f+B,f=0      ik==l...r-q) 

und    die    Parametergruppe    der    r-gliedrigen    Gruppe     X^f '  •  '  Xrf   durch 
Integration  des  vollständigen  Systems: 

Äkf+Bkf=0       ik^l.-.r). 

Ergeben  sich  in  dieser  Weise  als  Gleichungen  der  zur  (r  —  f/)-gliedrigen 
Gruppe  gehörigen  Parametergruppe  etwa: 

ak   =  fpkicii-  •  '  Clr-q,    h^'  '  •  br-q)        (k  ==  1  ■  ■  ■  r  -  q) , 

so  ist  es  klar,  dass  die  zur  r-gliedrigen  Gruppe  gehörige  Pai-aineiergruppe 
durch  Gleichungen  von  der  Form: 

Ctk   =  (Pk{ai  •  •  •  Ctr-q^    \"  '  br-q)       {k  =  l-  ■  -r-q) 
Clf  ==  1/^t ((^  •  ■  '  Clr,    b^'  •  •  hr)        (i^r  —  q-\-l---r) 

darstellbar  ist.     Hieraus  folgt,    dass    die  Gruppen    X-^^f  -  •  •  Xrf  und    Y^f-- 
•  •  Yr—qf  im  Sinne  der  Substitutionentheorie  meroedrisch  isomorph   sind. 

Das  soeben  erhaltene  Resultat  wollen  wir  jetzt  noch  in  einer  anderen 
Weise  ableiten.  Wir  halten  es  jedoch  nicht  für  nothwendig,  diese  zweite, 
an  sich  bemerkenswerthe  Methode  im  Einzelnen  auszuführen,  da  sie  mit 
früheren  Entwickelungen  grosse  Analogie  darbietet. 
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Wir  denken  uns  die  Transformationsgleichungen: 

^i   =  fiiPi'  '  '  Xn^    %  •  ■  •  ttr)       0  =  1  •  •  •  n) 

vorgelegt,  lassen  es  aber  unentschieden,  ob  die  a  wesentliche  Parameter 
sind   oder  nicht.    Erfüllen  nun  die  /}  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

^  -=2j  "^^^^'^1  •••«-)•  h{fi  -"fn). 
1 

die  sich  nach  den  |/,-  auflösen  lassen: 

1  ^' 

so  erkennen  wir  leicht  (vgl.  Kap.  4,  S.  68  ff.),  dass  jede  Transformation: 
Xi  =fi(Xja),  deren  Parameter  a  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ä^-^är 
liegen,  dadurch  entstehen  kann,  dass  wir  zuerst  die  Transformation: 
Xi=  fi(x^a)  ausführen  und  darnach  eine  gewisse  Transformation: 

3bi    IVi \X-^  '  '  '  Xfi ,    A.|  •  •  •  A^  ) 

einer  eingliedrigen  Gruppe:  i 

^1  ^l/'  +   •  •  •   +  IrXrf  =^k  h  ^i  ^h(x)  ^^t  . 

Wir  finden  überdies,  dass  die  betreffenden  Werthe  der  Parameter  l  nur 
von  der  Form  der  Functionen  ci],j{a)  sowie  von  den  beiden  Werthsystemen 
CLjc  und  üjc  abhängen. 

Unter   den  gemachten   Voraussetzungen   ergiebt   sich   nun    (vergleiche 
Seite   146  ff.),  wenn: 

J  «,,(a)  g  =  A,f,   2"*  U-')  ^  =  X^'f 

gesetzt  wird,  dass  Relationen  von  der  Form: 

r 
(X/  Xk)  =  ^  ^iks  (a^/  •  •  •  Xn\    a^'  •  •  ttr)'  Xsf 

1 
r 

{AiAk)  =^s  d'iksix^' '  '  •  Xn,  a^-  '  ■  ar)'Asf 
1 
.  bestehen,   in  denen  sogar  die  &ij,s  von  den  x   unabhängig  sind.     Jetzt  lässt 
sich  allerdings  nicht   wie  bei  den  früheren   analogen  Entwickelungen  nach- 
weisen, dass  in  den  beiden  letzten  Gleichungen  die  &  gleich  absoluten  Con- 
stanten gesetzt  werden  können.     Wenn  wir  aber  nur  die  Gleichungen: 


{x;Xk)=^s^iks(a)'X;f 


ins  Auge  fassen,    so  ist  es  klar,   dass  sie   bei  Particularisirung   der  a  Re- 
lationen von  der  Form: 
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(x/x/)  =^sCi,,x:f 


liefern,  in  denen  die  Ciks  Constanten  bedeuten.  Es  ist  daher  auch  unter 
unseren  jetzigen  Voraussetzungen  sicher,  dass  alle  endlichen  Transformationen 
A^X^f-f-  •••  +  lrX,f  eine  Gruppe  bilden,  welche  ebenso  viele  wesentliche 
Parameter  besitzt  wie  die  Schaar  x[  =  fiix^  a). 

Es  mögen  andererseits  X//'*  •  •  Xr  f  r  solche  nicht  eben  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  in  den  Veränderlichen  x^  •  -  •  x,',  bezeichnen, 
welche  in  den  Beziehungen: 

r 

{x;xj;)=^scasx:f 
1 

stehen;  ferner  seien: 

1 
r    unabhängige    infinitesimaJe    Transformationen    einer    einfach    transitiven 
Gruppe,  deren  Zusammensetzung  durch  die  Gleichungen: 


(ÄiÄ;,)  =^s  dksÄJ 


gegeben  ist. 

Jetzt  bilden  wir  das  r-gliedrige  vollständige   System: 

Xkf+  Äkf=    0      ik^l"-r), 

berechnen  seine  Hauptlösungen  F^  -  -  Fn  hinsichtlich  eines  passenden 
Werthsystems  a^  =  a^^\  •  •  •  ar  =  ar^  und  setzen  darauf:  ^Tj  =  i^'i ,  •  •  •  x„^  =  Fn. 
Alsdann  bestimmen  die  durch  Auflösung  hervorgehenden  Gleichungen: 

eine  Schaar  von  höchstens  oo^  Transformationen,  welche  offenbar  die  iden- 
tische Transformation  Xk  =  Xk  umfasst. 

Indem  wir  nun  genau  wie  auf  Seite   152  verfahren,    erhalten   wir  zu- 
nächst das  Gleichungensystem: 


2? 


und  darnach  durch  Auflösung: 

^  1 

Wir  schliessen  hieraus  erstens,  dass  die  Schaar  xf  =  fi(x,  a)  aus  den 
Transformationen  aller  eingliedrigen  Gruppen  ZlkXj^f  besteht,  zweitens, 
dass  alle  diese  Transformationen  eine  Gruppe  mit  höchstens  r  wesentlichen 
Parametern  bilden,  endlich  drittens^  dass  aus  den  beiden  Transformationen: 
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^i  =  fi  (^,  a) ,     x^'  =  fi  {x\  h) 

eine  dritte  Transformation  x-'  =  fi(x,  c)  dieser  Grui^pe  entsteht,  deren  Para- 
meter: Cj  =  (jpj(a,  h),-'-Cr=  cpr(a,  h)  durch  die  beiden  Werthsysteme  a^^  hi 
und  durch  die  Form  der  Functionen  cii,j{a)  bestimmt  sind. 

Hiermit  ist  aber,  wie  wir  nicht  näher  auszuführen  brauchen,  das 
früher  erhaltene  Resultat  in  neuer  Weise  abgeleitet. 

Enthält  eine  gegebene  r-gliedrige  Gruppe  XJ---  X^-qf-  •  •  Xrf  eine 
bekannte  invariante  Untergruppe  etwa  Xr-rj^if-"Xrf,  so  können  wir  jetzt 
leicht  eine  meroedrisch  isomorphe  (r  —  g)-g\iednge  Gruppe  angeben,  deren 
identische  Transformation  der  besprochenen  invarianten  Untergruppe  ent- 
spricht (vgl.  S.  304,  Anmerkung).  In  der  That,  man  bilde  eine  mit 
der  r-gliedrigen  Gruppe  gleichzusammengesetzte  einfach  transitive  Gruppe 
Aif"'Är—qf--'Ärf  in  den  Veränderlichen  a,  •••«^.  Dabei  können  wir 
wie  früher  annehmen,  dass  a^'-dr-g  Invarianten  der  r/-gliedrigen  Gruppe: 
Ar—g^if'  •  •  Arf  sind.     Setzen  wir  dann  wieder: 


Ä,f=^^  a,{a, .  .  .  .._,)  1^  +^  ß,,(a)  -g 


1 


r—q-{-l 

{k  =  l.  .  .r-q), 

so  erzeugen  die  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

r — 7 

df 

^  -        (k  =  \--  .r-q) 

Ca, 


offenbar  eine  (V  —  (/)-gliedrige  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 
Aus  diesen  Ent Wickelungen  geht  überdies  hervor,  dass  ^eder  Satz  über 
die  Zusammensetzung  (r  —  q)'gliedriger  Gruppen  ohne  tveiteres  einen  Satz 
über  die  Zusammensetzung  r  glicdriger  Gruppen  mit  einer  invarianten  q-gliedrigen 
Untergruppe  liefert.  Dieses  allgemeine  Princip,  welches  in  der  Substitu- 
tionentheorie sein  Analogon  hat,  wird  im  dritten  Abschnitte  verwerthet 
werden.  *) 

§  104. 

In  Kap.  19,  Satz  3,  S.  359,  gaben  wir  den  Kriterien  für  die  Aehn- 
lichkeit  gleichzusammengesetzter  Gruppen  eine  bemerkenswerthe  Form; 
wir  zeigten  nämlich,  dass  zwei  gleichzusammengesetzte  Gruppen  in 
gleichvielen  Veränderlichen  dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich 
sind,  wenn  sie  sich  in  einer  gewissen,  ganz  besonderen  Weise  holo- 
edrisch isomorph  auf  einander  beziehen  lassen. 

Schon  damals  kündigten  wir  an,  dass  das  betreffende  Kriterium 
sich  noch  wesentlich  vereinfachen  lässt,  sobald  die  beiden  Gruppen, 
um  welche  es  sich  handelt,  transitiv  sind;  wir  kündigten  an,  dass  das 
folgende  Theorem  gilt: 


')  Vgl.  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  XXV,  S.  137. 


Die  Parametergmppe.  425 

Theorem  76.  Zwei gleichziisammengesetzte  transitive  Gruppen: 

1 

und: 


-r) 


1 


ioi  gleichvielen  Veränderlichen  sind  dann  und  nur  dann  mit 
einander  ähnlich^  wenn  die  folgende  Bedingung  erfüllt  ist: 
Wählt  man  einen  bestimmten  Punht:  x^^'-'X»^  aus,  weleher  auf 
Iceiner  hei  der  Gruppe:  X^f-  -  •  Xrf  invarianten  3Iannigfaltig]ceit 
liegt,  so  muss  es  möglich  sein,  die  beiden  Gruppen  derart  holo- 
edrisch isomorph  auf  einander  zu  beziehen,  dass  der  grössten 
in  der  Gruppe:  XJ'-Xrf  enthaltenen  Untergruppe,  welche  den 
Punht:  x^^-'-Xn^  invariant  lässt,  die  grösste  Untergruppe  der 
Gruppe:  Z J ■'- Zrf  entspricht,  tvelche  einen  gewissen  Punht: 
Vi  •  '  '  Vn    in  Buhe  lässt."^) 

Aus  Satz  3,  S.  359  ist  klar,  dass  diese  Bedingung  für  die  Aehn- 
lichkeit  der  beiden  Gruppen  nothwendig  ist;  nachgewiesen  zu  werden 
braucht  daher  blos,  dass  sie  auch  hinreichend  ist. 

Denken  wir  uns  also  die  Voraussetzungen  des  Theorems  erfüllt, 
denken  wir  uns  in  der  Gruppe:  ZJ'--Zrf  solche  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen:  YJ-'-Yrf  ausgewählt,  dass  unsere 
beiden  Gruppen  in  der  im  Theorem  76  beschriebenen  Weise  holo- 
edrisch isomorph  auf  einander  bezogen  sind,  wenn  jeder  infinitesimalen 

Transformation:  e^XJ-] h^rXrf  die  infinitesimale  Transformation: 

e^  Yj /"+•••  +  CrYrf  zugeordnet  wird. 

Nach  den  Entwickelungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  durch  die 
betreffende  holoedrisch  isomorphe  Beziehung  auch  zwischen  den  end- 
lichen Transformationen  beider  Gruppen  eine  eindeutig  umkehrbare 
Beziehung  hergestellt.  Wir  können  diese  letztere  am  einfachsten  be- 
schreiben, wenn  wir  in  der  bekannten  Weise  ZCkXkf  und  UCkYkf  als 
Symbole  der  endlichen  Transformationen  unserer  Gruppen  auffassen 
und  ausserdem  zu  grösserer  Bequemlichkeit  die  endliche  Transformation 
ZckXkf  kurz  mit:  T^e)  bezeichnen,  sowie  die  Transformation:  ZckYkf 
kurz  mit:  %(^e)  • 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ordnet  nämlich  die  holoedrisch 
isomorphe  Beziehung  zwischen  unsern  beiden  Gruppen  der  Transfor- 
mation   l\e)    die    Transformation    %(^e)    zu    und    umgekehrt,    und    diese 


*)  Vgl.   Lie,  Archiv  for  Math,  og  Naturv.    Christiania  1885,   S.  388  u.  389. 
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Zuordnung  ist  so  beschaffen,  dass  auch  die  beiden  Transformationen: 
T^e)T^e')  und  X(,;)X(c')  einander  zugeordnet  sind,  wobei  e^--  -Cr  und  c/  •  •  •  e,' 
ganz  beliebige  Werthsysteme  bezeichnen. 

Der  Punkt:  x^^  •  -  -  Xn^  bleibt  bei  gerade  r  —  n  unabhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Gruppe  Xj/'- • -X;/ invariant,  folg- 
lich gestattet  er  gerade  oo''-'*  verschiedene  endliche  Transformationen 
dieser  Gruppe,  Transformationen,  die  bekanntlich  eine  (r  —  w)-gliedrige 
Untergruppe  bilden.  Wir  wollen  für  die  allgemeinste  Transformation 
T(e),  welche  den  Punkt:  Xj^--'Xn^  in  Ruhe  lässt,  das  Symbol:  S{a,---ar__n) 
oder  kurz:  S(a)  einführen;  unter  a^'--ar-n  verstehen  wir  dabei  willkür- 
liche Parameter. 

Diejenigen  Transformationen  X(^)  der  Gruppe:  ZJ-'-Zrf^  welche 
den  Transformationen  S^^c)  der  Gruppe:  X^f  -  -  -  Xrf  zugeordnet  sind, 
bezeichnen  wir  mit  ^{a,---a,._^)  oder  kurz  mit  ©(«);  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  bilden  dann  die  cx)'"-"  Transformationen  ©(«)  die  grösste 
in  der  Gruppe:  Zj/'- • -i^/ enthaltene  Untergruppe,  welche  den  Punkt: 
yi^-'-yrP  invariant  lässt.  Hierin  liegt,  dass  der  Punkt:  y^^  ■  •  •  yn 
keiner  Mannigfaltigkeit  angehört,  welche  bei  der  Gruppe:  ZJ •  ■  -  Zrf 
invariant  bleibt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  stellen  wir  die  folgenden  Ueber- 
legungen  an. 

Bei  Ausführung  der  Transformation  T(c)  geht  der  Punkt  x-*  in 
den  Punkt:  {Xi^)T(^e)  über,  dessen  Lage  natürlich  von  den  Werthen  der 
Parameter  e^-'-ßr  abhängt.  Dieser  neue  Punkt  gestattet  nach  Kap.  14, 
Satz  1,  S.  227  seinerseits  gerade  oo»"-"  Transformationen  der  Gruppe: 
X^f  •  '  •  Xrfj  nämlich  alle  Transformationen  von  der  Form: 

mit  den  r  —  n  willkürlichen  Parametern:  a^-  -  ■  ar-n- 

Andererseits  geht  der  Punkt  «/^^  bei  der  Transformation  X(t.)  über 
in  den  Punkt:  {yi^)%{e),  der  natürlich  gerade  cx)^-"  Transformationen 
der  Gruppe:  ZJ^-  •  •  Zrf  gestattet,  nämlich  alle  Transformationen  von 
der  Form: 

Das  sind  nun  augenscheinlich  diejenigen  Transformationen  der 
Gruppe:  Z^f  •  •  -  Zri\  welche  den  Transformationen:  T'i^)  S{a)T(^e)  der 
Gruppe:  Xj/'- ••  X^./' zugeordnet  sind;  also  sehen  wir,  dass  bei  unserer 
holoedrisch  isomorphen  Beziehung  für  die  Punkte:  {Xi^)T^e)  und  {yP)%(e) 
genau  dasselbe  gilt  wie  für  die  Punkte:  Xi^  und  y-^^  nämlich  der  grössten 
in  der  Gruppe  XJ'--'Xrf  enthaltenen  Untergruppe,  welche  den  Punkt 
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{Xi^)T^e)  invariant  lässt,  entspricht  die  grösste  Untergruppe  der  Gruppe: 
ZJ^'  '  •  Zrf,  bei  welcher  der  Punkt:  {yP)^(e)  stehen  bleibt. 

Ertheilen  wir  jetzt  den  Parametern  e^-  -  -  er  in  den  Transforma- 
tionen T(e.)  und  %^e)  nach  und  nach  alle  möglichen  Werthe.  Dann  geht 
der  Punkt:  (xP)T^e)  wegen  der  Transitivität  der  Gruppe:  Xj^f  •  •  •  Xrf 
nach  und  nach  in  alle  Punkte  des  Raumes  x^^-  •  •  Xn  über,  welche  auf 
keiner  invarianten  Mannigfaltigkeit  liegen,  also  in  alle  Punkte  von 
allgemeiner  Lage.  Zugleich  geht  der  Punkt:  {yi^)%{e)  iu  alle  Punkte 
von  allgemeiner  Lage  im  Räume  2/i '  *  *  2/«  über. 

Hiermit  ist  gezeigt,  dass  die  holoedrisch  isomorphe  Beziehung 
zwischen  uusern  beiden  Gruppen  die  im  Satze  3,  S.  359  zusammen- 
gestellten Eigenschaften  besitzt;  also  ist  nach  diesem  Satze  die 
Gruppe:  X^f'-'Xrf  mit  der  Gruppe:  ZJ---Zrf  ähnlich  und  die  Rich- 
tigkeit des  Theorems  76,  S.  425  ist  erwiesen. 

Zum  Beweise  des  Theorems  76  braucht  man  übrigens  gar  nicht 
auf  den  citirten  Satz  zurückzugreifen.  Es  lässt  sich  vielmehr  aus  den 
vorstehenden  Entwickelungen  direkt  schliessen,  dass  eine  Transforma- 
tion existirt,  welche  die  infinitesimalen  Transformationen:  XJ^-  •  •  Xrf 
bezüglich  in:   Y-^f  •  •  •  Yrf  überführt. 

Wir  haben  gesehen,  dass  durch  unsere  holoedrisch  isomorphe 
Beziehung  dem  Punkte:  {Xi^)T(^e)  des  Raumes  x^^'-Xn  der  Punkt: 
(2/t^)X(e)  des  Raumes  y^-  --yn  zugeordnet  ist,  und  zwar  ist  auf  diese  Weise 
zwischen  den  Punkten  von  allgemeiner  Lage  beider  Räume  eine  inner- 
halb eines  gewissen  Bereiches  eindeutig  umkehrbare  Beziehung  her- 
gestellt. Deuten  wir  nun  die  Xi  und  die  yi  als  Punktcoordinateu  eines 
und  desselben  w-fach  ausgedehnten  Raumes:  jR„  und  zwar  beide  in 
Bezug  auf  dasselbe  Coordinatensystem,  so  giebt  es  eine  ganz  be- 
stimmte Transformation  T  des  Raumes  Rn,  welche  stets  den  Punkt 
mit  den  Coordinaten:  (Xi^)Tie)  in  den  Punkt  mit  den  Coordinaten: 
W)'^{e)  Überführt.  Wir  werden  nachweisen,  dass  diese  Transformation 
T  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f  -  •  •  Xrf  in  bezüglich: 
Yj/*-  •  •  Yrf  überführt,  dass  also  unsere  beiden  r-gliedrigen  Gruppen 
gerade  vermöge  der  Transformation  T  mit  einander  ähnhch  sind. 

Die  Transformation  T  befriedigt  alle  die  unendlich  vielen  sym- 
bolischen Gleichungen: 

(14)  (aj,°)2'(,,T  =  (2,,«)3;,,), 

mit  den  r  willkürlichen  Parametern  e^^-  •  -er,  sie  ist  sogar  durch  diese 
Gleichungen  definirt.  Hieraus  geht  hervor,  dass  T  zugleich  die  folgen- 
den symbolischen  Gleichungen  erfüllt: 
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welche  Werthe  auch  die  Parameter  e  und  e    haben  möo-en. 

Verbinden  wir  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (14),  welche 
wir  offenbar  auch  schreiben  können: 

_  {x?)T^,,  =  (2/,«)X,,)T-S 

SO  erhalten  wir: 

(2/,«)a;,..,T-' r,„T  =  (y,«)%,s„) , 

oder,  was  dasselbe  ist: 

(15)  (2/,«)^(0T-^T(.)TX^/=  {yP)%^,,, 

Der  Punkt:  {yP)%^^o)  kann  bei  geeigneter  Wahl  von  e/--.e/  mit 
jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  in  dem  R^  zur  Deckung  gebracht 
werden,  also  sagen  die  Gleichungen  (15)  aus,  dass  jede  Transformation 
von  der  Form: 

alle  Punkte  von  allgemeiner  Lage  in  dem  Bn  stehen  lässt.  Das  ist 
aber  offenbar  nur  möglich,  wenn  alle  Transformationen  (16)  mit  der 
identischen  Transformation  zusammenfallen. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  folgenden  cc''  symbolischen  Gleich- 
ungen bestehen: 

dass  also  die  Transformation  T  jede  Transformation  T(,)  der  Gruppe: 
Xif'-Xrf  in  die  entsprechende  Transformation  %^e)  der  Gruppe: 
^if-  '  •  ^rf  überführt.  Mit  andern  Worten,  der  Ausdruck:  e^Xj'-\--- 
•  •  +  CrXrf  verwandelt  sich  bei  der  Ausführung  der  Transformation  T 

in  den  Ausdruck:   e^  YJ -{ 1-  CrYrf  oder,   was  dasselbe  ist,   die  r 

infinitesimalen  Transformationen:  X J •■■  Xrf  gehen  bei  Ausführung 
von  T  in  bezüglich:   YJ'---  Yrf  über. 

Folglich  sind  die  beiden  Gruppen:  XJ-  •  •  X/'  und  ZJ-  •  •  Zrf 
mit  einander  ähnlich  und  das  Theorem  76,  S.  425  ist  nunmehr  auch 
unabhängig  von  dem  Satze  3,  S.  359  bewiesen. 

§  105. 

In    §   100   sahen   wir,    dass    die    daselbst    definirten   Gleichungen: 
(^k  =  (pk{ayh)    eine    Gruppe   darstellen,   und   zwar   erkannten    wir    das 
daraus,  dass  zwischen  den  r  Functionen  (pk{a,  h)  die  r  Identitäten: 
(5)       9^49^1  («;  ?->)•••  9^r(«;  h),  c^'--Cr)^-  q)k{a^  "ttr,  g),(b,  c)  •  •  •  g),(6,  c)) 
bestanden. 

Man  überzeugt  sich  nun  geradeso,  dass  auch  die  Gleichungen: 

(18)  ük    =  (Pk{h^  •  '  -hry    a^'  '  •  ttr)         (A  =  1  •  .  .  r) 
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in  den  Veränderlichen  a  eine  Gruppe  mit  den  Parametern  h  darstellen 
und  zwar  eine  r-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe. 

Nur  einige  Bemerkungen  über  diese  neue  Gruppe. 

Dieselbe  besitzt  die  bemerkenswerthe  Eigenschaft,  dass  jede  ihrer 
Transformationen  mit  jeder  Transformation  der  Parametergruppe: 
ük  =  (pk{ajh)  vertauschbar  ist.  Führt  man  nämlich  zuerst  die  Trans- 
formationen (18)  aus  und  sodann  irgend  eine  Transformation: 

«/  ==  q^ki^i    '  '  '   «/;   C^'  •  •  Cr)         (/:  =  1  •  •  •  r) 

der  Parametergruppe:  a^  ==  (pk{ci}i') y  so  erhält  man  die  Transformation: 
«/  =  (fkifPiQ),  a)  '  ■  •  (pr(h,  a),  Cj  •  •  •  Cr)    (^  =  1  •  --r), 

welche  wegen  der  Identitäten  (5)  auf  die  Form: 

dk'  =  (fkih  '  •  'hry  (pi  (a,  c)  •  •  •  q)r(a,  c))      (*  - 1  •  •  •  r) 

gebracht  werden  kann.    Diese  Transformation  kann  aber  auch  dadurch 

erhalten  werden,  dass  man  zuerst  die  Transformation: 

Cik   =  (Pki^i  ■  •  •  Clrj    C^'  -  '  Cr) 

der  Parametergruppe  ausführt  und  sodann  die  Transformation: 

dk'  =  <PkQ>^  •  '  'hr,  a/  •  •  •  a/) 
der  Gruppe  (18). 

Demnach  ist  die  Gruppe  (18)  nichts  anderes  als  die  zur  Para- 
metergruppe gehörige  reciproke  einfach  transitive  Gruppe*);  sie  ist 
nach  Theorem  G8,  S.  380  mit  der  Parametergruppe  gleichzusammen- 
gesetzt und  sogar  ähnlich;  sie  ist  überdies  natürlich  auch  mit  der 
Gruppe:  x{  =  fi(x^  a)  selbst  gleichzusammengesetzt. 


Kapitel   22. 

Die  Bestinamung  aller  r-  gliedrigen  Gruppen. 

Bereits    im    Kapitel  17,  S.  297    haben    wir   hervorgehoben,    dass 
jedes  System  von  Constanten  C/^-s,  welches  die  Relationen: 

Ciks  +  Ckis  =  0 


(0 


^J  Kpikv^vjs  "T"  (^kjvCvis  "T"  CjiyCyJcs)  0 


{i,  kj,s^l---  r) 

befriedigt,   eine  mögliche  Zusammensetzung  r-gliedriger  Gruppen  dar- 
stellt, dass  es  immer  r-gliedrige  Gruppen  giebt,  deren  Zusammensetzung 


*)  Die  Bemerkung,  dass  die  beiden  im  Texte  besprochenen  Gruppen  (G) 
und  (18)  in  solcher  Beziehung  zu  einander  stehen,  dass  die  Transformationen  der 
einen  mit  den  Transformationen  der  andern  vertauschbar  sind,  ist  von  Engel. 
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eben  durch  dieses  S^^stem  von  c^-,  bestimmt  wird.  Der  Beweis  hierfür 
wird  aber,  wie  wir  damals  bemerkten,  erst  im  zweiten  Abschnitte  in 
voller  Allgemeinheit  geliefert;  dort  werden  wir  uns  ein  beliebiges 
System  dks  von  der  bewussten  Beschaffenheit  vorgelegt  denken  und 
werden  nachweisen,  dass  jedenfalls  nur  die  Integration  simultaner 
Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erforderlich  ist,  um 
die  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  zu  finden, 
welche  die  Zusammensetzung  c^s  hat.  Die  endlichen  Gleichungen  dieser 
Gruppe  ergeben  sich  dann  nach  Kap.  4  und  9  ebenfalls  durch  In- 
tegration gewöhnlicher  Differentialgleichungen. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  nun  zeigen  wir  zweierlei: 
Erstens  denken  wir  uns  die  endlichen  Gleichungen: 

^i   ==  fii^l-  •  '  ^n,    «1  •  •  •  «;•)        0  =  1  •  •  •  n) 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  vorgelegt  und  zeigen,  wie  man  jedenfalls 
durch  Integration  simultaner  Systeme  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen alle  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  finden  kann,  welche 
mit  der  Gruppe:  xl  ==  fi(x,  a)  gleichzusammengesetzt  sind. 

Zweitens  zeigen  wir,  dass  sich  ohne  Integration  alle  r-gliedricen 
intransitiven  Gruppen  bestimmen  lassen,  sobald  man  alle  transitiven 
Gruppen  mit  r  oder  weniger  Parametern  kennt. 

Verbinden  wir  diese  Ergebnisse  mit  dem  oben  Gesagten  und 
nehmen  wir  noch  hinzu,  dass  nach  Theorem  53,  S.  300  die  Bestimmung 
aller  möglichen  Zusammensetzungen  von  Gruppen  mit  gegebener  Para- 
meterzahl nur  algebraische  Operationen  verlangt,  so  erkennen  wir 
sofort  Folgendes: 

Ist  die  ZaJd  r  gegeben,  so  erfordert  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen 
Gruppen  ausser  ausführbaren  Operationen  höchstens  die  Integration  simul- 
taner Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  natürlich  die  Frage,  ob  die  Integration 
der  auftretenden  Differentialgleichungen  ausführbar  ist  oder  nicht.  Doch 
können  wir  weder  in  diesem  Kapitel  noch  an  den  betreffenden  Stellen 
des  zweiten  Abschnitts  auf  solche  Fragen  eingehen,  denn  die  Beant- 
wortung derselben  setzt  Integrationstheorien  voraus,  welche  nicht  wohl 
in  einem  Werke  über  Transformationsgruppen  entwickelt  werden  können, 
welche  vielmehr  eine  gesonderte  Behandlung  verlangen. 

§  106. 
In   diesem   Paragraphen    stellen    wir   verschiedene    Methoden   zur 
Bestimmung  von    einfach   transitiven   Gruppen    zusammen,    theils   weil 
diese  Methoden  iui  Folgenden  Anwendung  finden,    theils   weil   sie  an 
und  für  sich  bemerkonswerth  sind. 
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Es  seien  zunächst  die  endlichen  Gleichungen: 

(2)  Xl=  fi(Xi'  •  '  Xn,    a^-  '  '  ttr)  (t  =  1  •  •  •  r) 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  vorgelegt.  Wir  suchen  die  endlichen  Gleich- 
ungen einer  einfach  transitiven  Gruppe,  welche  mit  der  vorgelegten 
Gruppe  gleichzusammengesetzt  ist. 

Nach  Kap.  21,  S.  404  ist  die  Parametergruppe  der  Gruppe  (2) 
einfach  transitiv  und  mit  der  Gruppe  (2)  gleichzusammengesetzt.  Nun 
lassen  sich  die  endlichen  Gleichungen: 

dieser  Parametergruppe  durch  ausführbare  Operationen,  nämlich  durch 
Auflösung  endlicher  Gleichungen  finden.  Also  können  wir  die  end- 
lichen Gleichungen  einer  einfach  transitiven  Gruppe  von  der  verlangten 
Beschaffenheit  aufstellen,  eben  die  bewusste  Parametergruppe. 

Wir  haben  somit  das 

Theorem  77.  Siotd  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-glied- 
rigen Gruppe  vorgelegt,  so  Izann  man  durch  ausführbare  Ope- 
rationen die  endlichen  Gleichungen  einer  gleichzusammen- 
gesetzten einfach  transitiven  Gruppe  finden. 

Offenbar  sind  mit  dieser  einen  einfach  transitiven  Gruppe  auch 
alle  andern  einfach  transitiven  Gruppen  gegeben,  welche  mit  der 
Gruppe:  Xi'=fi(x,a)  gleichzusammengesetzt  sind;  dieselben  sind  ja 
dem  Theorem  64,  S.  340  zufolge  alle  unter  einander  ähnlich. 

Nehmen  wir  andererseits  an,  dass  nicht  die  endlichen  sondern 
blos  die  infinitesimalen  Transformationen: 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  vorgelegt  sind,  und  suchen  wir  die  infinite- 
simalen Transformationen  einer  gleichzusammengesetzten  einfach  tran- 
sitiven Gruppe  zu  bestimmen. 

Augenscheinlich  haben  wir  diese  Aufgabe  bereits  in  Kap.  9,  S.  156 
und  157  gelöst,  nur  ist  sie  dort  anders  gefasst,  weil  wir  damals  den 
Begriff  der  einfach  transitiven  Gruppe  und  des  Gleichzusammengesetzt- 
seins noch  nicht  hatten.  Unsere  damalige  Lösung  der  Aufgabe  können 
wir  jetzt  so  aussprechen: 

Satz  1.     Sifid  die  infinitesimalen  Transformationen: 


X,/-=_2^|,,(.r.  •••*„)£ 


einer  r-gliedrigen   Gruppe   vorgelegt^   so   findet  man   folgendermassen  die 
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infinitesimalen    Transformationen    einer    gleichzusammengesetzten    einfach 
transitiven  Gruppe:  Man  setze: 


(Ä  =  i 


1  ^^) 

(,«  =  1,  2  .  .  .  r— 1), 

6^7(?e  &  r  infinitesimalen  Transformationen: 

W,f=  X,f+  ZiV+  •  •  •  +  Xt-'^f      (.  =  !....) 
ww<?   hestimme   irgend   rn  —  r   unabhängige  Lösungen:   u^  ■  -  -  Unr-r   des 
r-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

führt  man  dann  u^  -  •  •  Unr-r  nehst  r  geeigneten  Functionen:  y^-  -  -  ijr  der 
nr  Veränderlichen  x^^  als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein  und  erhält 
man  auf  diese   Weise  die  infinitesimalen  Transformationen: 


1 


IL 

dyj 

versteht  man  ausserdem  unter  u^  •  •  ■  uln-r  numerische  Constanten  ^  so  er- 
zeugen die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

r 
'^kf=^j  rjkj  {Vi"  -yrj    Ur  '  •  Unr-r)  J^        (i  =  1  •  •  •  r) 

1  ^ 

eine  einfach  transitive  Gruppe,  die  mit  der  Gruppe:    XJ---  Xrf  gleich- 
zusammengesetzt ist.     Sind:  XJ---  Xrf  durch  die  Relationen: 

r 

[Xi Xk)  ===  ^s  Ciks  Xgf 
1 
verJcnüpft,  so  bestehen  zwischen  'iB^f '-- ^rf  dieselben  Relationen: 

(Sß.Sß.)  ==^s  Ca.  Ä/. 
1 
Das  Verfahren,  welches  in  dem  vorstehenden  Satze  beschrieben 
ist,  verlangt  die  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  und 
diese  Integration  wird  natürlich  nicht  immer  ausführbar  sein.  Theo- 
retisch ist  das  ja  ganz  gleichgültig,  da  wir  in  dem  gegenwärtigen 
Kapitel  doch  nicht  ohne  Integrationen  auskommen.  Gleichwohl  werden 
wir  in  den  Entwickelungen  der  nächsten  Paragraphen  von  dem  be- 
schriebenen Verfahren  nirgends  Gebrauch  machen,  wo  es  sich  um  die 
wirkliche  Aufstellung  einfach  transitiver  Gruppen  handelt,  wir  werden 
es  nur  an  einer  Stelle  anwenden,  wo  es  gilt,  die  Existenz  einer  ein- 
fach transitiven  Gruppe  mit  gewissen  Eigenschaften  nachzuweisen. 
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Endlich  wollen  wir  uns  noch  auf  den  Standpunkt  stellen,  dass 
wir  uns  blos  eine  Zusammensetzung  r-gliedriger  Gruppen  geo-eben 
denken,  also  ein  System  von  Ca-sj  welches  die  Gleichungen  (1)  be- 
friedigt. Wir  werden  zeigen,  dass  es  zum  mindesten  in  sehr  vielen 
Fällen  möglich  ist,  durch  ausführbare  Operationen  die  endlichen  Gleich- 
ungen einer  einfach  transitiven  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Ca-^ 
aufzustellen. 

Wir  benutzen  dazu  das  Theorem  52,  S.  296.  Nach  demselben 
stehen  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

E,f=^  C/M-  Cj  J^  i-  =  1  •  .  .  r) 

paarweise  in  den  Beziehungen: 

1 
erzeugen   also   eine   lineare   homogene  Gruppe    in   den  Veränderlichen: 
e^-'-ßr.     Diese  Gruppe   ist   insbesondere  r-gliedrig,    wenn   nicht   alle 
r- reihigen    Determinanten    verschwinden,    deren    Horizontalreihen    die 
Form  besitzen: 

I    Cjik  Cj2k  •  •  •  Cjrk   I  (;,  A-  =  1  .  .  .  r), 

sie  hat  dann  offenbar  die  Zusammensetzuncr  C;i.,. 

Nun  lassen  sich  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  EJ-"Erf 
durch  ausführbare  Operationen  aufstellen  (vgl.  S.  273);  wenn  daher 
jene  Determinanten  nicht  alle  gleich  Null  sind,  so  können  wir  die 
endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung du  angeben.  Daraus  folgt  aber  sofort  (Theor.  77,  S.  431), 
dass  wir  auch  die  endlichen  Gleichungen  einer  einfach  transitiven 
Gruppe  von  der  Zusammensetzung  c^,  angeben  können. 

Hiermit  haben  wir  den  nachstehenden  Satz  gewonnen: 
Satz  2.     Ist  ein  System  von  Constanten  Ciks  vorgelegt,   tvelches   die 
Gleichungen: 

Ciks  +  Ckis  ==  0 
r 

^^  '  ^'  ((^ikv  Crjs  +  Ckjv  Cris  +  Cßr  C^ks)  =  0 

1 

(/,  k,  j,  s  =  l  •  ■  -r) 

hefriedigt  und  welches  so  heschaffen  ist,  dass  nicht  alle  r-reihigen  Deter- 
minanten verschwinden,  deren  Horisontalreihen  die  Form  haben: 

I   Cjik  Cj2k  '  '  •  Cjrk   I  (i,  Ä-  =  1  .  .  .  r), 

so  Icann  man  stets  durch  ausführbare  Operationen  die  endlichen  Gleich- 
ungen  einer  einfach  transitiven  Gruppe  von'  der  Zusammensetzung  dks  finden. 

Theorie  der  Transformatiousgriippen.  og 
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Dasselbe  lässt  sich  übrigens  in  ganz  analoger  Weise  auch  noch 
für  andere  Systeme  von  Cks  beweisen,  doch  wollen  wir  darauf  nicht 
weiter  eingehen.     Nur  eine  Bemerkung  noch. 

Sind  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f-  •  •  Xrf 
vorgelegt,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  ist  zugleich  das 
System  von  c^s  gegeben,  welches  zu  der  betrefienden  Gruppe  gehört. 
Ist  nun  dieses  System  von  Cjks  so  beschaffen,  dass  die  in  Satz  2  be- 
zeichneten Determinanten  nicht  alle  verschwinden,  so  enthält  die 
Gruppe:  X^f-  •  •  X,./' augenscheinlich  keine  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformation  (vgl.  S.  276),  also  erkennen  wir,   dass  Folgendes  gilt: 

Sind  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f •  •  •  Xrf 
vorgelegt^  welche  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  so  kann  man  jedenfalls 
dann,  wenn  diese  Gruppe  Iceine  ausgezeichneten  infinitesimalen  Trans- 
formationen enthält,  durch  ausführbare  Operationen  die  endlichen  Gleich- 
ungen einer  einfach  transitiven  Gruppe  aufstellen,  welche  mit  der  Gruppe: 
X^f  •  ■  '  Xrf  gleichsusammengesetzt  ist. 

§  107. 
Nunmehr  nehmen  wir  das  erste   der  beiden  Probleme   in  Angriff", 
deren  Erledigung  wir  in  der  Einleitung  des  Kapitels  versprochen  haben. 
Wir  denlcen  uns  also  die  endlichen  Gleichingen: 

(2)  Xi  =  fi  (X^   '  •  ■  Xn  ,    a^  '  '  ■  ar)  (t  =  1  •  •  •  «) 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  vorgelegt  und  stellen  uns  die  Atifgahe,  alle 
r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  mi  bestim^nen,  welche  mit  der  vor- 
gelegten Gruppe  gleiehsusammengesetzt  sind. 

Wenn  eine  r-gliedrige  Gruppe  F  irgend  eines  Raumes  transitiv 
und  mit  der  Gruppe:  Xi  =  fix,  a)  gleichzusammengesetzt  ist,  so  gilt 
dasselbe  offenbar  auch  von  allen  mit  T  ähnlichen  Gruppen  desselben 
Raumes.  Es  liegt  daher  nahe,  die  gesuchten  Gruppen  in  Classen  ein- 
zutheilen,  indem  man  in  ein  und  dieselbe  Classe  alle  Gruppen  von  der 
verlangten  Beschaffenheit  rechnet,  welche  gleichviele  Veränderliche 
enthalten  und  ausserdem  mit  einander  ähnlich  sind.  Den  Inbegriff' 
aller  Gruppen,  welche  einer  solchen  Classe  angehören,  bezeichnen  wir 
als  einen  Typus  von  transitiven  Gruppen  gegebener  Zusammensetzung. 

Diese  Eintheilung  der  gesuchten  Gruppen  in  Typen  hat  den  Vor- 
theil,  dass  wir  nicht  nöthig  haben,  die  gesuchten  Gruppen  wirklich 
alle  hinzuschreiben.  Ist  nämlich  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit bekannt,  so  sind  zugleich  alle  mit  ihr  ähnlichen  Gruppen 
bekannt,  also  alle  Gruppen,  welche  demselben  Typus  angehören.  Es 
genügt  daher  vollständig,  wenn  wir  aufzählen,  wie  viele  verschiedene 
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Typen  der  gesuchten  Gruppen  es  giebt  und  wenn  wir  für  jeden  ein- 
zelnen Typus  einen  Repräsentanten  angeben,  also  eine  Gruppe,  welche 
dem  betreifenden  Typus  angehört. 

Um  unser  Problem  zu  erledigen,  schlagen  wir  nun  den  folgenden 
Weg  ein: 

Zunächst  gehen  wir  ein  Verfahren  an,  welches  transitive^  mit  der 
Gruppe:  Xi  =  fi(x,a)  gleichzusammengesetzte  Gruppen  liefert.  Sodann 
führen  wir  den  Nachweis,  dass  man  durch  dieses  Verfahren  jede  Gruppe 
von  der  betreffenden  Beschaffenheit  erhalten  Tcann,  dass  man  insbesondere 
für  jeden  Typus  von  solchen  Gruppen  wenigstens  einen  Eepräsentanten 
findet.  Endlich  geben  wir  Kriterien  zur  Entscheidung  darüber,  ob  zwei 
verschiedene  durch  unser  Verfahren  erhaltene  Gruppen  mit  einander  ähn- 
lich sind  oder  nicht,  ob  sie  also  demselben  Typus  angehören  oder  nicht. 
Dadurch  sind  tmr  dann  in  den  Stand  gesetzt,  die  Zahl  der  vorhandenen 
von  einander  verschiedenen  Typen  zu  üherblicJien  und  haben  zugleich  für 
jeden  dieser  Typen  einen  Bepräsentanten. 

Das  ist  das  Programm,  welches  wir  im  Folgenden  durchführen 
werden. 


Es  seien: 


Ykf  =^J  ri,j  (y,---  yr)  M-       (k^i 
1  j 


unabhängige  iufinitesimale  Transformationen  einer  einfach  transitiven 
Gruppe,  welche  mit  der  Gruppe:  Xi  =  f{x,a)  gleichzusammengesetzt 
ist.     Ferner  seien: 


^kf=^^j^kj{yi"'yr) 


of 


{k  =  i 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  zugehörigen  reciproken 
Gruppe,  welche  nach  Theorem  68,  S.  380  ebenfalls  einfach  transitiv 
und  mit  der  Gruppe:  Xi  =  fi(x,a)  gleichzusammengesetzt  ist. 

Offenbar  können  alle  diese  Voraussetzungen  erfüllt  werden.  Zwei 
einfach  transitive  Gruppen  von  der  angegebenen  Beschaffenheit  sind 
zum  Beispiel  die  im  vorigen  Kapitel  definirte  Parametergruppe: 

«4  =  fpkip^  •  '  •  ar,  b^'  '  -br)        (*  =  1  .  •  .  7-) 
der  Gruppe:  Xi  =  f{x,a)  und  ihre  reciproke  Gruppe: 

Clk  =  9/.(&i  '  '  ■  br  ,    a^^  ■  •  '  ttr)  (i  =  1  .  .  .  r) , 

von  beiden  können  ja  sogar  die  endlichen  Gleichungen  durch  ausführ- 
bare Operationen  aufgestellt  werden. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  zur  Auseinander- 
setzung des  oben  angekündigten  Verfahrens,  welches  transitive  Gruppen 

28* 
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liefert,  die  mit  der  Gruppe:  Xi  =  fi(x,a)  gleichzusammeiigesetzt  sind. 
Dabei  können  wir  offenbar  die  Gruppe:  x'i  =  fi(Xj  a)  durcli  die  Gruppe: 
Y-^^f'  •  •  Yrf  ersetzen. 

In  Kap.  17,  S.  305 — 307  zeigten  wir,  wie  jede  bei  einer  Gruppe 
invariante  Zerlegung  des  Raumes  benutzt  werden  kann,  um  eine 
isomorphe  Gruppe  aufzustellen.  Das  wollen  wir  auf  die  Gruppe: 
Y^f  •  ' '  Yrf  anwenden. 

Auf  Grund  von  Theor.  69,  S.  387  suchen  wir  irgend  eine  bei  der 
Gruppe  Yy^f '  •  -Yrf  invariante  Zerlegung  des  Raumes  «/i  *  *  ■  Vr-  Wir 
bestimmen  durch  algebraische  Operationen  eine  m-gliedrige  Unter- 
gruppe der  reciproken  Gruppe:  Z^f  -  •  •  Zrf.    Sind: 

(3)  2^/"==  £^1  ZJ-] h  S^^rZrf         {u=.l..-m) 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  dieser  Untergruppe,  so 
bilden  wir  das  m-gliedrige  vollständige  System: 

Z,f=Or"Zmf=0 
und  berechnen  durch  Integration  desselben  irgend  r  —  m  unabhängige 
Invarianten : 

%(«/l  '••yr)'-  'Ur-m(yi  '  ■  •  Vr) 

der  Gruppe:  Z^f  ■  •  •  Zmf-     Dann  bestimmen  die  Gleichungen: 

(4)  ^1(2/1  "'yr)=  COnst.,    •  .  .  Ur-m{yi  "  '  yr)  =  COUSt. 

eine  bei  der  Gruppe:  Y^f  -  -  -  Yrf  invariante  Zerlegung  des  Raumes 
yi'  '  '  •  yr  in  <x>^~^  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten. 

Nun  führen  wir  %  (y)  '  '  '  %-—m  (y)  nebst  m  andern  geeigneten 
Functionen:  v^  •  •  •  Vm  der  y  als  neue  Veränderliche  in  Y^f-  •  •  Yrf  ein 
und  erhalten: 

r — m 
Ykf=^v  COkr{u^  •  •  .  Ur-m)  ^.  +  ^'  Wkf^il^ 
1  1 

(i  =  l...r). 

Hieraus  bilden  wir  endlich  die  verkürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

df 


_L.  _1_    X-',  ot^,     (01    .  .  .  Ur-rn  ,    ^i  "  '  '  «^m) 


^V 


U]cf=='^v  G)kv(}h  '  '  '  'i^r-m)  -^  (*  = 


r). 


Die    erzeugen    nach    Kap.  17,    Satz  4,    S.  307    eine    mit    der    Gruppe: 
Y^f '  •  •  Yrf  isomorphe  Gruppe  in  den  Veränderlichen:  u^-  -  •  Ur—m- 

Hätten  wir  an  Stelle  von  Ui(y)  -  -  -  iir—m{y)  irgend  welche  andere 
unabhängige  Invarianten:  th(y)  -  -  -  Ur-m(y)  der  Gruppe:  Z^f  ■  •  -  Zmf 
gewählt,  so  hätten  wir  an  Stelle  der  Gruppe:  ÜJ'-  •  -  Urf  eine  andere 
Gruppe  in  den  Veränderlichen:  ni  •  •  •  nr—,n  erhalten,  dieselbe  wäre  aber 


Die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen.  437 

augenscheinlich  mit  der  Gruppe:  U-^f  -  •  •  C/'r/' ähnlich,  da  ih{y)  •  --Ur—miy) 
unabhängige  Functionen  von:  u<^{y)  •  •  ■  Ur—m{y)  sind.  Würden  wir 
u^  (y)  •  '  •  Ur—m  (y)  durch  das  allgemeinste  System  von  r  —  m  un- 
abhängigen Invarianten  der  Gruppe:  Zj/'- ••  Z,,/ ersetzen,  so  würden 
wir  die  allgemeinste  Gruppe  in  r  —  m  Veränderlichen  erhalten,  welche 
mit  der  Gruppe:   U^f  -  -  •  Urf  ähnlich  ist. 

Daraus,  dass  die  Gruppe:  Y^f  ■  •  •  Yyf  einfach  transitiv  ist,  folgt, 
wie  wir  schon  in  Kap.  20,  S.  388  bemerkten,  dass  nicht  alle  (r  —  m)- 
reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

G}ri{u)      •       (Or,r-m{u) 

identisch  verschwinden;  anders  ausgedrückt:  es  ergiebt  sich,  dass  die 
Gruppe:   U^f-  •  •  Ur-mf  in  den  r  —  m  Veränderlichen  u  transitiv  ist. 

Wir  haben  somit  eine  Methode  zur  Aufstellung  transitiver  Gruppen, 
welche  mit  der  Gruppe:  Y^f  -  -  •  Y,-/' isomorph  sind.  Aber  das  genügt 
uns  nicht,  wir  verlangen  transitive  Gruppen,  die  mit  der  Gruppe: 
Y^f'-'Yrf  gleichzusammengesetzt,  also  holoedrisch  isomorph  sind. 
Demnach  ist  die  Gruppe :  U^f  -  •  •  Urf  für  uns  nur  dann  brauchbar, 
wenn  sie  r-gliedrig  ist.     Unter  welchen  Bedingungen  ist  sie  das? 

Da  die  Gruppe:  U^f-  •  •  C/r/' transitiv  ist,  so  enthält  sie  mindestens 
r  —  m  wesentliche  Parameter,  sie  wird  also  im  Allgemeinen  gerade 
r  —  l  wesentliche  Parameter  enthalten,  wo  0  ^  ?  ^  m  ist.  Dann  giebt 
es  nach  S.  307  in  der  Gruppe:  Y^f-  •  •  Yrf  gerade  l  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen,  welche  jede  einzelne  der  oo^—"*  Mannig- 
faltigkeiten (4)  stehen  lassen,  und  diese  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugen  eine  Z-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe:  Y^f---  Yrf. 
Wir  wollen  die  betreffende  Untergruppe  der  Kürze  wegen  mit  g  be- 
zeichnen. 

Ist  M  irgend  eine  allgemein  gelegene  unter  den  Mannigfaltig- 
keiten (4),  so  gestattet  M  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: e^  Yi/"+  ..._[-  CrYrf  die  eine  m-gliedrige  Untergruppe  y 
der  Gruppe:  Y^^f  -  •  ■  Yrf  erzeugen  (ygl.  Seite  388).  In  dieser  Gruppe 
y  ist  natürlich  die  invariante  Untergruppe  g  enthalten.  Andererseits 
gestattet  M  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der 
reciproken  Gruppe:  Z^f-  •  •  Zrf  nämlich:  ZJ'-  •  •  Z^f  die  ja  auch  eine 
m-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Man  kann  daher  nach  Kap.  20,  S.  390 
die  beiden  einfach  transitiven  Gruppen :  Y^f---  Yrf  und  Z^f  -  •  -  Zrf 
derart  holoedrisch   isomorph   auf   einander   beziehen,    dass   der   Unter- 
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gruppe  y  die  Untergruppe:  ZJ--'ZJ'  entspricht.  Dabei  entspricht 
der  invarianten  Untergruppe  g  augenscheinlich  eine  /-gliedrige  in- 
variante Untergruppe  g  der  Gruppe:  ZJ"-Zrf  und  zwar  ist  g  in 
der  Untergruppe:  ZJ---  Zmf  enthalten. 

Wir  sehen  also:  wenn  die  Gruppe:  UJ---  Urf  gerade  (r  —  l)- 
gliedrig  ist,  so  enthält  die  Gruppe:  ZJ-  •  •  Z»/  eine  ?-gliedrige  Unter- 
gruppe /,  welche  in  der  Gruppe:  ZJ---  Zrf  invariant  ist. 

Umgekehrt:  wenn  die  Gruppe:  ZJ'-  •  •  Zmf  eme  ?-gliedrige  Unter- 
gruppe: 

Z[f  ==  hii  Zj/"  +  •  •  •  +  hx„,  Zmf      a :- 1 .  ■  •  0 

enthält,  welche  in  der  Gruppe:  ZJ-  •  •  Zrf  invariant  ist,  so  kann  die 
Gruppe:    TJJ-  -  •  ürf  höchstens  (r  —  Q-gliedrig  sein. 

In  der  That,  unter  der  eben  gemachten  Voraussetzung  bilden  die 
l  von  einander  unabhängigen  Gleichungen: 

(5)  z;/-=o,...z'/=o 

ein  Z-gliedriges  vollständiges  System  mit  r  —  l  unabhängigen  Lösungen 
Es  bestehen  ferner  Relationen  von  der  Form: 

(z,z'{)  =  hn  z;/'  + . . .  +  hu  Z\f 

welche    aussagen,     dass     das    vollständige    System    (5)    die    Gruppe: 

Z^f'  •  •  Zrf  gestattet.     Folglich  stellen  die  Gleichungen: 

(^)  ^1(2/1  •••«//•)  =  const.,  •  .  •  ^r-i{yi  ■  "  Vr)  =  const. 

eine    bei    der    Gruppe    ZJ-'-Zrf   invariante    Zerlegung    des    Raumes 

y^-  '-yr    dar    und    zwar    eine    Zerlegung    in   00'*-^  ?-fach    ausgedehnte 

Mannigfaltigkeiten. 

Diese  cx)'— '  Mannigfaltigkeiten  stehen  zu  den  c»'"-"*  Mannig- 
faltigkeiten : 

(4)  U^  (2/1  ••  •  yr)  =  const.,  .  .  •  Ur-m{yr^  '  '  '  yr)  =  COnst. 

in  einer  sehr  einfachen  Beziehung,  es  besteht  nämlich  jede  der  Mannig- 
faltigkeiten (4)  aus  00'"-'  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  (6).  Das 
folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  u^(y)  "  -  Ur-m(tj)  als  Lösungen  des 
vollständigen  Systems: 

ZJ=Or"Zmf==0 
zugleich   das  vollständige   System   (5)   befriedigen    und    sich    demnach 
als  Functionen  von:  il^i{y)  -  •  -  ipr-i{y)  darstellen  lassen. 

Nun  enthält  die  reciproke  Gruppe:  YJ'-'-Yrfnaeh  Kap.  20,  S.  387 
gerade    l   unabhängige    infinitesimale    Transformationen,    welche   jede 
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einzelne  der  oo^—^  Mannigfaltigkeiten  (6)  stehen  lassen,  also  enthält 
sie  offenbar  wenigstens  l  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
welche  jede  einzelne  der  oo^'^"*  Mannigfaltigkeiten  (4)  stehen  lassen-, 
daraus  aber  folgt  sofort,  dass  die  Gruppe:  U^f---  Urf  unter  der  ge- 
machten Voraussetzung  höchstens  {r  —  /)-gliedrig  sein  kann,  wie  wir 
oben  behaupteten. 

Durch  die  vorstehenden  Entwickelungen  ist  bewiesen:  die  Gruppe: 
U-^f '  •  •  Urf  ist  dann  und  nur  dann  (r  —  ?)-gliedrig,  wenn  die  Gruppe: 
Z^f--'  Zrtif  eine  Z-gliedrige  in  der  Gruppe:  Z^f---  Zrf  invariante  Unter- 
gruppe enthält,  aber  keine  grössere  Untergruppe  von  derselben  Be- 
schaffenheit. Insbesondere  ist  daher  die  Gruppe:  V^f  -  •  •  Urf  dann 
und  nur  dann  r-gliedrig,  wenn  die  Gruppe:  ZJ'---Zmf  ausser  der  iden- 
tischen Transformation  keine  in  der  Gruppe:  Z^f'--Zrf  invariante 
Untergruppe  enthält.  Das  Wort  Untergruppe  ist  hierbei  im  weitesten 
Sinne  zu  fassen,  so  dass  man  also  auch  die  Gruppe:  Z^f---Zmf  selbst 
als  eine  in  ihr  enthaltene  Untergruppe  zu  betrachten  hat. 

Die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammenfassend,  können  wir  nun- 
mehr sagen: 

Theorem  78.     Sind  die  beiden  r-gliedrlgen  Gruppen: 

Y,f  =  yj  ruj  (v/i  .  •  •  ijr)  ^1        (^  =  1  •  •  •  r) 
und: 

Z,f  =^J  &,  (^1  •  •  •  Vr)  1^;        (^-  =  1  •  •  -) 

einfach  transitiv  und  zu  einander  reciproJc,  ist  ferner: 

ZJ  =  £faZJ-\ h  e^,rZrf     (/<  -  1  •  •  •  "0 

eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  ZJ-  -•  Zrf  und  sind: 

unabhängige  Invarianten  dieser  Untergruppe,  so  erzeugen  die 
r  infinitesimalen  Transformationen: 

1  1 

(Ä  ==  1  .  •  .  r) 

in  den  r  —  m  Veränderlichen:  %•  •  -  Ur-m  eine  transitive,  mit  der 
Gruppe  YJ'-  -'  Yrf  isomorphe  Gruppe.  Diese  Gruppe  ist  (r  —  T)- 
gliedrig,  wenn  es  in  der  Gruppe:  ZJ-'-Z^f  eine  l-gliedrige 
aber  h eine  grössere  Untergruppe  giebt,  welche  in  der  Gruppe: 
Z^f  •  •  -^Zrf  invariant  ist.     Sie  ist  daher  insbesondere  dann  und 
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nur  dann  r-gliedrig  und  mit  der  Gruppe:  Y^f-  ■■  Yrf  gleich- 
zusammengeseUt,  ivenn  die  Gruppe:  ZJ •••  Z^J  weder  seihst  in 
der  Gruppe:  ZJ-^Zrf  invariant  ist,  noch  eine  andere  in  der 
Gruppe:  Z^f  -  -  -  Zrf  invariante  Untergruppe  enthält  als  die 
identische  Transformation. 

Ersetzt  man:  u,  («/)••. Ur-.,n(y)  durch  das  allgemeinste  System: 
Ui{y)  '  •  •  Ur-ni{y)  von  r  —  m  unabhängigen  Invarianten  der  Gruppe: 
ZJ'  • '  Zmf,  so  erhält  man  an  Stelle  der  Gruppe:  U^f  • .  •  Urf  die 
allgemeinste  mit  ihr  ähnliche  Gruppe  in  r  —  m  Veränderlichen. 
Ist  insbesondere  die  Gruppe:  UJ--^  Urf  r-gliedrig,  so  erhält 
man  auf  diese  Weise  die  allgemeinste  transitive,  mit  der  Gruppe: 
YJ- "  Yrf  gleichzusammengesetzte  Gruppe,  welche  demselben 
Typus  angehört  wie  die  Gruppe:   UJ-  •  •  Urf. 

Aus  den  zum  Beweise  dieses  Theorems  benutzten  Entwickelungen 
ergiebt  sich  überdies  noch  der  folgende 

Satz  3.  Sind  Y,f  •  -  ^  Yrf  und  ZJ'---  Zrf  zwei  reciprole  einfach 
transitive  Gruppen,  und  ist:  ZJ---  Zif  eine  invariante  l-gliedrige  Unter- 
gruppe der  zweiten,  so  lassen  sich  die  Invarianten  dieser  l-gliedrigen 
Gruppe  auch  definiren  als  die  Invarianten  einer  gewissen  l-gliedrigen 
Gruppe,  welche  in  der  r-gliedrigen  Gruppe:  YJ---Yrf  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Durch  das  Theorem  78  ist  der  erste  Theil  des  auf  S.  435  auf- 
gestellten Programms  erledigt,  wir  sind  im  Besitz  eines  Verfahrens, 
welches  transitive,  mit  der  Gruppe:  x;  =  f{x,a)  gleichzusammengesetzte 
Gruppen  liefert.  Wir  kommen  jetzt  zum  zweiten  Theil,  zu  dem  Nach- 
weis, dass  durch  unser  Verfahren  jede  derartige  Gruppe  gefunden 
werden  kann. 

Es  sei  m  r  —  m  Veränderlichen  irgend  eine  transitive  Gruppe 
vorgelegt,^  welche  mit  der  Gruppe:  x^  =  fix,  a)  gleichzusammengesetzt 
ist;  ihre  infinitesimalen  Transformationen  seien: 


r — m 
^kf  ==^v  ICkr  (Z,'"  Zr-m)  ^       (*  = 


■r). 


Wir  beweisen  zunächst,  dass  es  unter  den  einfach  transitiven 
Gruppen  von  derselben  Zusammensetzung  jedenfalls  eine  giebt,  aus 
welcher  die  Gruppe:  I^f'--I,f  auf  ganz  analoge  Weise  erhalten 
werden  kann,  wie  die  Gruppe:  UJ---  Urf  aus  der  einfach  transitiven 
Gruppe:   YJ'-'Yrf 

Zu  dem  Ende  bilden   wir  nach  Anleitung   von  Satz  1,  S.  431  in 
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den  r{r  —  m)  Veränderlichen:  0^  z^^^  •  •  •^(''—^)  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

w,f  =  se.f  +  xi"  /■+•■•  +  xr-'V  »=!....). 

Sind  nun:  cp^-  •  •  q)R  irgend  (r  —  m)r  —  r  ==  B  unabhängige  Lösungen 

des  r-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(■?)  F,/-=0,  •••  F./=0, 

so    führen    wir    dieselben    nebst   0^  •  •  -  Zr—m  und    noch    m    geeigneten 

Functionen  'z^---'Sm  der  z,  z^^^^  •  •  •  z^''~'^^  als  neue  Veränderliche  ein.    Das 

ist  möglich,  denn  die  Gleichungen  (7)  sind  wegen  der  Transitivität  der 

Gruppe:   dc^f  -  -  •  dlrf  nach:   -^y ,  '  '  ' '^ auflösbar,    es    sind    daher 

z^-  '  •  Zr—m  von  den  Functionen:  (pi'  -  '  cpR  unabhängig.  In  den  neuen 
Veränderlichen  erhalten    W^^f-  •  •  Wrf  die  Form: 

(^•==1  ■■■r), 

und  wenn  wir  hier  den  (p  passende  feste  Werthe  cp^^-  •  •  (p^^  ertheilen 
und  setzen: 

so  sind: 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  einfach  transitiven 
Gruppe,  welche  mit  der  Gruppe:  dc^f  •  •  •  dCrf  und  also  auch  mit  der 
Gruppe:   x{=fi(x,  d)  gleichzusammengesetzt  ist. 

Hiermit  haben  wir  eine  einfach  transitive  Gruppe  von  der  vorhin 
angegebenen  Beschaffenheit  gefunden. 

Die  Gleichungen: 

z^  =  const.,  •  •  •  Zr—m  =  const. 
bestimmen  nämlich  offenbar  eine  bei  der  Gruppe:  2öi/'-  •  •  SS^/  invariante 
Zerlegung  des  Raumes:  z^-  ■  -  Zr—m,  \'  •  -^m  in  oo""-"*  m-fach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeiten.  Die  Gruppe:  B^j/"- • -36^/"  giebt  an,  in  welcher 
Weise  diese  oo'"-'^  Mannigfaltigkeiten  von  der  Gruppe:  Sßi/'- •  •  20^/" 
unter  einander  vertauscht  werden.  Also  besteht  zwischen  den  beiden 
Gruppen:  BEj/-  •  •  3£r/'  und  SSi/*-  •  •  20^/"  ein  ganz  ähnliches  Verhältniss, 
wie  oben   zwischen  den  beiden  Gruppen:    UJ-  •  •  TJrf  und   Y^f  -  ■  ■  Yrf. 

Nunmehr  hat  es  gar  keine  Schwierigkeit  nachzuweisen,  dass  die 
Gruppe:  B^j/-  •  •  Urf  mit  einer  der  Gruppen  ähnlich  ist,  welche  wir 
erhalten,  wenn  wir  das  in  Theorem  78,  S.  439  beschriebene  Verfahren 
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auf  zwei  bestimmte  reciproke  einfach  transitive  Gruppen:  YJ---  Yrf 
und  ZJ-  '  •  Zrf  von  der  betreffenden  Zusammensetzung  anwenden. 

Es  sei:  BJ-  -  •  Brf  die  zu:  'iBj'  •  •  •  ^rf  reciproke  einfach  trans- 
itive Gruppe.  Dieselbe  ist  natürlich  mit  der  Gruppe:  ZJ--'Zrf 
gleichzusammengesetzt  und  daher  auch  ähnlich  (vgl.  Kap.  19,  Theor. 
64,  S.  340). 

Wir  wollen  annehmen,  dass  die  Transformation: 

1^1  =  ^1  (2/1  •  •  •  2/r),         •  •  •  ^m  ==  ^m(2/i  '  '  "  2//) 

die  Gruppe:  ZJ---Zrf  in  die  Gruppe:  BJ-  •  •  Brf  überführt.  Dann 
geht  nach  Kap.  20,  S.  381  bei  derselben  Transformation  zugleich  die 
Gruppe:  Y,f'--Yrfm  die  Gruppe:  3ßi/'-.-2ö;./' über,  es  bestehen  also 
vermöge  (8)  Relationen  von  der  Form: 


i"./-^I>/SB/    (^  = 


r)> 


WO    die    Determinante    der    Constanten   \)i,j   nicht    verschwindet.     Aus 
diesen  Relationen  aber  folgen  sofort  die  Relationen: 


(9)  ^r,.,„^=^^,.x,/.  (,=,...„, 

1  ^  1 

Avelche  ebenfalls  vermöge  (8)  identisch  bestehen. 
Hierin  liegt,  dass  die  Gleichungen: 

^1(2/1  ■  "yr)  =  COnst.,    .  •  .  Zr-vt{yi  '  '  '  l/r)  ^  COUSt. 

eine  bei  der  Gruppe:  Z^f  •  -  •  Zrf  invariante  Zerlegung  des  Raumes 
tfi  -  •  •  yr  darstellen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  z^  (y)  •  • 
■  •  Zr—m{y)  unabhängige  Invarianten  einer  ganz  bestimmten  m-gliedrigen 
Untergruppe  g  der  Gruppe  ZJ-"Zrf  ^m(^.  Folglich  erhalten  wir  die 
Gruppe:  ^if-  -  -  ?^rf  durch  das  in  Theorem  78,  S.  439  beschriebene 
Verfahren,  wenn  wir  uns  folgendermassen  einrichten:  Als  Gruppe: 
Z^f-  '  '  Zmf  wählen  vyrir  die  eben  defmirte  m-gliedrige  Untergruppe  g 
der  Gruppe:  ZJ'-'-Zrfj  als  Functionen:  u^{y)  •  -  ■  Ur-nt{y)  wählen  wir 
die  eben  besprochenen  Invarianten:  z^{y)  -  -  •  Zr—,n{y)  der  Gruppe  g. 
Unter  diesen  Voraussetzungen  bestehen  nämlich  die  Relationen  (9), 
in  denen  die  Ausdrücke  rechter  Hand  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  Gruppe:  21 J' •  ■  ■  Urf  sind. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  man  durch  das  Verfahren,  welches  in 
Theorem  78,  S.  439  beschrieben  ist,  jede  transitive  mit  der  Gruppe: 
x'i=  fi{Xyd)  isomorphe  Gruppe  finden  kann.  Wir  können  daher  das 
folgende  Theorem  aussprechen: 
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Theorem  79.     Sind  die  endlichen  Gleichungen:  . 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  vorgelegt,  so  findet  man  folgender- 
massen  alle  transitiven  Gruppen,  iveletie  mit  dieser  Gruppe 
gleichzusammengesetzt  sind: 

Man  bestimmt  zunächst,  tvas  nur  ausführbare  Operationen 
verlangt,  zivei  r-gliedrige  einfach  transitive  Gruppen: 

und:  ^ 

welche  zu  einander  reciprok  und  mit  der  vorgelegten  Gruppe 
gleichzusammengesetzt  sind.  Sodann  stellt  man  durch  alge- 
braische Operationen  alle  diejenigen  Untergruppen  der  Gruppe: 
Z^f-'-Zrfauf,  tvelche  weder  in  dieser  Gruppe  invariant  sind, 
noch  eine  andere  in  dieser  Gruppe  invariante  Untergruppe 
enthalten  als  die  identische  Transformation.  Jede  der  gefun- 
denen Untergruppen  liefert  nach  Anleitung  von  Theorem  78  alle 
transitiven  mit  der  Gruppe:  x-  -=^fi{x,d)gleichzusammengesetztcn 
Gruppen,  tvelche  einem  geivisscn  Typus  angehören.  Bestimmt 
man  diese  Gruppen  für  jede  der  gefundenen  Untergruppen,  so 
erhält  man  alle  transitiven  Gruppen,  welche  mit  der  Gruppe: 
Xi  =  fi{x,  a)  gleichzusammengcsetzt  sind.'*) 

Der  zweite  Theil  unseres  Programms  ist  nunmehr  durchgeführt, 
wir  sind  im  Stande,  alle  Typen  von  transitiven,  mit  der  Gruppe: 
Xi=fi(x,a)  gleichzusammeugesetzten  Gruppen  anzugeben.  Jede  Unter- 
gruppe der  Gruppe:  Z^f---Zrf,  welche  die  in  Theorem  79  angezeigte 
Beschaffenheit  hat,  liefert  uns  einen  solchen  Typus.  Es  erübrigt  noch 
zu  entscheiden,  wann  zwei  verschiedene  Untergruppen  der  Gruppe: 
ZJ---  Zrf  verschiedene  und  wann  sie  dieselben  Typen  liefern. 

Die  m  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


Z,,f  =^^   ^^ikZkf         (/"  =  ! 


m) 


mögen  eine  m-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche  weder  in  der  Gruppe: 
Z^f '  •  '  Zrf  invariant  ist,  noch  eine  andere  in  der  Gruppe:  Z^f  -  •  •  Zrf 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.,  Bd.  10,  Christiania  1885,  und  Verh.  der  Gesellsch. 
d.  W.  zu  Chr.  a.  1884;  Berichte  der  Kgl.  Sachs.  G.  d.  W.,  1888. 
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invariante  Untergruppe  enthält  als  die  identische  Transformation. 
Die  Functionen: 

seien  unabhängige  Invarianten  der  Gruppe:  ZJ-  •  •  Z,«/!  Unter  diesen 
Voraussetzungen  ist  nach  Theorem  79  die  Gruppe: 

r—m  r—vi 

U,f  =-^    r,  n,  -^  =^  09,,  {U,  .  .  .  Ur-„,)   j^        {k  =  l...r) 

in  den  r  —  m  Veränderlichen:  u^-'-Ur-m  mit  der  Gruppe:  X;'  =  fi(x,a) 
gleichzusammengesetzt  und  überdies  transitiv,  sie  ist  daher  ein  Re- 
präsentant desjenigen  Typus  von  solchen  Gruppen,  welcher  der  Unter- 
gruppe: ZJ'-  •  '  Z,nf  entspricht. 

Soll  eine  andere  Untergruppe  der  Gruppe:  ZJ'--Zrf  denselben 
Gruppentypus  liefern,  so  muss  sie  offenbar  w-gliedrig  sein,  denn  nur 
dann  kann  sie  transitive,  mit  der  Gruppe:  x-  =fi(x,a)  gleichzusammen- 
gesetzte Gruppen  in  r  —  m  Veränderlichen  liefern. 

Nehmen  v^ir  daher  an,.dass: 


2„f=^  i,kZ,f 


(,«  =  1  .  .  .  m) 


eine  andere  m-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  ZJ---  Zrf  ist,  und 
dass  auch  diese  Untergruppe  weder  in  der  Gruppe  ZJ"'Zrf  invariant 
ist,  noch  eine  andere  in  der  Gruppe:  ZJ'-  -  ■  Zrf  inYarianie  Untergruppe 
enthält  als  die  identische  Transformation.  Unabhängige  Invarianten 
der  Gruppe:  QJ-"  Q^f  seien: 

Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  auch  die  Gruppe: 

in  den  r  —  m  Veränderlichen:  \i^---Vir-m  transitiv  und  mit  der  Gruppe: 
^i  =  fi{^j  ci)  gleichzusammengesetzt. 

Die  Frage,  ob  die  beiden  Untergruppen:  ZJ"-Z,nf  und  Qj-'-Qm/' 
der  Gruppe:  Zi/"- ••  Z^/"  denselben  Gruppentypus  liefern  oder  nicht, 
kann  nun  offenbar  auch  so  ausgesprochen  werden:  Sind  die  beiden 
Gruppen:   ÜJ'---  Urf  und:  Uj^-"Urf  mit  einander  ähnlich  oder  nicht? 

Die  beiden  Gruppen,  um  welche  es  sich  jetzt  handelt,  sind  transitiv; 
ob  sie  ähnlich  sind  oder  nicht  ähnlich,  kann  daher  auf  Grund  von 
Theorem  76,  S.  425  entschieden  werden. 

Wir  ersehen  daraus,  dass  die  Gruppen:  U^f"-  Urf  und:  Uj-'-Urf 
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dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich  sind,  wenn  es  möglich  ist, 
sie  derart  holoedrisch  isomorph  auf  einander  zu  beziehen,  dass  die 
folgende  Bedingung  erfüllt  ist:  Der  allgemeinsten  Untergruppe  der 
Gruppe:  U^f  •  •  •  TJrf,  welche  ein  beliebig  gewähltes  aber  bestimmtes 
Werthsystem:  n^  =  ii^^  •  •  •  iir—m  =  Ur—m  von  allgemeiner  Lage  invariant 
lässt,  muss  die  allgemeinste  Untergruppe  der  Gruppe:  U^f  -  •  •  Urf  ent- 
sprechen, welche  ein  gewisses  Werthsystem:  Vli  =  VL^^y' •- Ur—m=  VLr—m 
von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt. 

Nun  sind  die  Gruppen:  U^f  -  •  •  Urf  und:  U^f'  —  Vir—mf  durch  ihre 
Herleitung  beide  auf  die  Gruppe:  Y^^f  •  •  •  Yrf  holoedrisch  isomorph 
bezogen,  also  können  wir  das  nothwendige  und  hinreichende  Kriterium 
für  ihre  Aehnlichkeit  offenbar  auch  so  aussprechen:  Aehnlichkeit  findet 
dann  und  nur  dann  statt,  tvenn  es  möglich  ist,  die  Gruppe:  Y^f  -  •  •  Yrf 
derart  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  m  beziehen,  dass  ihrer  gr'össten 
Untergruppe  G,  welche  die  Mannigfaltigheit: 

(10)  U^  (2/1  ••  •  yr)  =  ^«l",    •  •  •  Ur-,n{yi  '  '  '  Vr)  =  %^-m 

festhält,  ihre  grösste  Untergruppe  @  entspricht,  welche  die  Mannigfaltigkeit: 

(11)  Ui  (2/1  •  •  •  IJr)  =  Ui^    •  •  •  Ur-m{gi  "  '  Vr)  =  «/•-« 

festhält. 

Das  hiermit  gefundene  Kriterium  kann  auf  eine  andere  bemerkens- 
werthe  Form  gebracht  werden.  In  der  That,  betrachten  wir  die  zur 
Gruppe:  Y^f -- -  Yrf  reciproke  Gruppe:  ZJ'---Zrf  In  derselben  ist: 
Zj/*-  •  •  Z„/  die  grösste  Untergruppe,  welche  die  Mannigfaltigkeit  (10) 
invariant  lässt  und:  Sif'''S>mf  ist  die  grösste  Untergruppe,  welche 
die  Mannigfaltigkeit  (11)  invariant  lässt.  Nach  Kap.  20,  Satz  8,  S.  390 
kann  man  daher  die  beiden  Gruppen:  YJ'"-  Yrf  und  ZJ'-'-Zrf  derart 
holoedrisch  isomorph  auf  einander  beziehen,  dass  der  Untergruppe  G 
die  Untergruppe:  Zj/- • -Z;,,/' entspricht;  man  kann  sie  aber  auch  derart 
holoedrisch  isomorph  auf  einander  beziehen,  dass  der  Untergruppe  @ 
die  Untergruppe:   '^J---  ^mf  entspricht. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  Gruppe:  Y^f---  Yrf  dann  und 
nur  dann  in  der  eben  beschriebenen  Weise  holoedrisch  isomorph  auf 
sich  selbst  beziehen  kann,  wenn  es  möglich  ist,  die  Gruppe:  Z^f-'-Zrf 
derart  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  zu  beziehen,  dass  der 
Untergruppe:  ZJ-  ■  •  Z„/  die  Untergruppe:  ^J-  -  •  9,^f  entspricht. 

Wir  haben  somit  das: 

Theorem  80.     Sind  die  beiden  r-gliedrigen  Gruppen:  • 


und: 


Y,f  =^j  rj,j(y,  --^yr)  ^     (*  =  1 
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1  ^ 

einfach  transitiv  und  ^u  einander  reciprok,  sind  ferner: 

?• 

1 

und: 

r 
1 

zwei  m-gliedrige  Untergruppen  der  Gruppe:  ZJ^-  •  •  Zrf,  ivclche 
leide  weder  in  dieser  Gruppe  invariant  sind,  noch  eine  andere 
in  dieser  Gruppe  invariante  Untergruppe  enthalten^  als  die 
identische  Transformation,  sind  endlich:  u^{y)  -  - »  Ur—m{y)  und: 
^i{y)"  '^^r-7u{y)  hezüglich  unabhängige  Invarianten  dieser  beiden 
m-gliedrigen  Untergruppen,  so  sind  die  beiden  transitiven,  mit 
der  Gruppe:   Y^f-  •  •  Yrf  gleichzusammengesetzten  Gruppen: 


Ukf  =  ^y    YkU,  ^^     =^'  ÖAvO<i  •  •  •  Ur-m) 


lind: 


dann  und  nur  dann  mit  einander  ähnlich,  wenn  es  möglich  ist, 
die  Gruppe:  ZJ'-  •  •  Zrf  derart  holoedrisch  isomorph  auf  sich  zu 
beziehen,  dass  der  Untergruppe:  Z^f  ■  •  -  Zmf  die  Untergruppe: 
3i/'-  •  •  '&rnf  entspricht. 

Durch  dieses  Theorem  ist  nun  auch  der  letzte  Theil  des  auf 
S.  435  aufgestellten  Programms  erledigt.  Wir  können  jetzt  entschei- 
den, ob  zwei  verschiedene  Untergruppen  der  Gruppe:  Z^f- ■■  Zrf  ver- 
schiedene Typen  von  transitiven  mit  der  Gruppe:  x/ =  fi(x,  a)  gleich- 
zusammengesetzten Gruppen  liefern  oder  nicht.  Dazu  ist  offenbar  nur 
eine  Untersuchung  tüber  die  Untergruppen  der  Gruppe:  Z^f"- Zrf  ev- 
forderlich  oder,  was  dasselbe  ist,  über  die  Untergruppen  der  Gruppe: 
oci  =  fix,  d). 

Wir  stellen  die  erforderlichen  Operationen  in  einem  Theorem 
zusammen: 

Theorem  81.  Sind  die  endlichen  Gleichungen  oder  die  in- 
finitesimalen Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  F 
vorgelegt,  so  Icann  man  folgendermassen  entscheiden,  wieviele 
verschiedene    Typen   von    transitiven,   mit   F  gleichzusammen- 
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gesetzten  Gruppen  es  gleit:  Man  hestimme  alle  m-gliedrigen 
Untergruppen  von  Fj  scliliesse  aber  jede  solche  aus,  ivelche  ent- 
weder in  r  invariant  ist,  oder  eine  andere  in  F  invariante 
Untergruppe'  enthält  als  die  identische  Transformation.  Die 
gefundenen  m-gliedrigen  Untergruppen  theile  man  in  Classen 
ein,  indem  man  zivei  Untergruppen  stets  dann  in  dieselbe  Classe 
rechnet,  tvenn  es  möglich  ist,  F  derart  holoedrisch  isomorph 
auf  sich  zu  beziehen,  dass  die  beiden  Untergruppen  einander 
entsprechen.  Jeder  der  so  erhaltenen  Classen  von  m-gliedrigen 
Untergruppen  entspricht  ein  ganz  bestimmter  Typus  von  tran- 
sitiven, mit  F  gleichzusammengesetzten  Gruppen  in  r  —  m  Ver- 
änderlichen; verschiedenen  Classen  entsprechen  verschiedene 
Typen.  Führt  man  diese  Untersuchung  für  jede  der  Zahlen: 
m  =  0,  1,2  '  -  r  ~  1  durch,  so  kann  man  die  Zahl  aller  vorhan- 
denen Typen  übersehen. 

Wir  bemerken  noch  Folgendes:  Die  in  dem  Theorem  81  ver- 
langten Operationen  sind  alle  ausführbar,  selbst  wenn  nicht  die  Gruppe 
F,  sondern  nur  ihre  Zusammensetzung  gegeben  ist.  Auch  dann  sind 
nur  algebraische  Operationen  erforderlich.  Da  die  Anzahl  der  Unter- 
gruppen von  r  nur  von  willkürlichen  Parametern  abhängt,  hängt  die 
Anzahl  der  vorhandenen  Typten  höchstens  von  willkürlichen  Parametern 
ab.  Insbesondere  giebt  es  nur  einen  einzigen  Typus  von  einfach 
transitiven  Gruppen,  welche  mit  der  Gruppe  F  gleichzusammengesetzt 
sind.  Das  geht  allerdings  schon  aus  den  Entwickelungen  des  vorigen 
Paragraphen  hervor. 

Durch  Verbindung  der  beiden  Theoreme  81  und  78  erhalten  wir 
endlich  noch  das  folgende: 

Theorem  82.     Sind  die  endlichen  Gleichungen:  ^ 

^i   =  fiioCy  •  •  '  Xn,    a^-  '  •  ttr)        0-  =  1  ...  71) 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  vorgelegt,  so  erfordert  die  Bestim- 
mung aller  gleichzusammengesetzten  transitiven  Gruppen  ab- 
gesehen von  ausführbaren  Operationen  jedenfalls  nur  die  In- 
tegration simultaner  Systeme  von  getvöhnlichen  Differential- 
gleichungen.^-) 

Wünscht  man  in  n  Veränderlichen  alle  r-gliedrigen  transitiven 
Gruppen  aufzustellen,  so  bestimmt  man  alle  Zusammensetzungen  von 
r-gliedrigen  Gruppen  und  sucht  darnach  für  jede  Zusammensetzung  die 
zugehörigen  Typen  von  transitiven  Gruppen  in  n  Veränderlichen.    Alle 

*)  Vgl.  Lie,  Math.  Annalen  Bd.  XVI,  S.  528. 
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diese  Typen  zerfallen  nun  für  gegebenes  r  (und  n)  in  eine  begränzte 
Anzahl  Gattungen  derart,  dass  die  Typen  einer  Gattung  dieselbe  analy- 
tische Darstellung  haben.  Allerdings  enthalten  die  analytischen  Aus- 
drücke für  alle  Typen  einer  Gattung  im  Allgemeinen  gewisse  Para- 
meter, deren  Anzahl  wir  uns  stets  auf  ein  Minimum  herabgedrückt 
denken.  Dass  solche  Parameter  auftreten,  beruht  auf  zwei  verschiedenen 
Umständen:  erstens  darauf,  dass  zu  einem  gegebenen  r>2  eine  unbe- 
gränzte  Anzahl  verschiedener  Zusammensetzungen  gehört;  zweitens 
darauf,  dass  eine  gegebene  r-gliedrige  Gruppe  im  Allgemeinen  eine 
unbegränzte  Anzahl  Untergruppen  enthält,  welche  lauter  verschiedene 
Typen  liefern.  Wir  halten  es  nicht  für  zweckmässig  hier  diese  Betrach- 
tungen weiter  zu  verfolgen. 

§108. 

Versetzen  wir  uns  noch  einmal  auf  den  Standpunkt  zurück,  den 
wir  auf  S.  443  f.  einnahmen. 

Wir  hatten  zwei  m-gliedrige  Untergruppen:  ZJ'--Zmf  und: 
Qif-'-Qmf  der  Grappe:  ZJ---Zrf  benutzt,  um  transitive  mit  der 
Gruppe:  Ti/^- ••  F^/' gleichzusammengesetzte  Gruppen  herzustellen,  und 
hatten  so  die  beiden  Gruppen:  ÜJ-"  Urf  und:  UJ-  ••  U,/  gefunden. 
Es  fragte  sich  nunmehr,  unter  welchen  Bedingungen  diese  beiden 
Gruppen  mit  einander  ähnlich  sind. 

Wir  haben  damals  diese  Frage  beantwortet,  indem  wir  uns  auf 
das  Theorem  76,  S.  425  stützten  und  haben  auf  diese  Weise  das 
Theorem  80,  S.  445  erhalten.  Jetzt  wollen  wir  die  Frage  wieder  auf- 
nehmen und  versuchen,  sie  ohne  Benutzung  des  Theorems  76  zu  be- 
antworten. 

Offenbar  liegt  die  Vermuthung  nahe,  dass  die  Gruppen:  U^f-"  Urf 
und:  Ui/"- ••  Ur/"  jedenfalls  dann  mit  einander  ähnlich  sind,  wenn  es 
eine  Transformation: 

(12)  yj^=Slk(y^-  -  -yr)       {k^l...r) 

giebt,  welche  die  Untergruppe:  ZJ-'-Zmf  m  die  Untergruppe:   3/- • 

■''&mf  verwandelt  und  zu  gleicher  Zeit  die  Gruppe:  Z^f-'-Zrf  in  sich 

überführt.     Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Vermuthung  der  Wahrheit 

entspricht. 

Es  sei  also  (12)  eine  Transformation,  welche  die  angegebenen 
Eigenschaften  besitzt.  Bei  derselben  gehen  offenbar  die  Invarianten 
der  Gruppe:  Z^f  ■  ■  -  Zmf  m  die  Invarianten  der  Gruppe:  3i/^' '  "  8»/ 
über,  es  wird  daher  vermöge  (12): 
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wo  die  Functionen:  Xi"  '  Xr~m  vollkommen  bestimmt  und  in  Bezug 
auf:  Ui{y)  " ' Ur-m(y)  von  einander  unabhängig  sind.  Andererseits  geht 
nach  Kap.  20,  S.  381  bei  der  Transformation  (12)  nicht  blos  die 
Gruppe:  ZJ'--  •  Zrf,  sondern  auch  ihre  reciproke  Gruppe:  Y^f  -  -  -  Yrf 
in  sich  über,  also  haben  wir: 


r 


wo  die  Jhj  Constanten  sind,  deren  Determinante  nicht  verschwindet. 

Setzen  wir  nun  in  den  eben  geschriebenen  Gleichungen  für  / 
irgend  eine  Function  F  von:  u^{y)  •  ■  -  Ur-m(y)  oder,  was  dasselbe  ist, 
eine  Function  von:  Ui(^)  •  •  •  Ur-m(^),  so  kommt: 

1  *'        1         1  " 

Mit  andern  Worten,  die  beiden  Gruppen:   UJ-  •  •  IJrf  und:  UJ-  -  •  Urf 
sind  mit  einander  ähnlich:     Offenbar  ist: 

(13)  U^  =  ^^(t(^  .  .  .  tl^_^'^       (v  =  l .  ..r-m) 

eine  Transformation,  welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere  überführt. 
Damit  ist  die  vorhin  ausgesprochene  Yermuthung  bewiesen. 

Aber  es  lässt  sich  nachweisen,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt: 
Wenn  die  beiden  Gruppen:  ÜJ^-ürf  und:  UJ---  Urf  mit  einander 
ähnlich  sind,  so  giebt  es  immer  eine  Transformation,  welche  die  Unter- 
gruppe: ZJ---Zmfm  die  Untergruppe:  Si/"- ••  3,./^  überfuhrt  und 
zugleich  die  Gruppe:  ZJ-  •  •  Zrf  in  sich. 

Es  seien  also  die  beiden  Gruppen:  R-/  und:  U^/  mit  einander 
ähnlich  und  es  sei: 

(14)  Ur==  ^^(^*i•  •  •  Wr-m)       (v  =  l...r-m) 

eine  Transformation,  welche  die  eine  Gruppe  in  die  andere  überführt, 
so  dass  wird: 


(15) 


1 


Unter  den  8j,j  sind  hierbei  Constanten  zu  verstehen,  deren  Determi- 
nante nicht  verschwindet.  Sind  UJ---  Urf  durch  Relationen  von  der 
Form : 

1 
verknüpft,  so  sind  es  natürlich   U^f---  ü/f  durch  die  Relationen: 

Theorie  der  Transformationsgnippen.  29 
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1 
Wir  haben  vorhin  gesehen,  dass  jede  Transformation  (12),  welche 
die  Gruppe:  Z^f -- -  Zrf  invariant  lässt  und  die  Untergruppe  der  Z^,/' 
in  die  Untergruppe  der  3^/"  überführt,  eine  ganz  bestimmte  Trans- 
formation (13)  liefert,  welche  die  Gruppe  der  üicf  in  die  Gruppe  der 
^Xkf  überführt.  Unter  den  gegenwärtigen  Voraussetzungen  kennen  wir 
schon  eine  Transformation,  welche  die  letztere  Ueberführung  leistet, 
nämlich  die  Transformation  (14).  Versuchen  wir  daher  eine  Trans- 
formation : 

(16)  yk=  Ok(yi- '  -yr)     ik=i---r) 

zu  bestimmen,  welche  die  Gruppe:  ZJ-'-Zrf  invariant  lässt,  die 
Untergruppe:  ZJ---  Zmf  in  die  Untergruppe:  Si/"*  *  •  Sm/"  verwandelt 
und  welche  endlich  gerade  die  Transformation  (14)  liefert. 

Es  ist  klar,  dass  jede  Transformation  (16)  von  der  verlangten 
Art  so  beschaffen  sein  muss,  dass  ihre  Gleichungen  die  r  —  m  von 
einander  unabhängigen  Gleichungen: 

(14')  Urf^i  •  "yr)=  1pv(Uj^(y)  '  •  •  Ur-m(y))       (v  =  l--.r-m) 

umfassen.  Genügt  sie  dieser  Bedingung  und  lässt  sie  überdies  noch 
die  Gruppe:  Z-^^f-  •  •  Zrf  invariant,  so  genügt  sie  allen  unseren  Anfor- 
derungen. Einmal  führt  sie  ja  die  Invarianten  der  Gruppe:  Z^f'--Zmf 
in  die  Invarianten  der  Gruppe:  ^^f  -  •  •  ^„if  über,  sie  verwandelt  also 
die  erste  dieser  Gruppen  in  die  zweite,  und  andererseits  liefert  sie 
augenscheinlich  die  Transformation  (14),  vermöge  deren  die  beiden 
Gruppen:   U^f  •  •  •  JJrf  und  Uj/"-  •  •  Ur/*  mit  einander  ähnlich  sind. 

Ob  wir  nun  aber  von  der  Transformation  (16)  verlangen,  dass  sie 
die  Gruppe:  Z^f  -  •  -  Zrf  invariant  lässt,  oder  ob  wir  verlangen,  dass 
sie  die  Gruppe:  Y^f  -  -  •  Yrf  in  sich  überführt,  das  ist  offenbar  ganz 
gleichgültig.     Wir  können  daher  unsere  Aufgabe  auch  so  fassen: 

Gesucht  wird  eine  Transformation  (16),  welche  die  Gruppe:  Y^f---Yrf 
invariant  lässt,  und  welche  so  beschaffen  ist,  dass  ihre  Gleichungen  die 
Gleichungen  (14')  umfassen. 

Zur  Vereinfachung  führen  wir  neue  Veränderliche  ein. 

Wir  wählen  irgend  m  von  einander  und  von:  u-^{y)  •  •  -  Ur—ni{y) 
unabhängige  Functionen :  «^i  (?/)  •  •  •  Vm  (y)  und  ferner  irgend  m  von  ein- 
ander und  von:  Uj {y)"-  \lr—m(y)  unabhängige  Functionen:  ö^ (^)  •  •  •  Ö« (y). 
Die  Functionen:  Uj^(y)  •  •  •  Ur—m{y)j  '^lijf)  '  '  '  f^m{y)  führen  wir  an  Stelle 
von:  y^-'-yr  als  neue  Veränderliche  ein  und  die  Functionen:  Vi^{y)  - ' 
"Vir-m\y)y  öi(^)  •  •  •  öm(^)  an  Stelle  von:  y^-  •  •  yr. 
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In  den  neuen  Veränderlichen  erhält  die  gesuchte  Transformation 
(16)  nothwendig  die  Form: 

Qß/\  f    Uv  ==  1/;^(^/l  •  .  •  Ur-n^       (»'  =  1  .  .  .  r~m) 

l    t);,  =   ?F^  (Mj  .  .  .  Ur-mj    t^i'  '  '  Vn^         (^  =  1  .  .  .  w) , 

wobei  schon  berücksichtigt  ist,  dass  ihre  nunmehrigen  Gleichungen  die 
Gleichungen  (14)  umfassen  müssen. 

Was  tritt  aber  an  die  Stelle  der  Forderung,  dass  die  Transfor- 
mation (16)  die  Gruppe:  YJ---  T^/*  invariant  lassen  sollte? 

In  den  neuen  Veränderlichen:  u,- -  -  Ur-mj  v^- -  -  Vm  erhält  die 
Gruppe:   YJ---Yrf  offenbar  die  Form: 

m 

1  -" 

Andererseits  gehen: 

r 
Ykf=^j  fj^ji^i  '  --Vr)  -^         (i-  =  l  •  •  •  r) 
1  -^ 

bei  Einführung  von  u^  •  •  •  Ur-m,  Ö^  •  •  •  t),„  über  in: 

m 
U,f  +yj.  tD,,  (U,  .  .  •  nr-,n,   t),  .  .  .  t)^)  ^  =  U,f  +  ^,f        (,  =  1  .  .  .  ,). 
1  ,« 

Folglich  müssen  wir  von  der  Transformation  (16')  verlangen,  dass  sie 
die  Gruppe:  ÜJ+  VJ,  •  •  •  Urf  +  Vrf  in  die  Gruppe:  U,f -\-  ^J,  •  . 
-'^rf+^rf  überführt;  wir  müssen  versuchen,  die  Functionen: 
^1  •  •  •  ^^  demgemäss  zu  bestimmen. 

Wie  die  Gleichungen  (15)  zeigen,  gehen  die  r  unabhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen: 

1  1 

bei  der  Transformation: 

in  bezüghch: 

über.  Soll  daher  eine  Transformation  von  der  Form  (16')  die  Gruppe 
der  U,f+  V,f  in  die  Gruppe  der  U,/+  ^,f  verwandeln,  so  müssen 
bei  ihr  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

^J  ^y(Ujf+  Vjf),  . .  .^.  ö^,(üjf  +  Vjf) 
in  bezüglich: 
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übergehen.    Diese  Bedingung  ist  nothwendig,  aber  zugleich  auch  hin- 
reichend. 

Durch  dieselben  Betrachtungen  wie  in  Kap.  19,  S.  335  ff.  erkennen 
wir  nun,  dass  jede  Transformation  (16')  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit auch  definirt  werden  kann  als  ein  Gleichungensystem  in  den  2r 
Veränderlichen  u^VyUy'Oj  welches  die  Form:  ' 

Uv  =  ll^viu^-  ■  '  Ur-m)        {v  =  1  •  -  •  r  —  m) 


(160 

besitzt,  die  r-gliedrige  Gruppe: 

w,f  =  u,f  +  a?,/-  +^j  s,j  ( Ujf  +  Vjf)   » = 1 . . .  r) 

1 
gestattet  und  nach  w^  •  •  •  iir—m ,  ^i-  -  -  Vm  auflösbar  ist. 
Das  Gleichungensystem: 

(14)  Uv  ==  ll)y{u^'  '  •  -Wr-m)       ("  =  1  .  .  •  r-m) 

stellt    nach    unserer  Voraussetzung   eine   Transformation    dar,    welche 
die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


^jä^jUjf      (*  = 


1 
in  bezüglich:  Uif-  •  •  Urf  überführt,  es  gestattet  mithin  die  r-gliedrige 
Gruppe: 


U,f+^jd,jüjf 


(/;  =  1  .  .  .  r) 

1 
und  demzufolge  auch  die  Gruppe:    W^f  ■  •  •  Wrf. 

Wir  können  daher  die  Entwickelungen  in  Kap.  14,  S.  233 — 236 
benutzen,  um  ein  Gleichungensystem  (16')  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit zu  finden. 

Zunächst  bilden  wir  aus  Wj^f  •  -  •  Wrf  gewisse  verkürzte  infini- 
tesimale Transformationen:   Sßi/"- •  •  Sß,/,  indem  wir  alle  Glieder  mit 

den  Differentialquotienten:  k-^  •  •  •  ^ — - —  weglassen  und  in  allen  übrigen 

Gliedern  die  Substitution:  Uj  =  ?^i  («^),  •  •  •  Ur_m  ==  i/'r-m(^0  ii^achen. 
Wird  diese  Substitution  durch  das  Zeichen  [  ]  angedeutet,  so  lauten 
die  %/"  folgendermassen: 


df_ 

oder  kürzer: 
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1 
Natürlich  erzeugen  SSj/'-  •  •  SBr/"  eine  Gruppe  in  den  r-\-m  Veränder- 
lichen t)i  •  •  •  t)wo  iii'" Ur—m)  v^--'Vm  uud  zwar  in  unserem  Falle  offenbar 
eine  r-gliedrige. 

Nunmehr  bestimmen    wir  in    den  t),  u^  v  ein    Gleichungensystem 
von  der  Form: 

(17)  Ü^,  =   'P',.  (%  •  •  •  W-my    V^'-'Vrn)       (.«  =  1  •  •  '  m), 

welches  die  Gruppe:  äBj/'- •  •  Sßr/'  gestattet  und  nach  v^'--Vm  auflösbar 
ist.    Wenn  wir  endlich  dasselbe  zu  den  Gleichungen  (14)  hinzufügen, 
so   erhalten   wir  ein   Gleichungensystem   von   der  Form  (16'),  welches 
die  oben  auseinandergesetzten  Eigenschaften  besitzt. 
Da  die  r-gliedrige  Gruppe: 


'^jö.^iJJjf+Vjf)      (*  =  i 


einfach  transitiv  ist,  so  verschwinden  in  der  Matrix,  welche  aus  den 
Coefficienten  von  SBi/"- •  •  Sßr/'  gebildet  werden  kann,  die  r-reihigen  De- 
terminanten sicher  nicht  alle  identisch,  ebensowenig  können  sie  aber 
vermöge  eines  Gleichungensystems  von  der  Form  (17)  sämmtlich  ver- 
schwinden. Folglich  kann  jedes  Gleichungensystem  von  der  Form  (17), 
welches  die  Gruppe:  SSi/"- ••  Sß^./' gestattet,  durch  m  unabhängige  Re- 
lationen zwischen  irgend  m  unabhängigen  Lösungen  des  r-gliedrigen 
vollständigen  Systems: 

(18)  5B,r=0,  ...2ö.f=0 

in  den  r  +  m  Veränderlichen  ü^  •  •  •  t),n,  %  •  •  •  Wr-m,  ^i  •  *  '  '^m  dargestellt 
werden. 

Die  Gleichungen  (18)  sind  offenbar  nach  k- o~ ,  öt — - 

auflösbar;    sie   sind  andererseits   auch   nach:  ^—  •••  -^ ,   -^  •  •  •  ^-^ 

auflösbar,  denn  führen  wir  in  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

an  Stelle  von  Ui  •  •  •  Ur_»z,  Ü^  •  •  •  t),«  vermöge  der  Gleichungen: 

(14)  U^t  =  ^^*  («^1  •  •  •  ^*r-m)       (^t  =  1  •  •  •  r  -  m) 

die  neuen  Veränderlichen:  u^- •  ■  Ur-viy  öi---t);n  ein,  so  erhalten  wir 
die  infinitesimalen  Transformationen: 


^^*,C^/+[^./']      (^=> 


1 
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welche  somit  ihrerseits  in  den  Veränderlichen:  u,-^.u,_„^^  t)  -- •  ))^ 
eine  einfach  transitive  Gruppe  erzeugen.  ^  "'^     i 

Sind  daher: 

irgend  m  unabhängige  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (18)  so 
sind  dieselben  sowohl  in  Bezug  auf  ü,  •  •  •  t)..,  als  in  Bezug  auf:  v  '--v^ 
von  einander  unabhängig  (vgl.  Theor.  12,  S.  91).  ^ 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  das  allgemeinste  Gleichungensystem 
von  der  Form  (17),  welches  nach  .,....,,  aufgelöst  werden  kann  und 
die  Gruppe:  ^J^^^^rf  gestattet,  dadurch  erhalten  wird,  dass  man 
die  m  Gleichungen: 

(19)  ^yu(t)i  •  •  •  t)„„    t*i  .  .  .  Ur-m,    ^i  '  '  •  V,n)  =  COnst.      (/.  =  1  •  .  .  ^) 

nach  öl  •  •  .  \)„,  auflöst. 

Nunmehr  können  wir  sofort  eine,  ja  überhaupt  die  allgemeinste 
Transformation  (16)  angeben,  welche  die  infinitesimalen  Trars forma- 
tionen: 

in  bezüglich: 

überführt;  dieselbe  wird  einfach  durch  die  Gleichungen  (14)  und  (19) 
zusammen  dargestellt.  Führen  wir  endlich  in  (14)  und  (19)  wieder 
die  Veränderlichen:  yr^Vn  ^r'-yr  ein,  so  erhalten  wir  eine  Trans- 
formation, welche  die  Gruppe:  YJ-..Y.f  invariant  lässt  und  deren 
Gleichungen  die  Gleichungen  (14')  umfassen,  mit  andern  Worten:  wir 
erhalten  eine  Transformation,  welche  die  Gruppe:  ^i/"- ••  Z,/"  invariant 
lässt  und  die  Untergruppe:  ZJ-^^Z^f  in  die  Untergruppe:  Qj-^-^^f 
überführt. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  es  stets  eine  Transformation  von  der 
eben  beschriebenen  Beschaffenheit  giebt,  sobald  die  beiden  Gruppen: 
UJ'"  ürf  und  Uj'-'-Urf  mit  einander  ähnlich  sind.  Da  umgekehrt 
nach  S.  448  f.  aus  der  Existenz  einer  solchen  Transformation  die  Aehn- 
lichkeit  der  beiden  Gruppen  folgt,  so  können  wir  sagen: 

Bie  leiden  Gruppen:  UJ---Urf  und  Uj  •  ^  •  U./'  sind  dann  und 
nur  dann  mit  einander  ähnlich,  wenn  es  eine  Transformation  gicbt,  ivelche 
die  Gruppe:  Z^f --^ Zrf  invariant  lässt  und  die  Untergruppe:  zJ'-''Z,J 
in  die  Untergruppe:  ^J-  •  •  3^,/'  überführt. 

Nun  ist  die  Gruppe:  ZJ^-Zrf  einfach  transitiv,  also  ist  klar, 
dass  es  eine  derartige  Transformation  stets  dann  aber  auch  nur  dann 
giebt,  wenn  die  Gruppe:  Z,f^--Zrf  in  der  Weise  holoedrisch  isomorph 
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auf  sich  selbst  bezogen  werden  kann,  dass  die  beiden  Untergruppen: 
ZJ'  •  'Zmf  und  8i/^-  •  •  8///  einander  entsprechen.  Also  finden  wir 
für  die  Aehnlichkeit  der  Gruppen:  VJ-"  Ur f  nnd  UJ-"  Urf  genau 
dasselbe  Kriterium,  welches  wir  in  Theorem  80,  S.  445  ausgesprochen 
haben. 

Die  vorstehenden  Entwickelungen  können  übrigens  auch  zu  einem 
neuen  Beweise  des  Theorems  76  in  Kap.  21,  S.  425  benutzt  werden. 
Wir  wollen  wenigstens  andeuten  wie. 

Zunächst  lässt  sich  durch  ganz  ähnliche  Betrachtungen  wie  auf 
S.  444—445  nachweisen,  dass  die  transitiven  Gruppen  ÜJ-  •  •  Urf  "and 
UJ-'-Urf  dann  und  nur  dann  in  der  in  Theor.  76  beschriebenen 
Weise  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen  werden  können, 
wenn  es  möglich  ist,  die  Gruppe:  ZJ-  •  •  Zrf  derart  holoedrisch  iso- 
morph auf  sich  selbst  zu  beziehen,  dass  die  Untergruppen:  ZJ---  Z^f 
und  S/'-'S«/  einander  entsprechen.  Aus  den  vorstehenden  Ent- 
wickelungen folgt  sodann,  dass  die  Bedingungen  des  Theorems  76  für 
die  Aehnlichkeit  der  beiden  Gruppen:  Uif"-Urfnnd  UJ"-Urf 
nothwendig  und  hinreichend  sind. 

§  109. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  der  zweiten  der  beiden  Aufgaben,  deren 
Erledigung  in  der  Einleitung  des  Kapitels  (auf  S.  430)  angekündigt 
wurde,  mr  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  intransitiven  Gruppen;  wir 
wollen,  wie  schon  damals  gesagt  wurde,  die  betreffende  Bestimmung 
unter  der  Voraussetzung  durchführen,  dass  bereits  alle  transitiven 
Gruppen  mit  r  oder  weniger  Parametern  gegeben  sind.  Da  alle  tran- 
sitiven Gruppen  mit  gleicher  Parameterzahl  sich  nach  ihrer  Zusammen- 
setzung in  Classen  ordnen  und  da  ferner  alle  transitiven  Gruppen  von 
ein  und  derselben  Zusammensetzung  in  eine  Reihe  von  Typen  zer- 
fallen (vgl.  S.  434  f.),  so  können  wir  unsere  Voraussetzung  genauer 
dahin  präcisiren,  dass  wir  erstens  alle  möglichen  Zusammensetzungen 
einer  Gruppe  mit  r  oder  weniger  Parametern  als  bekannt  annehmen, 
und  dass  wir  uns  zweitens  für  jede  dieser  Zusammensetzungen  alle 
möglichen  Typen  transitiver  Gruppen  von  der  betreffenden  Zusammen- 
setzung gegeben  denken. 

Betrachten  wir  zunächst  irgend  eine  r-gliedrige  intransitive  Gruppe. 

Sind  XJ'-'Xrf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  intransitiven  Gruppe  des  Raumes  x^-  •-  Xn,  so  haben 
die  r  Gleichungen: 

(20)  X/=0,..-X,f=0 

eine  gewisse  Anzahl,  etwa   gerade  n  —  l>Q   unabhängige  Lösungen 
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gemein.  Wir  können  uns  daher  von  vornherein  die  Veränderlichen 
x,'--Xn  SO  gewählt  denken,  dass  x^^,  •  •  •  Xn  solche  unabhängige 
Lösungen  sind.     Dann  werden  XJ--.Xrf  die  Form  erhalten: 

i 

1  ^"^ 

wo  nun  natürlich  nicht  alle  ^-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

Sii(^)     •     iu(x) 

identisch  verschwinden,  sonst  hätten  ja  die  Gleichungen  (20)  mehr 
als  n  ~  l  unabhängige  Lösungen  gemein. 

Wäre  die  Zahl  r,  die  mindestens  gleich  l  ist,  gerade  gleich  l,  so 
wären  XJ---  Xrf  sicher  durch  keine  Relation  von  der  Form: 

^1  (^^+1  '•'^n)-Xj-] 1-  ^,(;r,+i  -"Xn)-  Xrf  ^  0 

verknüpft;  nun  aber  braucht  r  nicht  gleich  l  zu  sein,  also  können  auch 
sehr  gut  Relationen  von  der  eben  geschriebenen  Form  bestehen,  ohne 
dass  die  Functionen  %,- -  -  %r  alle  verschwinden.  Wir  wollen 'daher 
voraussetzen,  dass  etwa  XJ^-.Xmf  durch  keine  derartige  Relation 
verknüpft  sind,  dass  dagegen  X„,+,f.  . .  Xrf  sich  folgendermassen  durch 
X^f '  '  '  Xmf  ausdrücken  lassen: 

m 
(21)  ^m+vf^EE^c^rniXi^l-  "Xn)'X^J     {v  =  l...r~m). 

1 

Dabei  genügt  m  selbstverständlich  der  Ungleichung:   l£inSr, 
Durch  Verbindung  der  Gleichungen  (21)  mit  den  Relationen: 


(XiXfc)  =^s  CiksXsf 


{i,  k=l...r), 


welche    unter    allen    Umständen    bestehen,    erkennen    wir    noch,    dass 
X^f'-'  Xmf  paarweise  in  den  Beziehungen: 

w      r  r— ?/t 

(X^X^,)  =^nlcx^,^  +^  Cx,^,m+,^,^{Xi^,  .  •  •  Xn)\x^f 


(^,  /<  =  1  •  • .  m) 

stehen. 


Werden  jetzt  die  Veränderlichen  x,+i  •  •  ^  Xn  durch  willkürliche 
Constanten:  a,+i  •  • .  «„  ersetzt  und  werden  blos  x^ -- -  Xi  noch  als 
Veränderliche  betrachtet,  so  ist  klar,  dass  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 


m) 
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—  %rf  df 

Xkf  =  ^  |h(^i-  •  •  OCi,    ai^i  '  •  '  (^n)  J^  {k  =  l...r) 

in  den  l  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xi  nicht  mehr  von  einander  unabhängig 
sind,  sondern  sich  aus  den  m  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

linear  ableiten  lassen.  Die  m  infinitesimalen  Transformationen: 
Xi/*-  •  •  Xmf  sind  ihrerseits  offenbar  durch  die  Relationen: 

m       .  r — m 

(22)  {XxX^)  =^ri\c?.^,rt  +^  Cx,i.i,m  +  r^v7t{ai+i'  •  •  a„)  l  Z^/" 

verknüpft,  sie  erzeugen  also  stets,  welche  Werthe  man  auch  den 
Parametern  a^+i  •  •  •  a«  ertheilen  mag,  eine  m-gliedrige  Gruppe  in  den 
Veränderlichen:  x^-  -  •  Xi,  und  zwar  selbstverständlich  eine  transitive 
Gruppe. 

Ertheilt  man  nun  den  Parametern  a^+i  -  •  -  ün  nach  und  nach  alle 
möglichen  Werthe,  so  erhält  man  oo'^—^  ?/i-gliedrige  Gruppen  in  l  Ver- 
änderlichen. Es  ist  dabei  denkbar,  aber  nicht  nothwendig,  dass  diese 
cx>^-i  Gruppen  unter  einander  ähnlich  sind.  Ist  das  nicht  der  Fall, 
so  ordnen  sie  sich  in  c»«-'-^  Schaaren,  jede  bestehend  aus  oo^  Gruppen, 
und  zwar  in  solcher  Weise,  dass  zwei  Gruppen  derselben  Schaar 
ähnlich  sind,  dagegen  zwei  zu  verschiedenen  Schaaren  gehörige 
Gruppen  nicht  ähnlich  sind. 

Unter  allen  Umständen  gehören  unsere  oo"—^  Gruppen  derselben 
Typengattung  an;  diese  Gattimg  hängt  im  leisten  Falle  von  wesentlichen 
Parametern  ah  (vgl.  Seite  447  f.). 

Man  übersieht  jetzt,  wie  man  alle  intransitiven  r-gliedrigen 
Gruppen  in  n  Veränderlichen  finden  kann.  Man  wählt  zwei  Zahlen 
l  und  m  so,  dass  l^m^r  ist  und  ausserdem  l<n,  man  bildet 
sodann  alle  Gattungen  von  transitiven  w-gliedrigen  Gruppen  in  l  Ver- 
änderlichen. Ist  Y^f-'-Ymf: 
i 

eine  solche  Gattung  mit  den  wesentlichen  Parametern  a^,(X2-'-,  so 
fasst  man  dieselben  als  unbekannte  Functionen  von  Xi^i  -  -  •  Xn  auf, 
setzt: 

m 
Xkf  =  ^  ßki(pCi:^l  '  •  •  Xn)'Yif  (*=1-  ..r) 
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und  versucht  endlich,  die  noch  unbestimmten  Functionen  «y,  ßki  von 
Xi^i  '  ■  ■  Xn  in  allgemeinster  Weise  derart  zu  wählen,  dass  XJ'-Xrf 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
werden.  Diese  Forderung  führt  zu  gewissen  endlichen  Belationen 
zwischen  den  a  und  ß  und  den  dks  der  gesuchten  r-gliedrigen  Gruppe, 
die  in  allgemeinster  Weise  erfüllt  werden  müssen.  Die  Ausdrücke  der 
in  dieser  Weise  bestimmten  infinitesimalen  Transformationen  enthalten 
neben  gewissen  willkürlichen  Constanten  dks  noch  gewisse  willkürliche 
Funktionen  von  den  Invarianten  der  Gruppe. 

Hiermit  haben  wir  nun  zunächst  das 

Theorem  83.  Die  Bestimmung  aller  intransitiven  r-glied- 
rigen:  Gruppen  XJ'---Xrfinn  Veränderlichen  verlangt^  sobald 
alle  transitiven  Gruppen  mit  r  oder  weniger  Parametern  gefun- 
den sindj  Iceine  Integrationen,  sondern  nur  ausführbare  Opera- 
tionen*). 

Es  ist  wohl  zu  beachten,  dass  die  zur  Bestimmung  aller  intran- 
sitiven Gruppen  erforderlichen  Rechnungen  nur  von  den  Zahlen  r,  l 
und  m  abhängen.    Dagegen  spielt  die  Zahl  n  keine  direkte  Rolle.    Also: 

Theorem  84.  Die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen 
in  beliebig  vielen  Veränderlichen  lässt  sich  auf  die  Bestim- 
mung aller  r-gliedrigen  Gruppen  in  r  oder  weniger  Veränder- 
lichen zurückführen. 

Noch  eine  kurze  Bemerkung  über  die  Bestimmung  aller  intransitiven 
r-gliedrigen  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung. 

Enthält  eine  Gruppe  von  der  betreffenden  Zusammensetzung  nur  eine 
endliche  Anzahl  invarianter  Untergruppen,  so  muss  (Satz  8,  Seite  310) 
m  =  r  sein  und  mithin  kommt  die  Erledigung  des  soeben  gestellten 
Problems  ohne  weiteres  auf  die  Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von 
der  betreffenden  Zusammensetzung  zurück.  Treten  dagegen  unendlich  viele 
invariante  Untergruppen  auf,  so  kann  m  kleiner  als  r  sein;  alsdann  muss 
nach  den  soeben  citirten  Entwickelungen  die  oben  besprochene  m-gliedrige 
Gruppe  X^f'  •  •  Xmf  mit  der  gesuchten  r-gliedrigen  meroedrisch  isomorph 
sein.  Wir  wollen  nicht  hier  näher  ausführen,  wie  das  Problem  in  diesem 
Falle  erledigt  wird. 

,  Kapitel  23. 

Invariante  Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten. 

Sind  Xj^  '  •  '  Xn  Punktcoordinaten  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes, 
so  wird  eine  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  dieses  Raumes  durch 
Gleichungen  von  der  Form: 

*)  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  10,  Christiania  1885;  Math.  Ann. 
Bd.  XVI,  S.  528,  1880. 
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(1)       SI,(X,  ■■'Xn.k--'  L)  =  0,  .  •  •  Sln-,(X,  '"Xn,k-"  Q  =  0 

dargestellt,  in  denen  ausser  den  Veränderlichen  x^  -  •  -  x»  noch  gewisse 
willkürliche  Parameter:  li  -  -  •  Im  vorkommen. 
Führt  man  irgend  eine  Transformation: 

des  Raumes  x^-  •  -  Xn  aus,  so  geht  jede  der  Mannigfaltigkeiten  (1)  in 
eine  neue  Mannigfaltigkeit  des  Raumes  x^  --  -  Xn  über,  die  ganze 
Schaar  (1)  verwandelt  sich  daher  in  eine  neue  Schaar  von  Mannig- 
faltigkeiten. Die  Gleichungen  dieser  neuen  Schaar  erhält  man,  wenn 
man  x^  ■  -  ■  x,,  aus  (1)  mit  Hülfe  der  n  Gleichungen:  Xi==fi{x)  weg- 
schafft. Fällt  nun  insbesondere  die  neue  Schaar  von  Mannigfaltig- 
keiten mit  der  ursprünglichen  Schaar  (1)  zusammen,  geht  also  bei 
der  Transformation:  xi  =  fi(x)  jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (1) 
in  eine  Mannigfaltigkeit  derselben  Schaar  über,  so  sagen  wir,  dass  die 
Schaar  {!)  die  letreffende  Transformation  gestattet^  dass  sie  hei  ihr 
invariant  bleibt. 

Gestattet  eine  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  x^-'-x» 
alle  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  so  sagen  wir,  dass 
sie  die  betreffende  Gruppe  gestattet. 

Beispiele  von  invarianten  Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten  sind 
uns  schon  öfters  vorgekommen;  so  zerlegte  jede  intransitive  Gruppe 
den  Raum  in  eine  invariante  Schaar  von  einzeln  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten (Kap.  13,  SS.  215,  216),  jede  imprimitive  Gruppe  zerlegte 
den  Raum  in  eine  invariante  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten,  welche 
sie  unter  einander  vertauschte  (S.  220  f.) ;  auch  jede  einzelne  bei  einer 
Gruppe  invariante  Mannigfaltigkeit  kann  als  eine  invariante  Schaar 
von  Mannigfaltigkeiten  aufgefasst  werden,  nämlich  als  eine  invariante 
Schaar  von  Punkten. 

Im  Folgenden  betrachten  wir  nun  eine  ganz  beliebige  Schaar  von 
Mannigfaltigkeiten.  Wir  untersuchen  zuerst,  unter  welchen  Bedingungen 
diese  Schaar  eine  einzelne  vorgelegte  Transformation  und  eine  vor- 
gelegte r-gliedrige  Gruppe  gestattet.  Sodann  denken  wir  uns  eine 
Gruppe  gegeben,  bei  welcher  die  Schaar  invariant  bleibt,  und  be- 
stimmen das  Gesetz,  nach  welchem  die  Mannigfaltigkeiten  der  Schaar 
von  den  Transformationen  dieser  Gruppe  unter  einander  vertauscht 
werden.  Auf  diese  Weise  erhalten  wir  ein  neues  Verfahren  zur  Auf- 
stellung von  Gruppen,  die  mit  einer  gegebenen  Gruppe  isomorph  sind. 
Schliesslich  geben  wir  eine  Methode  zur  Auffindung  aller  bei  einer 
vorgelegten  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten. 
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§  110. 
Es  mögen  die  Gleichungen: 

(1)  ^k(00j^  "  '  Xnj    k-  '  -Im)  =0  {k  =  l-  ■■n-q) 

mit  den  m  willkürlichen  Parametern  ^^  •  •  •  Im  irgend  eine  Schaar  von 
Mannigfaltigkeiten  darstellen. 

Sollen  l^  '  '  •  Im  vollkommen  willkürliche  Parameter  sein,  so  dürfen 
natürlich  nicht  sämmtliche  x  sich  aus  (1)  eliminiren  lassen;  es  müssen 
also  die  Gleichungen  (1)  nach  ^  —  q  von  den  Veränderlichen  x^"'Xn 
auflösbar  sein. 

Dagegen  ist  es  nicht  ausgeschlossen,  dass  sich  die  l  aus  (1)  eli- 
miniren lassen,  es  hat  nichts  zu  sagen,  wenn  sich  aus  (1)  Relationen 
zwischen  den  x  allein  ableiten  lassen.  Nur  muss  die  Anzahl  der  un- 
abhängigen, von  den  l  freien  Gleichungen,  welche  aus  (1)  folgen, 
kleiner  sein  als  n  —  q,  sonst  kämen  ja  die  Parameter  l^-  -  -Ir  in  (1) 
nur  scheinbar  vor  und  die  Gleichungen  (1)  stellten  daher  nicht  eine 
Schaar  von  Manuigfaltigkeiten  dar,  sondern  nur  eine  einzelne  Mannig- 
faltigkeit. 

Bevor  wir  untersuchen,  wie  sich  die  Schaar  der  Mannigfaltig- 
keiten (1)  gegenüber  Transformationen  der  x  verhält,  müssen  wir  erst 
über  die  Beschaffenheit  der  Gleichungen  (1)  an  sich  einige  Bemerkungen 
machen. 

Die  Gleichungen  (1)  enthalten  m  Parameter  l^-  -  •  Im]  lassen  wir 
diese  Parameter  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so  erhalten  wir 
oo"*  verschiedene  Werthsysteme:  Zj  •  •  •  Imj  nicht  aber  nothwendig  c»"* 
verschiedene  Mannigfaltigkeiten.  Es  muss  daher  festgestellt  werden, 
unter  welchen  Bedingungen  das  vorgelegte  Gleichungensystem  gerade 
oo"*  verschiedene  Mannigfaltigkeiten  darstellt,  mit  andern  Worten:  es 
muss  ein  Kriterium  dafür  gegeben  werden,  ob  die  Parameter:  l^- • -Im 
in  den  Gleichungen  (1)  tvesentlich  sind  oder  nicht. 

Um  ein  solches  Kriterium  zu  finden,  denken  wir  uns  die  Gleich- 
ungen Slk  =  0  nach  n  —  q  von  den  x,  etwa  nach  Xq^i  -  -  -  Xn  aufgelöst: 

(2)  Xq+k   =  'il^q+k  (X^"   •  Xqj     ?i    •   •   •   Im) 

{k=l'-.n-q) 

und  denken  uns  weiter  die  Functionen  ijjq^j,  in  der  Umgebung  irgend 
eines  Werthsystems:  x^^  •  -  -  Xq^  nach  Potenzen  von:  x^  —  x^^ ,  ••• 
Xq  —  Xq^  entwickelt.  Die  Entwickelungscoefficienten,  deren  Zahl  natür- 
lich im  Allgemeinen  unendlich  gross  ist,  werden  analytische  Functionen 
von  li'  ' '  Im  und  mögen  heissen: 

4ft  \"Q       0  =  i,2..-). 
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Es  kommt  jetzt  blos  darauf  an,  wieviele  von  einander  unabhängige 
unter  den  sämmtlichen  Functionen  A^,  ^2  '  ' '  vorhanden  sind. 

Giebt  es  nämlich  unter  den  A  gerade  l  von  einander  unab- 
hängige Functionen  —  mehr  als  l  giebt  es  ja  sicher  nicht  — ,  so 
entsprechen  den  oo'"  verschiedenen  Werthsystemen:  l^  -  -  ■  l^  offenbar 
auch  oo''*  verschiedene  Werthsysteme:  J^y  A^---  und  demnach  oo"* 
verschiedene  Mannigfaltigkeiten  (2),  das  heisst  die  Parameter  \'  -  -Im 
sind  in  den  Gleichungen  (2)  und  demnach  auch  in  den  Gleichungen  (1) 
wesentlich. 

Anders  wenn  es  unter  den  Functionen  A^,  A^-  --  nicht  m  sondern 
weniger,  etwa  blos  m  —  h  von  einander  unabhängige  giebt.  In  diesem 
Falle  lassen  sich  alle  Aj  durch  m  —  h  unter  ihnen  ausdrücken,  etwa 
durch:  Äi-'-Am—h,  welche  natürlich  von  einander  unabhängig  sein 
müssen.  Den  oo™  verschiedenen  Werthsystemen  l^-  •  •  l^  entsprechen 
daher  cx)'"—'^  verschiedene  Werthsysteme  A[  -  -  -  A'm—h  und  oo'"— '''  ver- 
schiedene Werthsysteme  A^^  ^2  ' ' 'j  ^^  ^^^s  die  Gleichungen  (2)  und 
demnach  auch  die  Gleichungen  (1)  blos  oo'"~^'  verschiedene  Mannig- 
faltigkeiten darstellen.  Am  deutlichsten  kommt  das  zum  Ausdruck, 
wenn  man  beachtet,  dass  die  Functionen  7pq^k(oc,  l)  die  Parameter 
\'  •  'Im  blos  in  den  Verbindungen:  A\  -  •  •  A'^-h  enthalten,  dass  also 
die  Gleichungen  (2)  die  Form  besitzen: 

(2')  Xq^k  =  Pq+k  {X^"  '  Xn,    A["  '  Ära-j)  (k  =  l---  n-q). 

Hieraus  geht  nämlich  hervor,  dass  wir  in  (2)  geradezu  A[  -  -  •  A'm—h 
als  neue  Parameter  an  Stelle  von  \  -  ■  ■  Im  einführen  können,  wodurch 
die  Anzahl  der  in  (2)  vorkommenden  willkürlichen  Parameter  auf 
m  —  h  erniedrigt  wird. 

Demnach  können  wir  sagen: 
Die  Gleichungen: 

^k{x^"  ■  Xn,    li   '  •  'Im)  =  0  ik=ft...n-q) 

stellen  nur  dann  00^^  verscJdedene  Mannigfaltigkeiten  dar,  ivenn  es  nicht 
möglich  ist,  m  —  h  <im  solche  Functionen  Tt^-  •  -  itm—h  von  l^  -  • '  Im  an- 
zugehen, dass  sich  in  den  aufgelösten  Gleichungen: 

die  Functionen  ifjq^i  '  -  -  tn  durch  x^  -  -  •  Xq  und  tc^  -  •  •  Ttm-n  allein  aus- 
drücken lassen.  Ist  es  dagegen  möglich^  m  —  h  <im  Functionen  it^^  von 
dieser  Beschaffenheit  amugeben,  so  stellen  die  Gleichungen  ^k  =  0  höchstens 
QQm—h  '^verschiedene  Mannigfaltiglceiten  dar  und  die  Parameter  l^- '  -Im 
sind  daher  nicht  wesentlich. 

Hierzu  noch  eine  kurze  Bemerkung. 

Nehmen   die  oben  besprochenen  Functionen:  A^,  A^  •  -  -  bei  der  Sub- 
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stitution:  l^  =  l^  .  •  .  Z„,  =  l^  die  Werthe:  A^^,  ^/  •  •  •  an,  so  definiren 
die  Gleichungen: 

■4-Gl  •  •  -^ni)  =  Af  0  =  1,2...) 

den  Inbegriff  aller  Werthsysteme  l^  -  ■  ■  /„,,  welche  in  (2)  oder  (l)  ein- 
gesetzt dieselbe  Mannigfaltigkeit  liefern  wie  das  Werthsystem:  /l*  •  •  •  C 
Giebt  es  nun  unter  den  Functionen  A^^  A.^  -  ■  •  m  Yon  einander  unabhängige, 
sind  also  die  Parameter  Z^  •  •  •  l,^  alle  wesentlich,  so  gilt  offenbar  Folgendes: 
Um  jedes  Werthsystem  /?•••&  von  allgemeiner  Lage  lässt  sich  ein  solches 
Gebiet  abgränzen^  dass  zwei  verschiedene  Werthsysteme  l^  -  -  •  Im  des  be- 
treffenden Gebietes  stets  auch  zwei  verschiedene  Mannigfaltigkeiten  liefern. 

Die  im  Vorstehenden  gegebene  Definition  für  die  Wesentlichkeit 
bezüglich  Nichtwesentlichkeit  der  Parameter  \-  --Im  ist  nur  dann 
befriedigend,  wenn  die  Gleichungen:  iij  =  0,  •  •  •  ii„_^  ==  0  bereits 
nach  n  —  q  von  den  x  aufgelöst  sind.  Es  ist  jedoch  an  und  für  sich 
und  auch  für  das  Folgende  wünsch enswerth,  diese  Definition  so  um- 
zugestalten, dass  sie  auch  für  ein  nicht  aufgelöstes  Gleichungensystem 
Slfc  =  0  passt. 

Das  hat  keine  Schwierigkeit. 

Die  Parameter  l^  -  -  -  1,^  in  den  Gleichungen: 

(2)  Xq^k  =  '^q-\-kix^"'Xq,    h'-'Q  {k  =  l...n-q) 

seien  nicht  wesentlich,  es  mögen  sich  also  m  —  /i  <  m  solche  Functionen : 
Tt^Q)-  "7t,n_u{l)  angeben  lassen,  dass  ^.y+i  (ic,  0  '  '  '  ^«(^,  0  ^^rch 
x^-'-Xq  und  7t^{T)  '  '  '  7t,n-h(l)  allein  ausgedrückt  werden  können. 
Offenbar  giebt  es  dann  wenigstens  eine  lineare  partielle  Diff'erential- 
gleichung: 

mit  von  den  x  freien  Coefficienten :  X^(l)  •  •  •  A,,(Q,  welche  von  sämmt- 
lichen  Functionen:  jc^Q)  •  •  •  jtm-hQ)  und  daher  auch  von  sämmtlichen 
Functionen:  Xq^i  -~  ifjq^i  (x,  T)  identisch  befriedigt  wird.  Demnach 
können  wir  auch  sagen  (vgl.  Kap.  7,  Theorem  15,  S.  117): 

Wenn  in  (2)  die  Parameter  /j  •  •  •  Z,„  nicht  wesentlich  sind,  so 
gestattet  das  Gleichungensystem  (2),  aufgefasst  als  Gleichungensystem 
in  den  Veränderlichen:  x^'-'Xny  l^-'-ln,  eine  infinitesimale  Trans- 
formation Lf  in  den  Veränderlichen  l^-  •  -Im  allein. 

Umgekehrt  gilt  aber  auch:  Wenn  das  Gleichungensystem  (2),  auf- 
gefasst als  Gleichungensystem  in  den  Veränderlichen  x^-  •  -  Xn,  lr"L^ 
eine  infinitesimale  Transformation  Lf  in  den  l  allein  gestattet,  so  sind 
die  Parameter  Zj  •  •  •  !„,  in  dem  Gleichungensystem  nicht  wesentlich; 
es    ist   nämlich    unmittelbar   einleuchtend,    dass    ifjq^i  (x^  l)  -  ■  •  tn  (x,  l) 
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unter  der  gemachten  Voraussetzung  Lösungen  der  linearen  partiellen 
Differentialgleichung:  Lf -=  0  sind,  es  ist  also  möglich,  die  Anzahl 
der  in  (2)  vorkommenden  willkürlichen  Parameter  zu  erniedrigen. 

Bedenken  wir  nun,  dass  das  Gleichungensystem  (2)  nur  eine  andere 
Form  des  Gleichungensystems  (1)  ist,  so  erkennen  wir  ohne  weiteres 
(vgl.  S.  111),  dass  der  folgende  Satz  besteht: 

Satz  1.  Ein  nach  n  —  q  von  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn  auf  lös- 
bares Gleichungensystem: 

(1)  SlkiX'  "  Xn,    \-  ■  -In)  =  0         {k  =  l-..n-q) 

mit  den  m  Parametern  l^  •  -  -  Im  stellt  dann  und  nur  dann  cjo'«  ver- 
schiedeoie  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  x^-  -  -  Xn  dar,  wenn  es,  angesehen 
als  Gleichungensystem  in  den  n  -\-  m  Veränderlichen:  x^-  •  -  Xn^  l^  -  •  - 1^ 
Iceine  infinitesimale  Transformation 


Lf  —   ^/.  Xu  Qi  ■  "  In)  ^^ 


df_ 

in  den  l  allein  gestattet. 

§  111. 
In  dem  Räume  x^  •  •  Xn  sei  jetzt  eine  Schaar  von  oo'"  verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten    durch   die   n  —  q  Gleichungen:    5^x.(^, /)  =  0   oder 
durch  die  gleich werthigen: 

(2)  XqJ^T,  ==  ll^qj^j,  (X^-  "  Xn,    li   -  ■  'Im)  {k  =  1  -  ■  ■  n-q) 

bestimmt. 

Soll  diese  Schaar  bei  der  Trausformation:  Xi  =  fi(x^  ■  ■  -  Xn)  in- 
variant bleiben,  so  muss  jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  bei  der 
betreffenden  Transformation  wieder  in  eine  Mannigfaltigkeit  der  Schaar 
übergehen.  Verstehen  wir  daher  unter  /;  •  •  •  4  die  Parameter  der- 
jenigen Mannigfaltigkeit  der  Schaar,  in  welche  die  Mannigfaltigkeit 
mit  den  Parametern  Z^  •  •  •  l,n  bei  der  Transformation:  Xi  =  fi(x)  über- 
geht, so  müssen  die  Gleichungen  (2)  nach  Einführung  der  neuen  Ver- 
änderlichen: xi  =f^{x),  '  '.Xn  =  fn  {x)  die  Form: 

Xq^k  ==  %+k  {x'i-  '  '  Xq,    l['  •  -Im)  (k^l..  .n-q) 

erhalten  können,  wo   die  Parameter  Ti  •  •  •  4  natürlich  nur  von  den  l 
abhängen. 

Nun  aber  nehmen  die  Gleichungen  (2)  bei  Einführung  der  x 
offenbar  die  Form  an: 

Xq+k   =    ^q-\-k  \Xx'   '   'X'q,     \'   '   '  4)  (i  =  1  .  .  .  n  -g)  ; 

soll  also  die  Schaar  (2)  bei  der  Transformationen:  x^  =  f^{x)  invariant 
bleiben,  so  muss  es  möglich  sein,  die  n  —  q  Gleichungen: 

(3)  '\\)qJ^l,{Xx"-Xq,     l['--Q=    V[^q+k{Oc["'Xg,     l^"'ln)        {k=l...n-q) 
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unabhängig  von  den  Werthen  der  Veränderlichen  x\  -  •  >  Xq  zu  be- 
friedigen. 

Entwickelt  man  die  beiden  Seiten  von  (3)  in  der  Umgebung 
irgend  eines  Werthsystems  x\^  -  •  •  x'n  nach  Potenzen  von:  x\  —  x^  , 
'•'Xn—Xn,  vergleicht  die  Coefficienten  und  berücksichtigt,  dass 
l'i-  •  •  4  wesentliche  Parameter  sind,  so  erkennt  man,  dass  Ti  •  •  •  4 
ganz  bestimmte  Functionen  von  l^-  -  -  1,^  sein  müssen: 

Umgekehrt  müssen  natürlich  auch  die  l  sich  als  Functionen  der 
V  darstellen  lassen,  denn  auch  bei  dem  Uebergange  von  den  x  zu  den 
X  muss  die  Schaar  unserer  Mannigfaltigkeiten  ungeändert  bleiben. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Gleichungen: 

Xi  =  fi{x^  -"  Xn)       (t-l...n),  l'^  =  X,cQi  '  --Im)       (/«  =  1  •  •  •  m) 

zusammengenommen  eine  Transformation  in  den  n  -{-  m  Veränder- 
lichen: x^-  •  '  Xn,  li'  •  '  Im  darstellen,  welche  das  Gleichungensystem: 
^q+k  =  ^g+/fc  (Xj  l)  in  diesen  n  +  m  Veränderlichen  invariant  lässt. 
Folglich  können  wir  sagen: 

JEine  Schaar  von  oo'"  Mannigfaltigheiten 

^k{x^-  '  •  Xny    k-  ■  -Im)  =  0  (*  =  1  •  •  .  n  -3) 

des  Raumes  x^  ■  ■  -  Xn  gestattet  dann  und  nur  dann  die  Transformation 

x'i  =fi{x^-''  Xn)  (t  =  1  •  •  .  n), 

wenn  es  möglich  ist,  zu  dieser  Transformation  in  den  x  eine  entsprechende 
Transformation 

hl  =  Xi-i  Qi'  •  •  Im)         Ot  =  1  •  •  •  m) 

in  den  l  hinmmifiigen ,  derart,  dass  das  Gleichungensystem  ^k  {x,  l)  =  0 
in  den  n  +  m  Veränderlichen  x^--  -  Xn,  l^"  -Im  die  Transformation 

^i  =  fi  K  •  •  •  ^r)  ,     l^^i  =  l^i  (h-"  Im) 

mlässt. 

Aus  den  vorhergehenden  Ueberlegungen  erhellt,  dass  die  Trans- 
formation :  l\^  =  Xu  {l)y  wenn  sie  überhaupt  existirt,  einzig  in  ihrer  Art 
ist;  sie  ist  ja  vollständig  bestimmt,  wenn  die  Transformation  Xi=fi{x) 
bekannt  ist.  Die  Transformation:  l'^  =  %^{l)  enthält  daher  keine  will- 
kürlichen Parameter. 

Lässt  die  Schaar  der  oo"»  Mannigfaltigkeiten  Slk  {x,  l)  =  0  zwei 
verschiedene  Transformationen  zu: 

X'i  ==  fi(Xi  -"Xn)]    X'i   =  Fi{Xi  '  ■  '  X'n)  , 

SO  gestattet  sie  offenbar  auch  die  Transformation: 

X;=F,(f,{x)-^>fn{x)), 
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welche  durch  Ausführung  jener  beiden  Transformationen  nach  einander 
entstanden  ist.     Hieraus  schliessen  wir: 

Ber  Inbegriff  aller  Transformationen  x'i  =  f{x^...  x^),  welche  eine 
Schaar  von  cxd™  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes  x^--  ■  Xn  invariant  lassen, 
bildet  eine  Gruppe. 

Diese  Gruppe  braucht  natürlich  weder  endlich  noch  continuirlich 
zu  sein;  nur  soviel  können  wir  ganz  allgemein  sagen:  ihre  Trans- 
formationen ordnen  sich  paarweise  als  inverse  zusammen.  Wenn  sie 
daher  insbesondere  nur  eine  endliche  Anzahl  von  willkürlichen  Para- 
metern enthält,  so  gehört  sie  in  die  Kategorie  von  Gruppen,  welche 
in  Kap.  18  besprochen  ist,  und  enthält  nach  Theor.  56,  S.  315  f.  eine 
ganz  bestimmte  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte,  endliche 
continuirliche  Untergruppe.  Diese  Untergruppe  ist  offenbar  die  grösste 
continuirliche  Gruppe,  bei  welcher  die  Schaar  ßÄ(^,Z)  =  0  invariant  bleibt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Betrachtung  von  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppen,  welche  die  Schaar  der  oo"'  Mannigfaltigkeiten: 

(1)  ^k{0C^  '  •'  Xnj    /i  •  •  •  In)       (i  =  l  •  •  -n-q) 

invariant  lassen;  jedoch  beschränken  wir  uns  der  Einfachheit  wegen 
zunächst  auf  den  Fall  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  der  betreffenden 
Beschaffenheit. 

Die  Schaar  der  c»"'  Mannigfaltigkeiten  (1)  gestatte  alle  Trans- 
formationen: 

(4)  Xl  ==^f(x^...  Xny  S)        (t  =  1  •  .  .  «) 

der  eingliedrigen  Gruppe: 


1 


Die    Transformation    in    den   l,  welche   nach   S.  464    der    allgemeinen 
Transformation:  x/ ==  f(x,  s)  entspricht,  möge  lauten: 

(4')  ?//  =  Xu  Qr  "   hl,  f )        (/^  =  1  •  •  ■  rn) . 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  der  Inbegriff'  aller  Transformationen 
von  der  Form: 

Y4-\  I    ^/'  ==fi(Xi"'  Xn,  e)        (t  -  1  .  .  .  n) 

seinerseits    eine    eingliedrige    Gruppe    in    den    n  +  m   Veränderlichen: 
^1  •  •  •  ^«,  k- '  '  Im  bildet. 

In  der  That,  die  Transformationen  (4")  lassen  nach  S.  464  das 
Gleichungensystem  (1)  invariant;  führt  man  daher  zuerst  die  Trans- 
formation (4")  aus  und  sodann  eine  Transformation  von  derselben 
Form  mit  dem  Parameter  s^,  so  erhält  man  eine  Transformation: 
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Ä^/'  =  fiifl  {X,  «)  •  •  •  fn{x,  b\  £i)       (^  =  1  •  .  .  «) 

h!'  =  %^'  (^1  (??  ^)  •  •  •  X»>  (J>  ^);  ^i)     (."  =  1  •  •  • '«) . 
welche    ebenfalls    das    Gleichungensystem    (1)    invariant    lässt.     Nun 
gehört  die  Transformation: 

(5)  Xi'  =  fiifi  (X,  f)  .  .  .  fn{x,  S),  €,) 

der   eingliedrigen  Gruppe  Xf  an  und  lässt  sich   daher  auf  die  Form: 

bringen,  wo  fg  ^^^  ^^^  ^  ^^^  ^i  a-bhängt.  Folglich  hat  diejenige 
Transformation  in  den  Z,  welche  der  Transformation  (5)  entspricht,  die 
Gestalt: 

und  es  wird  daher: 

Xi^ciXiil,  £)•■'  XmQ,  e),  £,)  ==  xAh  "'Im,  £2) 

(/'  =  1  •  •  •  m) . 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichungen  (4'')  wirklich  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  in  den  n-\-  m  Veränderlichen:  x^-  ■  -  Xn,  \'  •  '  Im  dar- 
stellen, und  zwar  eine,  welche  dieselbe  Parametergruppe  besitzt  wie  die 
vorgelegte  Gruppe:  x{  =  fi(x,  e).  Zugleich  ist  klar,  dass  auch  die 
Gleichungen  (4')  für  sich  genommen  eine  Gruppe  in  den  Veränder- 
lichen: ?i  •  •  •  Im  darstellen,  ob  freilich  eine  eingliedrige  Gruppe,  das 
wissen  wir  nicht,  denn  es  ist  denkbar,  dass  der  Parameter  s  in  den 
Gleichungen  (4')  ganz  fehlt. 

Die  Transformationen  der  Gruppe  (4)  ordnen  sich  paarweise  als  in- 
verse  zusammen,  von  den  Transformationen  der  Gruppe  (4")  gilt  daher 
augenscheinlich  dasselbe.  Hieraus  ergiebt  sich  (vgl.  Kap.  9,  S.  169  oben), 
dass  auch  die  Gruppe  (4")  .die  identische  Transformation  enthält  und 
ausserdem  eine  infinitesimale  Transformation: 

Jl- 1,(^,  •  ■  •  ^„)  g  +^.  K (;.•••  h.)  '-§(-==  xf+  hf, 

von  welcher  sie  erzeugt  wird. 

Die   gewonnenen  Ergebnisse  fassen   wir  in  dem  Satz  zusammen: 
Satz  2.     Gestattet  die  Schaar  der  00'"  Mannig faltigheiten : 

des  Baumes  x^-  --  Xn  alle  Transformationen: 

x!  =  fi{x^' '  •  Xn,e)      (/  =  1---«) 
der  eingliedrigen  Gruppe: 

df 


Xf  —=  ^i  5/(a;i  •  •  •  Xn)  ^  ^ 
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so  bilden  die  entsprechenden  Transformationen: 

X{  =  /I-(^i  •  •  •  Xnj  S)        (t  =  1  •  •  •  «) 
h^'  =  h*-  (Jl'  '  '  ^m,  f)      (^<  =  1  •  •  •  "0, 

welche  das  Gleichungensystem:  ^^{x,T)  =  0^  •  •  •  9jn-q{x,  /)  =  0  in  den 
n  -\-  m  Veränderlichen:  x-^-  -  •  Xny  \  •  -  -  Im  invariant  lassen,  eine  ein- 
gliedrige Gruppe  mit  einer  infinitesimalen  Transformation  von  der  Gestalt: 


1  '  1  ''* 

Nunmehr  stellen  wir  die  folgende  Definition  auf: 
Definition.     Eine  Schaar  von  oo'"  Mannigfaltigheiten: 

Slk(Xi  •  •  ■  Xny    li"   '  Im)   =0         {k  =  l...n~q) 

des  Baumes  x^-  -  -  Xn  gestattet  die  infinitesimale  Transformation : 


x/=^i,( 


i(X,     •     •     '    Xfl)     r.    _ 


ivenn  es  in  l^-  ■  •  Im  eine  solche  infinitesimale  Transformation : 


IL 

dl. 


gieht,  dass  das  Gleichung cnsy stem :  Sli(x,T)  =  0,  •  -  -  Sl,i-rj(x,  l)  =  0  in 
den  n  +  m  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  l^  •  ■  Im  die  infinitesimale  Trans- 
formation Xf  +  Lf  gestattet. 

Es  bleibt  hier  noch  die  Frage,  ob  die  infinitesimale  Transformation 
Lf  durch  die  Transformation  Xf  vollständig  bestimmt  ist.  Man  erkennt 
leicht,  dass  dies  der  Fall  ist;  gestattet  nämlich  das  Gleichungensystem: 
Slk(x^  l)  =  0  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen:  Xf -\- Lf 
und  Xf  -{-  2f,    so  gestattet  es  zugleich  die  Transformation: 

Xf  +  Lf  -  (Xf  +  2f)  =  Lf~  ^f, 

da  aber  die  Parameter  der  Schaar:  ^jc(oCj  l)  =  0  wesentlich  sind,  so 
muss  der  Ausdruck:  Lf—  2f  identisch  verschwinden,  die  Transformation 
2f  kann  daher  von  der  Transformation  Lf  nicht  verschieden  sein. 

Bei  Zugrundelegung  der  obigen  Definition  können  wir  den  Inhalt 
von  Satz  2  offenbar  auch  so  ausdrücken: 

Gestattet  die  Schaar  der  c»"*  Mannigfaltigkeiten: 

^kipOi  "  '  Xny    li"  •  In)  =  0        ik^l-.-n-q) 

die  eingliedrige  Gruppe  Z/,  so  gestattet  sie  zugleich  die  infinitesimale 
Transformation  Xf 

30* 
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Umgekehrt:  wenn  die  Scb aar  der  oo'"  Mannigfaltigkeiten:  ^k{x,l)=^0 
die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet,  so  gestattet  sie  auch 
die  eingliedrige  Gruppe  Xf. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  gestattet  ja  das  Gleichungen- 
system: ^k(ß^,  l)  =  0  in  den  n  +  m  Veränderlichen  x^  l  eine  infini- 
tesimale Transformation  von  der  Form: 

n  m 

xf+Lf=  yi- 1,  (x,.--x^)^+y^,  A,  (/,.-.  Q  If , 

es  gestattet  daher  zugleich  alle  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe:  Xf-{-Lf,  darin  aber  liegt,  dass  die  Schaar  der  oo'"  Mannig- 
faltigkeiten: Slk{x,  l)  =  0  des  Raumes  x^-  -  -  x^  alle  Transformationen 
der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  zulässt. 

Hiermit  ist  bewiesen: 

Satz   3.      Die  Schaar  der  oo'"  31annig faltigheiten : 

■^k{x^-  '  ■  Xny    Ir  •  •  In)  =  0       (i-  =  l  ■■•n-q) 

des  Raumes  Xj^"-x„  gestattet  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige  Gruppe 
Xfy  wenn  sie  die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet. 

Will  man  wissen,  ob  die  Schaar  der  oo'"'  Mannigfaltigkeiten: 
^k(p,  l)  =  0  eine  vorgelegte  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet, 
so  wird  man  die  Gleichungen  Slk{XjT)  zunächst  nach  n  —  q  von  den  x 
auflösen: 

(2)  X^j^k  =  ^7+>t(^l  -  •  '  ^'J>    h"  '  y       (A-  =  l  •  •  •  «  -2) 

und  sodann  versuchen,  7H  solche  Functionen:  A^ (Z)  •  •  •  A;„ (Q  von  den  l 
zu  bestimmen,  dass  das  Gleichungensjstem  (2)  in  den  n  +  m  Veränder- 
lichen o:,  l  die  infinitesimale  Transformation: 

Xf+  Lf  =  ^<  |,(x,  •  .  •  X..)  1^^  +^,  X„(l,  ■ .  .  L)  g^ 

gestattet. 

Deutet  man  die  Substitution:  Xg^i  =  iIj,j^i^  ...Xn  =  tn  durch  das 
Zeichen  []  an,  so  erhält  man  für  A^  (Z)  •  •  •  A,,,  (/)  offenbar  die  folgenden 
Gleichungen: 

1  '^  1  ^ 

(*=!••  -n-q), 

die  unabhängig  von  den  Werthen  der  Veränderlichen  x^"-Xq  befriedigt 
werden  müssen.  Theoretisch  hat  es  gar  keine  Schwierigkeit  zu  ent- 
scheiden, ob  das  möglich  ist.  Man  findet  entweder,  dass  es  kein  System 
von  Functionen  A«(Z)  giebt,   welches  die   verlangte  BeschafPenheit  hat, 
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oder  man  findet  ein  solches  System,  dann  aber  auch  nur  eins,  denn 
die  infinitesimale  Transformation  Lf  ist  ja,  wenn  sie  überhaupt  existirt, 
durch  Xf  vollständig  bestimmt. 

Wir  werden  jetzt  beweisen,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 
Satz  4.     Gestattet  die  Schaar  der  oo"^  Mannigfaltigheiten: 

des  Baumes  x^-  -  -  x»  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

1  '  1  ' 

so  gestattet  sie  Glicht  allein  jede  infinitesimale  Transformation: 

ivelclie  aus  XJ'  und  X^f  linear  abgeleitet  werden  Jcann,  sondern  auch  die 
Transformation  ( X^  X^ . 

Unter  den  Voraussetzungen,  die  in  dem  Satze  gemacht  sind,  giebt 
es  zwei  infinitesimale  Transformationen  L^f  und  L^f  in  den  l  allein, 
so  beschaffen,  dass  das  Gleichungensystem  ^kipo,T)  ==  0  in  den 
n-\-m  Veränderlichen  x,l  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen 
^if+  LJ\  X/+  LJ  zulässt.  Nach  Kap.  7,  Satz  5,  S.  118  gestattet 
das  Gleichungensystem  ^kipc,  l)  =  0  dann  auch  die  durch  Combination 
entstehende  infinitesimale  Transformation  (X^X^)  -f-  (L^L.^)]  das  aber 
heisst  nichts  anderes,  als  dass  die  Schaar  der  c»"'  Mannigfaltigkeiten 
^k(Xy  Z)  =  0  auch  (X^X.^  gestattet.     Damit  ist  der  Satz  bewiesen. 

Die  Ueberlegungen,  welche  wir  bei  dem  eben  durchgeführten 
Beweise  augewendet  haben,  ergeben  auch  noch  Folgendes: 

Gestattet  die  Schaar  der  oo'"  Mannigfaltig'keiten  Slk{x,  T)  =  0  die 
beiden  infinitesimalen  Transformationen  X^f  und  X.J\  und  sind  L^f  und 
Lof  bezüglich  die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  in 
l^' '  ;l,n  allein j  so  entspricht  der  infinitesimalen  Transformation  {X^X^ 
die  Transformation  (L^L^). 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Schaar  der  oo'"  Mannigfaltigkeiten: 
^j^(^x,l)  =  0  des  Raumes:  x^-'-x»  alle  Transformationen  irgend  einer 
r-gliedrigen  Gruppe: 

(6)  X/  =f(Xi"-Xn,    «1  •  •  •  ttr)       (»■  -  1  •  •  •  n) 

zulässt.  Die  betreffende  Gruppe  sei  von  den  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen: 

df 


X,f==^h,{x,^--x^)^^     i^  =  i 
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erzeugt,  zwischen:  XJ-"Xrf  mögen  daher  Relationen  von  der  be- 
kannten Form: 

bestehen. 
Ist 

(6  )  ^//  ==  %,u  (h'  '  '  ^m  ^    tti'  •  '  ar)  0<  =  1  •  •  •  m) 

diejenige  Transformation  in  den  l,  welche  der  allgemeinen  Transfor- 
mation: x;  =  fi{x,a)  der  Gruppe:  XJ -  -  ■  Xrf  entspricht,  so  stellen 
die  Gleichungen  (6)  und  (6')  zusammengenommen  eine  r-gliedrige  Gruppe 
in  den  n  +  m  Veränderlichen :   x^-  -  -  Xn,  \-  -  -  l,n  dar. 

In  der  That,  sind  T(«^...«^)  oder  kurz  T^a)  und  T^ö,-.-ö,)  oder  kurz 
T(^)  zwei  Transformationen  der  Gruppe:  Xi'  =  fi(x,a),  so  ergeben  die- 
selben nach  einander  ausgeführt  in  bekannter  Weise  eine  Transfor- 
mation: T(a)  T(6)  =  ^(c)  derselben  Gruppe,  wo  die  Parameter  c^-"Cr 
nur  von  den  a  und  den  b  abhängen. 

Sind  andererseits  S^a)  und  8(0)  diejenigen  Transformationen  (6'), 
welche  bezüglich  den  Transformationen  T^^)  und  T(6)  entsprechen,  so 
erhält  man  offenbar  die  der  Transformation  T^a)T(i,^  entsprechende- 
Transformation  in  den  /,  wenn  man  die  beiden  Transformationen  S^a) 
und  S(b)  nach  einander  ausführt,  das  heisst:  der  Transformation  T(a)T^ö) 
entspricht  die  Transformation:  S^a)S(o).  Nun  aber  ist:  T^a) T^o)  =  T^c) 
und  der  Transformation  T^c)  entspricht  in  den  l  die  Transformation 
^(c),  also  muss  sein:  S(a)S(o)  =  S^c). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Gleichungen  (6)  und  (6')  wirklich 
eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen:  x^--  -Xn,  l^-- -  l,n  dar- 
stellen und  zwar  eine  mit  der  Gruppe:  x{  =  fi{x,a)  holoedrisch  iso- 
morphe Gruppe;  beide  Gruppen  haben  nämlich  augenscheinlich  ein  und 
dieselbe  Parametergruppe  (vgl.  Kap.  21,  S.  402  ff.). 

Zugleich  ist  bewiesen,  dass  auch  die  Gleichungen  (6')  ihrerseits 
eine  Gruppe  in  den  Veränderlichen  l^"-l,a  darstellen,  und  zwar,  wie 
aus  dem  gleichzeitigen  Bestehen  der  symbolischen  Relationen: 

T(a)  T(ö)  =  T(c) 

und: 

^(a)S(ö)  =  S(c) 

hervorgeht,  eine  mit  der  Gruppe:  x-  =  fi(x,  a)  isomorphe  Gruppe  (vgl. 
Kap.  21,  S.  420  flP.).  Ordnet  man  jeder  Transformation  der  Gruppe  (6) 
diejenige  Transformation  der  Gruppe  (6')  zu,  welche  durch  sie  bestimmt 
ist,  so  erhält  man  die  beiden  Gruppen  (6)  und  (6')  isomorph  auf  ein- 
ander bezogen. 

Der    Isomorphismus    der    beiden    Gruppen    (6)    und    (6')    braucht 
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keineswegs  ein  holoedrischer  zu  sein,  es  kann  ja  die  Gruppe  (6') 
unter  Umständen  sogar  auf  die  identische  Transformation  zusammen- 
schrumpfen, wenn  nämlich  die  Gruppe:  x=f{x,d)  jede  einzelne  der 
oo"'  Mannigfaltigkeiten:  9^k{^,  l)  =  0  stehen  lässt. 

Wir  werden  zeigen,  dass  die  Gruppe,  welche  von  den  vereinigten 
Gleichungen  (6)  und  (6')  dargestellt  wird,  von  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  erzeugt  ist. 

Da  die  Schaar  der  oo'" Mannigfaltigkeiten:  Slk(oi),l)==0  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe:  x[  =  fi{x,a)  zulässt,  so  gestattet  sie  insbe- 
sondere jede  der  r  eingliedrigen  Gruppen:  XJ"-Xrf,  sie  gestattet 
also  nach  Satz  3,  S.  468  auch  jede  der  r  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: XJ"-Xrf.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  zu  jeder  infinitesimalen 
Transformation  Xkf  eine  ganz  bestimmte  infinitesimale  Transformation: 

Lkf  ==  ^,tt  h,u(}i  '  '  y  "^ 

1  ^' 

von  solcher  Beschaffenheit  gehört,  dass  das  Gleichuugensystem: 
^^(^jc,  T)  =  0  in  den  n  +  m  Veränderlichen:  x^-  -  -  Xn,  k-  •  •  L  die  in- 
finitesimale Transformation:  Xi./'+ Z^/ gestattet. 

Natürlich  gestattet  das  Gleichungensystem:  Slk{x,  l)  =  0  zugleich 

jede  infinitesimale  Transformation:  ei^{XJ-\-  LJ)  -] \-  Cr{X,.f+ Lrf) 

und  in  Folge  dessen  auch  jede  eingliedrige  Gruppe:  c^{XJ+LJ)  + 
[- er(Xrf  +  Lrf).  Da  aber  die  Gruppe:  x/ =  fi{x,  a)  aus  dem  In- 
begriff aller   eingliedrigen  Gruppen:   e^XJ -\ h  ^/-X/"  besteht,   so 

muss  offenbar  die  von  den  Gleichungen  (6)  und  (6')  dargestellte  Gruppe 
mit  dem  Inbegriff  aller  eingliedrigen  Gruppen:  ZekXkf  +  ^JßkLkf 
identisch  sein,  sie  muss  also  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen:  X^/+ W  erzeugt  sein,  was  zu  zeigen  war. 

Hieraus  folgt  nun,  dass  zwei  beliebige  unter  diesen  infinitesimalen 
Transformationen  Relationen  von  der  Form: 

r 

1 

erfüllen.  Indem  wir  dies  direkt  verificiren,  erhalten  wir  einen  neuen 
Beweis  dafür,  dass  alle  endlichen  Transformationen:  x[  ==  fi(x,a\ 
l^;  =  i^^  (Ij  a)  eine  Gruppe  bilden.  Wir  erkennen  aber  gleichzeitig, 
dass  Ciks  =  Ciks  ist,  was  damit  stimmt,  dass  unsere  neue  Gruppe  in  den 
X  und  l  dieselbe  Parametergruppe  besitzt  wie  die  vorgelegte  Gruppe: 
Xi=fi{x,a).  . 

Das  Gleichungensystem:  Slk(x,  l)  =  0  gestattet  mit  den  r  infini- 
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tesimalen    Trausformatiouen:    X, /  + i, /;...  X/' +  i./-  zugleich    die 
Transformationen : 

(X,X,)  +  (L,U)  =^,  c„,X,f+  (Z,i,) 

1 

und  demnach  auch  die  folgenden: 

(X,Z.)  +  (Z,Z,)  -^  c,,s(X/+  L.f)  =  ^L,L,)  -V.  c;,.L4' 
1  1 

in  den  Veränderh'chen  Z^  •  •  •  L  allein.  Das  aber  ist  wegen  der  Be- 
schaffenheit des  Gleichungensystems:  Sl,{x,l)  =  0  nur  möglich,  wenn 
die  eben  geschriebenen  infinitesimalen  Transformationen  identisch  ver- 
schwinden, wenn  also  die  Relationen  bestehen: 

7' 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort: 

(X,X.)  +  (Z,i,)  =^  c,.,(X/  +  L,f), 

1 

womit  die  bewusste  Eigenschaft  der  vereinigten  Gleichungen  (6),  (6') 
bewiesen  ist. 

Es  versteht  sich  nach  dem  Obigen  von  selbst,  dass  die  Gruppe  (6') 
von  den  r  infinitesimalen  Transformationen:  L J ■■  ^  Lr f  erzeugt  ist. 
Zugleich  haben  wir  in  dem  Vorstehenden  einen  neuen  Beweis  dafür, 
dass  die  Gleichungen  (6')  eine  mit  der  Gruppe:  Zi/"... -X,/ isomorphe' 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  l,'--lm  darstellen. 

Die  auf  S.  470  erwähnte  isomorphe  Beziehung  zwischen  den  beiden 
Gruppen    (6)    und   (6')    kann    nunmehr    auch    dahin    definirt    werden, 

dass  sie  jeder  infinitesimalen  Transformation:  e^XJ-\ (-^rX/'die 

durch  sie  bestimmte  infinitesimale  Transformation:  c,LJ-\ "^-^erUf 

in  den  l  zuordnet. 

Wir  haben  somit  den: 

Satz  5.     Gestattet  die  Schaar  der  c3o"'  Mannigfaltigkeiten: 

des  Baumes:  x^-- •  Xn  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

n 

'^^f'=^i^f^i(^l'--Xn)j~  (k  =  l...r) 

1  *' 

einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung: 
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(X,X,)=^sCasX,f 


{i\k  =  l.-.r), 


entspricht  also  jedem  Xkf  eine  gam  bestimmte  infinitesimale  Trans- 
formation: 

"^ 
Lkf  =^  Ki  (Jr  • '  ^m)  jf 
1  ^' 

von  solcher  Beschaffenheit^  dass  das  Gleichungensystem:  ^/.(x,  l)  =  0  in 
den  n  +  m  Veränderlichen:  x^---Xn,  k'-lm  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Xj,f  -\-  Lkf  gestattet,  so  stehen  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen Ljcf  paarweise  in  den  Beziehungen: 


{LiLi)  ==^s  CiksLsf 


{>\k  =  i  ■..?■), 


das    heisst,   sie  erzeugen    eine  mit   der   Gruppe:    XJ'-  •  •  Xrf  isomorphe 
Gruppe. 

Hier  mag  noch  der  folgende  Satz  ausdrücklich  ausgesprochen 
und  selbständig  bewiesen  werden: 

Satz  6.  Enthält  die  r-gliedrige  Gruppe:  XJ'---Xrf  des  Baumes 
^1  •  •  •  ^n  gerade  p<.r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  welche 
die  Schaar  der  c»^"  Mannig faltiglceiten : 

^k{x^  "  •  Xn,    Ir  •  '  Im)  =  0        {k=:l...n-,i) 

invariant  lassest,  so  erzeugen  diese  p  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen eine  p-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  XJ'-'-Xrf 
Der  Bew^eis  ist  sehr  einfach.     Es  seien: 


'f-^JOnjXjf 


(/r=i.  .  ./;) 


solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe:  XJ' 
•  •  •  Xrf,  welche  die  Schaar:  ^^ix,  l)==0  invariant  lassen,  so  dass  jede 

andere    infinitesimale    Transformation:    e^Xj'-^- \- CrXrf,    welche 

dasselbe  thut,  sich  aus  ^J-'-lElpf  linear  ableiten  lässt.  Dann  ge- 
stattet nach  Satz  4,  S.  469  die  Schaar:  ^^{x,  l)  =  0  auch  jede  infini- 
tesimale Transformation  (ÄiuÄ)  der  Gruppe:  XJ-'-Xrf,  es  bestehen 
mithin  Relationen  von  der  Form: 


{A/u  Av)  =  ^Tj  gj,a'Tt  ^nf        if, 


P), 


in  denen  die  g^,^^  Constanten   bezeichnen.     Hieraus  geht  hervor,  dass 
1^1  f'  ■  •  ^pf  wirkhch  eine  i^-gliedrige  Gruppe  erzeugen.  — 
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Ist  die  Schaar  der  oo'"  MaDnigfaltigkeitent 

^k{x^"  '  Xny    Ir  "  In)  =  0       {k  =  l--.n~q) 

vorgelegt  und  ausserdem  noch  irgend  eine  r-gliedrige  Gruppe:  X^f-  •  •  X,./' 
des  Raumes  x^^- -  -  x»,  so  kann  man  fragen^  wieviele  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe:  X^f  •- -^Xrf  die  vorgelegte 
Schaar  gestattet.  Wir  übersehen  nun,  wie  sich  diese  Frage  beant- 
worten lässt. 

Soll  nämlich  die  Schaar:  Slk(x,  l)  =  0  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  der  Form:  e^ X^ /'+•••-)- e^X^/"  gestatten,  so  muss 
es  möglich  sein,  eine  solche  infinitesimale  Transformation:  Lf  in 
den  l  allein  anzugeben,  dass  das  Gleichungensystem:  Slk{x,l)  =  0 
in  den  n -\- m  Veränderlichen:  x^-'-Xn,  h  •  "  hn  die  infinitesimale 
Transformation:  ZekXkf-\-Lf  gestattet.  Denken  wir  uns  daher  die 
Gleichungen:  ^kipc,  l)  =  0  nach  n  —  g  von  den  x  aufgelöst: 

Xq^k  =   tq-{-k  (^1  •    •    •   ^r?,     k"   '    ^»)         {k  =  1  .  -  ^  n  -  q) 

und  bezeichnen  wir  wie  auf  S.  468  die  Substitution:  a?j^i=  z^^+i,  •  •  • 
Xn  =  ^71  durch  das  Zeichen  [  ],  so  haben  wir  nur  die  Constanten  e^-'-Cr 
und  die  Functionen:  1^(1)  -  -  -  ^ntif)  in  allgemeinster  Weise  derart  zu 
bestimmen,  dass  die  n  —  g  Gleichungen: 

1  i*^  1         l  1  J   ] 

{k=^i-  •  •  n  —  q) 

unabhängig  von  den  Werthen  der  Veränderlichen  x^^-  •  •  x^  befriedigt 
werden.  Auf  diese  Weise  finden  wir  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation:  e^X^f  -{--"-{-  er Xrfj  welche  die  Schaar:  Slk(oCfl)  =  0 
invariant  lässt. 

§  112. 
Wenn  die  Schaar  der  c»'"  Mannigfaltigkeiten: 

(1)  ii^C^l  "  -  Xn,    Ir  ■  '  Q  =  0       (k^l-  -n-q) 

die  Transformation:  xl  ==  fi{x^  -  •  •  Xn)  gestattet,  so  giebt  es,  wie  wir 
auf  S.  463  f.  gesehen  haben,  eine  ganz  bestimmte  Transformation: 
l/ii  =  X^u{li'  '  '  Im)  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  das  Gleichungen- 
system: Slk(x,  l)  =  0  in  den  oi  +  m  Veränderlichen  x^  l  die  Trans- 
formation: 

Ix!  =  fi{Xi'  "  Xn)     ■    ii  =  l---n) 

gestattet. 
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Wir  bemerkten  schon  auf  S.  463^  dass  die  Gleichungen:  l^i==%^i(l) 
die  Parameter  //  •  •  •  1,^  derjenigen  Mannigfaltigkeit  der  invarianten 
Schaar  (1)  bestimmen,  in  welche  die  Mannigfaltigkeit  mit  den  Para- 
metern ?i  •  •  •  Im  bei  der  Transformation:  Xi  =  fi{x)  übergeht.  Wenn 
wir  daher  /^  •  •  •  l^^  geradezu  als  Coordinaten  der  einzelnen  Mannig- 
faltigkeiten der  Schaar  (1)  auffassen,  so  geben  die  Gleichungen: 
//=%u(0  ^3;S  Gesetz  an,  nach  welchem  die  Mannigfaltigkeiten  unserer 
invarianten  Schaar  von  der  Transformation:  x{  =  fi(x)  unter  einander 
vertauscht  werden. 

Gestattet  zum  Beispiel  ein  specielles  Werthsystem:  I^^  -  •  •  Im^  die 
Transformation: 

SO  gestattet  zugleich  die  Mannigfaltigkeit: 


Slk{0C^"-Xn,    C*--C)  =  0       (k^i-..n- 


die  Transformation: 

00{  =  fi{x^"  •  Xn)        {i  =  l---n). 

In   der   That,    die  Mannigfaltigkeit:   Slk(Xf  l^)  =  0   geht   bei  Aus- 
führung der  Transformation:  xl  =  fi{x)  über  in  die  neue: 

unter  der  gemachten  Voraussetzung  ist  aber: 

also  fällt   die  neue  Mannigfaltigkeit  mit   der  alten  zusammen   und  die 
Mannigfaltigkeit:  ^kix,  l^)  =  0  bleibt  wirklich  invariant. 

Das  Umgekehrte  gilt  dagegen  nicht  immer.    Gestattet  irgend  eine 
specielle  Mannigfaltigkeit: 

^^-(^1  •  .  •  Xnj    /j^  •  •  •  O  =  0       {k=l--.n-q) 

der  Schaar  (1)  die  Transformation:  x[  =  fi(x),  so  folgt  daraus  nicht  mit 
Nothwendigkeit,  dass  das  Werthsystem:  Z/«--/,«^  die  Transformation: 
V  =  Z«  (0  gestattet.  Es  ist  ja  denkbar,  dass  das  Werthsystem: 
^1^  •  •  •  Im^  einer  continuirlichen  Reihe  von  Werthsystemen :  /^  •  •  •  !„,  an- 
gehört, welche  in  (1)  eingesetzt  dieselbe  Mannigfaltigkeit  liefern  wie 
das  Werthsystem:  ?i^---L^;  in  diesem  J'alle  folgt  aus  der  Invarianz 
der  Mannigfaltigkeit:  Sl,,(x,P)  =  0  nur,  dass  die  einzelnen  Werth- 
systeme:  \''-lm  der  eben  definirten  Reihe  von  der  Transformation: 
l/ii' =  Xiu{l)  unter ,  einander  vertauscht  werden,  nicht  aber,  dass  das 
Werthsystem:  l^^  -  -  -  In^  bei  der  betreffenden  Transformation  invariant 
•bleibt.  Haben  indess  die  h  nicht  specielle  sondern  allgemeine  Werthe,  so 
gestattet  die  Manntgfaltiglieit:  ^k{oCj  l)  =  0  nur  dann  die  Transformation: 
^i=fi{^),  wenn  das  Werthsystem  4  die  entprechende  Transformation: 
If.!  =  Xu  (0  ^tdässt,  dann  aber  auch  immer. 
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Betrachten  wir  nun  den  allgemeinen  Fall,  dass  die  Schaar  der 
cx)'"  Mannigfaltigkeiten: 

(1)  ^k{x^  "  'Xn,    Ir  •  '  Im)  =  0       (*  =  1  •  .  -n-q) 

die  r-gliedrige  Gruppe: 

mit  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f  ■  ■  ■  Xrf 
gestattet.  Die  Gruppe  in  den  l,  welche  der  Gruppe:  x{  =  f)(x,  a)  ent- 
spricht, habe  die  Form: 

und  sei  von  den  r  infinitesimalen  Transformationen:  L^f  •"  L,.f  erzeugt, 
die  ihrerseits  natürlich  den  infinitesimalen  Transformationen:  XJ'-  •  •  Xrf 
bezüglich  entsprechen. 

Es  fragt  sich  nun  zunächst,  wie  man  entscheidet,  ob  die  infini- 
tesimale Transformation:  e^^XJ-\ \-er^Xrf  eine  bestimmte  in  der 

Schaar  (1)   enthaltene  Mannigfaltigkeit: 

(7)  Slj,(x^  '"Xn,    k^"'  IJ)  =  0       (^  =  1  •  •  -n-q) 

invariant  lässt. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Mannigfaltigkeit  (7)  die  infini- 
tesimale Transformation:  ei^Xj'-{- 1- ^r^X/'  jedenfalls  dann  ge- 
stattet, wenn  das  Werthsystem:  Ij^ -- •  IJ  die  infinitesimale  Transfor- 
mation: e^^LJ-j +  Cr^Lrf  gestattet. 

In  der  That,  das  Gleichungensystem  (1)  in  den  oi  -f-  m  Veränder- 
lichen :  Xi  ---Xnfli-"  l,n  gestattet  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  infinitesimale  Transformation:  Eej^{Xjf -{-  Ljf)'^  die  n  —  q  Aus- 
drücke : 

1  1^1  '       1  >'J 

verschwinden  also  sämmtlich  vermöge:  i^i {x,  /)  =  0,  •  •  •  ^n-q{Xj  l)  =  0. 
Das  gilt  auch  noch,  wenn  wir  setzen:  li==  Ij^j  -  ■  -  ln=^  In^]  nun  aber 
gestattet  das  Werthsystem  l^^ -  -  •  IJ  die  infinitesimale  Transformation: 
HefLjf  und  es  verschwinden  daher  die  m  Ausdrücke: 

sämmtlich.     Folglich  verschwinden  die  n  —  q  Ausdrücke: 


^{^er^^i^^  .= 


alle  vermöge  (7),  das  heisst  die  Mannigfaltigkeit  (7)  gestattet  wirklich 
die  infinitesimale  Transformation:  HefXjf. 
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Das  hiermit  gefundene  hinreichende  Kriterium  ist  indess  nicht 
noth  wendig. 

Bleibt  nämlich  unsere  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  S'lk(Xjl)  =  0 
bei  der  Gruppe:  X^f  ■  •  -  Xrf  invariant,  und  soll  dabei  die  specielle 
Mannigfaltigkeit:  ^k{Xj  F)  =  0  die  infinitesimale  Transformation: 
e^^X^f  -{--'•  -\-  ßr^Xrf  gestatten,  so  ist  dazu  nur  erforderlich,  dass  die 
71  —  q  Ausdrücke: 


vermöge  des  Gleichungensystems:  ^k{^^f)  =  0  gleich  Null  werden: 
es  ist  aber  keineswegs  nothwendig,  dass  die  r  Ausdrücke:  x/^/^-^>CT 
selbst  verschwinden. 

Wünscht  man  daher  zu  wissen,  ob  jede  Mannigfaltigkeit:  ^^i^^  T)  =  0 
der  invarianten  Schaar  eine  oder  mehrere  infinitesimale  Transforma- 
tionen: ECkXj^f  gestattet,  und  will  man  ausserdem  für  jede  Mannigfaltig- 
keit Ik  die  betreffenden  infinitesimalen  Transformationen  finden,  so 
hat  man  die  ej,  in  allgemeinster  Weise  derart  als  Functionen  der  l  zu 
bestimmen,  dass  die  Gleichungen: 

(8)  J''2/-«;^v.(0-Fr^  =  0 

11  ^ 

eine  Folge  des  Gleichungensystems  ^jc(x,  ?)  =  0  werden.  Da  aber 
nach  der  früheren  Annahme,  dass  die  l  wesentliche  Parameter  sind,  das 
Gleichungensystem:  9uk{x,  T)  =  0  in  den  n  +  '^n  Veränderlichen  x^  l 
keine  nicht  identisch  verschwindende  Transformation: 

m         r 

11 
gestatten  kann,  so  folgt  jetzt  mit  Noth  wendigkeit: 

eihu{l)  +   •  .  •   +  ßrlr/^cQ)  =  0       i,u  =  1,2...  m). 

Es  ergiebt  sich  mithin  Folgendes: 

Ist:  Eck^Lkf  die  allgemeinste  in  der  Gruppe:  L^f  •  •  •  Lrf  enthaltene 
infinitesimale  Transformation^  welche  das  allgemein  gelegene  Werth- 
system:  l^^---ln^  invariant  lässt^  so  ist:  Uej^Xkf  die  allgemeinste  in 
der  Gruppe:  X^f --  -  Xrf  enthaltene  infinitesimale  Transformation^  welche 
die  allgemein  gelegene  Mannigfaltigheit  (7)  invariant  lässt. 

Wir  können  annehmen,  dass  von  den  r  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: LJ'  •  •  Lrf  gerade  m — p,  etwa:  L^f  -  •  •  Lm-pf  durch  keine 
lineare  Relation  von  der  Form: 
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CC^Qj^  •  •  •  ln)LJ-\ h  Of.._;,(/,  •  •  •  ln)L,u~pf=  0 

verknüpft  sind,  während  dagegen:  Lni-p-\-\f  -  -  -  Lrf  sich  linear  durch 
L^f '  •  •  Lm—pf  ausdrücken  lassen: 

m — p 
Lm—p+jf^^ji  CClu  ih'  '  '  ^"0  L,^if  U-^-l-  -'r  —  m-i-p)  . 

1 

Diese  Voraussetzung  können  wir  immer  machen,  selbst  wenn  die  in- 
finitesimalen Transformationen:  L^f-"  Lrf  nicht  von  einander  unab- 
hängig sind,  was  ja  sehr  gut  eintreten  kann. 

Es  ist  nun  klar,    dass   die   r  —  m  -\-  p   infinitesimalen  Transfor- 
mationen : 

m — p 
(9)  L,n-p+jf  —  ^i  CCj^u  (h^  ■  •  •  LP)  LJ  U==l.--r-m+p) 

1 

das  Werthsystem:  l-^-'-l^?  invariant  lassen;  da  ferner  l^^ •  •  •  l,u^  ein 
Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  erkennt  man  sofort,  dass 
jede  infiuitesimale  Transformation:  UCkL^f,  bei  welcher  das  Werth- 
system invariant  bleibt,  aus  den  r  —  m-^-p  Transformationen  (9)  linear 
abgeleitet  werden  kann.  Folglich  lässt  sich  die  allgemeinste  infini- 
tesimale Transformation:  UßkXjcf,  welche  die  allgemein  gelegene  Mannig- 
faltigkeit (7)    invariant  lässt,   aus   den  r  —  m  +  p  Transformationen: 


r  —  m  -{-  p) 


(10)  X,„^,+)f-^.aj,.{l,^.--lJ)X,f      o  =  . 

1 

linear  ableiten. 

Selbstverständlich  sind  die  infinitesimalen  Transformationen  (10) 
von  einander  unabhängig  und  erzeugen  eine  (r  —  w -|- jö)  -  gliedrige 
Gruppe,  nämlich  die  allgemeinste  in  der  Gruppe:  Xj/*- ••  X^/"  enthaltene 
Untergruppe,  bei  welcher  die  Mannigfaltigkeit  (7)  invariant  bleibt. 

Ist  insbesondere  die  Gruppe:  L^f  ■  -  ■  Lrf  transitiv,  so  hat  die 
ganze  Zahl  p  den  Werth  Null;  in  diesem  Falle  gestattet  daher  jede 
allgemein  gelegene  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (1)  gerade  r  —  m  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe:  X^f  -  •  •  Xrf 

Somit  haben  wir  den 

Satz  7.     Gestattet  die  Schaar  der  oo"*  Mannig faltiglceiten  : 

ß^-(^l  •  ■  ■  Xn,    k-  •  •  Im)  =  0      {k  =  l"-n-q) 

die  r-gliedrige  Gruppe:  X^f-  -  -  Xrf,  sind  ferner  L^f-  -  -  Lrf  die  den  Xjf 
entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  in  den  l  altein  und  sind 
endlich  Lj^f  -  •  •  Lrf  durch  gerade  r  —  m-^p  unabhängige  Relationen  von 
der  Form:  U ßj{l)Ljf=0  verlcnüpft,  so  enthält  die  Gruppe:  XJ'--- Xrf 
gerade   r  —  m-\-p   unabhängige  infinitesimale    Transformationen  ^   welche 
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eine  Mannigfaltig'keit  ?i^  •  •  -  L^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen. 
Dieselben  erzeugen  eine  (r  —  m-\- p)-gliedrige  Gruppe.  Ist  die  Gruppe: 
J^if  • ' '  Lrf  ifi'  den  m  Veränderlichen  l^-  •  •  l,n  transitiv,  so  gestattet  jede 
allgemein  gelegene  Mannigfaltigkeit  der  ScJiaar  ^k{x,  l)  =  0  gerade  r  —  m 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe:  Xj/  •  •  •  Xrf, 
und  diese  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  (r  —  m)-gliedrige 
Untergruppe. 

Wir  fügen  hierzu  noch  die  selbstverständliche  Bemerkung,  dass 
die  Gruppe:  L^f  ■  •  •  Lrf  in  l^'--lm  dann  und  nur  dann  transitiv  ist, 
wenn  jede  allgemein  gelegene  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  ^j,{x,l)  =  0 
in  jede  andere  durch  wenigstens  eine  Transformation  der  Gruppe: 
X^f '  •  •  Xrf  übergeführt  werden  kann. 

§  113. 

Es  sei  in  dem  ii-fach  ausgedehnten  Kaume  x^"  -  Xn  eine  ^^-gliedrige 
Gruppe :  Xj  Z'- ••  X,7'  vorgelegt  und  ausserdem  irgend  eine  Mannigfaltig- 
keit, die  wir  mit  M  bezeichnen  wollen.  Wir  setzen  voraus,  dass  in 
den  Gleichungen  von  M  keinerlei  willkürliche  Parameter  vorkommen. 

Werden  alle  00*"  Transformationen  der  Gruppe:  X^f  •  •  -  Xrf  auf 
die  Mannigfaltigkeit  M  ausgeführt,  so  geht  dieselbe  in  eine  Reihe  von 
neuen  Mannigfaltigkeiten  über.  Wir  werden  beweisen,  dass  der  In- 
begriff aller  dieser  Mannigfaltigkeiten  bei  der  Gruppe:  X^f  -  •  •  Xrf  in- 
variant bleibt,  dass  er  eine  bei   der  Gruppe  invariante  Schaar  bildet. 

Es  sei  M'  irgend  eine  Mannigfaltigkeit,  welche  dem  eben  be- 
sprochenen Inbegriff  angehört,  und  T^  sei  eine  solche  Transformation 
der  Gruppe:  XJ'---  Xrf  welche  31  in  M  überführt,  es  bestehe  also 
die  symbolische  Gleichung: 

{M)T,=  {M'). 

Ist  nun   T  eine   beliebige   Transformation    der  Gruppe,   so  haben  wir: 
{M')  T  =  {M)  T,  T  =  {31)  T, , 

wo  die  Transformation  T^  wiederum  der  Gruppe  angehört;  folglich 
geht  die  Mannigfaltigkeit  M'  bei  der  Transformation  T  in  eine  andere 
Mannigfaltigkeit  des  bewussten  Inbegriffs  über.  Da  dies  für  jede 
Mannigfaltigkeit  M'  des  Inbegriffs  gilt,  so  sehen  wir,  dass  die  dem  In- 
begriff angehörigen  Mannigfaltigkeiten  von  T  und  also  überhaupt  von 
allen  Transformationen  der  Gruppe:  X^f  -  -  ■  Xrf  unter  einander  ver- 
tauscht werden,  dass  der  oben  definirte  Inbegriff  von  Mannigfaltigkeiten 
wirklich  eine  bei  der  Gruppe:  XJ-  •  •  Xrf  invariante  Schaar  bildet. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  jede  Mannigfaltigkeit  dieser  invarianten 
Schaar  in  jede  andere  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  durch   wenigstens 
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eine  Transformation  der  Gruppe  übergeführt  werden  kann.   Ist  nämlich: 

so  wird  {M)  =  {M)T-^  also: 

womit   die   Behauptung   bewiesen   ist.     Daraus    geht   zugleich    hervor, 
dass  man  die  besprochene  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  auch  erhält, 
wenn    man   auf  irgend   eine   ihrer   Mannigfaltigkeiten   alle  c»''  Trans- 
formationen der  Gruppe  ausführt. 
Wir  haben  somit  den 

Satz  8.  Führt  man  auf  eine  vorgelegte  Mannigfaltlglceit  des  Bn  alle 
oo''  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f-  -  ■  Xrf  dieses  Baumes 
aus,  so  bildet  der  Inbegriff  aller  Lagen,  welche  die  Mannigfaltigleit  dabei 
annimmt,  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Schaar  von  Mannigfaltiglceiten. 
Jede  Mannigfaltigleit  dieser  Schaar  Icann  in  jede  andere  durch  wenigstens 
eine  Transformation  der  Gruppe  übergeführt  werden.  Aus  jeder  eimelnen 
ihrer  Mannigfaltigkeiten  kann  die  Schaar  auf  dieselbe  Weise  hergeleitet 
werden  ivie  aus  der  ursprünglich  vorgelegten  Mannigfaltigkeit. 

Die  Mannigfaltigkeit  M  wird  eine  gewisse  Anzahl,  nehmen  wir 
an  gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der 
Gruppe:  Zj/'- --X,/ gestatten*).  Dieselben  erzeugen  dann  eine  (r  —  m)- 
gliedrige  Untergruppe  (v^l.  Theorem  31,  S.  207). 

Es  sei  nun  S  allgemeines  Symbol  einer  Transformation  dieser 
Untergruppe,  also:  {M)S  =  {M)-^  es  sei  weiter  T^  irgend  eine  Trans- 
formation der  Gruppe  X^f-'-Xrf  und  es  gehe  Jf  bei  T^  in  die  neue 
Lage  M'  über:  {M')  =  {M)T^.  Dann  ist  es  leicht,  alle  Transfor- 
mationen T  der  Gruppe  X^f  anzugeben,  welche  M  in  M  überführen. 

Man  hat  nämlich: 

{U)^  =  {M')  =  {M)T„ 
folglich  wird: 

{M)JTr'={M), 

also    ist    1  T{-^   eine    Transformation  S   und   es  ist    ST^   allgemeines 
Symbol    aller    Transformationen    der    Gruppe    Xkf,    welche    M  in  M' 


'*)  Der  Inbegriff  aller  endlichen  Transformationen  der  Gruppe:  X^f  ■  ■  -  Xrf, 
welche  eine  Mannigfaltigkeit  M  invariant  lassen,  bildet  immer  (Theorem  32, 
S.  208)  eine  Untergruppe,  welche  aber  offenbar  keine  endliche  continuirliche 
Gruppe  zu  sein  braucht.  Wenn  wir  nichtsdestoweniger  in  den  folgenden  Ent- 
wickelungen  des  Textes  implicite  die  Annahme  machen,  dass  diese  Untergruppe 
von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird,  so  ist  dies  nicht  als  eine 
wesentliche  Beschränkung  aufzufassen,  denn  wir  können  ja  den  auf  S.  16  be- 
sprochenen Bereich  ((a)  immer  passend  einengen. 
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überführen.     Transformationen  ST^^  giebt  es  aber  gerade  so  viele,  als 
es  verschiedene  Transformationen  S  giebt,  das  heisst  oo''-'". 

Aehnlich  findet  man  alle  Transformationen  ©  unserer  Gruppe, 
welche  M'  invariant  lassen.  Aus  (l?')@==(Jf')  und  (M)T^=  (M') 
erhält  man: 

also: 

Solcher  Transformationen  giebt  es  ebenfalls  oo^-»^  verschiedene  und 
ihr  Inbegriff  bildet  eine  (r  — w)-gliedrige  Untergruppe,  welche  inner- 
halb der  Gruppe  X^.f  mit  der  Gruppe  der  S  gleichberechtigt  ist. 
Wir  fassen  diese  Ergebnisse  zusammen  wie  folgt: 
Satz  9.  Gestattet  eine  Mannigfaltigheit  M  des  i?„  gerade  r  —  ni 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
XJ-  '  ■  Xrf  oder  hurz  Gr  und  ist  S  allgemeines  Symbol  der  oo'— "'  end- 
lichen Transformationen  derjenigen  {r  —  m)-gliedrigen  Untergruppe,  welche 
von  diesen  r  —  m  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  wird,  ist  endlich 
T  irgend  eine  Transformation  der  Gr.-  XJ---  Xrf  und  nimmt  M  hei 
Ausführung  von  T  die  neue  Lage  M'  an,  so  enthält  die  Gr  gerade  c3ü^-"* 
verschiedene  Transformationen ,  ivelche  ebenfalls  M  in  M'  überführen,  das 
allgemeine  Symbol  derselben  ist:  ST;  ausserdem  enthält  die  Gr  gerade 
oo'-»'  Transformationen,  ivelche  M'  invariant  lassen,  diese  letzteren  haben 
T-^ST  zum  allgemeinen  Symbol  und  bilden  eine  {r--m)-gliedrige  Unter- 
gruppe, ivelche  innerhalb  der  Gr  mit  der  Gruppe  der  S  gleichberechtigt  ist. 

Denken  wir  uns  auf  die  Gleichungen  der  Mannigfaltigkeit  M  die 
oü''  Transformationen:  x!  =  f{x,a)  der  Gruppe:  XJ---Xrf  ausgeführt, 
so  erhalten  wir  den  analytischen  Ausdruck  der  besprochenen  invarianten 
Schaar  von  Mannigfaltigkeiten.  Formell  enthält  dieser  Ausdruck  die 
r  Parameter  a^  •  •  •  a^,  doch  brauchen  dieselben  nicht  alle  wesentlich 
zu  sein.  Die  Zahl  ni  der  wesentlichen  unter  den  Parametern  a^  •  •  •  a^ 
wollen  wir  jetzt  bestimmen. 

Unsere  invariante  Schaar  besteht  aus  co"*'  verschiedenen  Mannig- 
faltigkeiten und  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  kann  in  jede  andere 
durch  eine  Transformation  der  Gruppe:  X^/^  • -X^/"  übergeführt  werden. 
Nach  Satz  7,  S.  478  gestattet  daher  jede  einzelne  der  oo'"'  Mannig- 
faltigkeiten gerade  r~m'  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  Gr]  wir  wissen  aber  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  jede  dieser  Mannigfaltigkeiten  gerade  oo^-"^ 
endliche  Transformationen  der  Gr  zulässt,  folglich  ist  m'  =  m  und  es 
sind  von  den  r  Parametern:  a^-  -  -  ar  gerade  m  wesentlich. 

Theorie  der  Transformationsgruppen.  oi 
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Wir  haben  somit  den 

Satz  10.  Gestattet  eine  Mannigfaltigheit  M  des  n-fach  ausgedehnten 
Baumes  Rn  gerade  r  —  m  iinahJiängige  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe:  X J ■•' Xrf  dieses  Baumes,  so  nimmt  dieselbe 
hei  den  oo'"  Transformationen  dieser  Gr^ippe  gerade  oo'"  verschiedene 
Lagen  an. 

§  114. 

In  den  Gleichungen  unserer*  invarianten  Schaar  von  Mannifffaltiff- 
keiten  brauchen  wie  gesagt  die  Parameter  a^  -  •  •  a^  nicht  sämmtlich 
wesentlich  zu  sein,  wir  können  uns  aber  stets  mKr  solche  Functionen 
li-  •  ■  Im  der  a  als  neue  Parameter  eingeführt  denken,  dass  die  Gleich- 
ungen unsrer  Schaar  die  Form: 

erhalten,  wo  nun  l^-'-lm  wesentliche  Parameter  sind. 

Die  Schaar  Slk=  0  bleibt  bei  der  Gruppe:  X^^f-  -  -  Xrf  invariant, 
während  ihre  einzelnen  Mannigfaltigkeiten  unter  einander  vertauscht 
werden.  Wie  dieselben  vertauscht  werden,  das  giebt  jene  Gruppe: 
L^f"-Lrf  in  den  l  allein  an,  welche,  wie  früher  gezeigt  wurde,  durch 
die  Gruppe:  XJ---  Xrf  vollständig  bestimmt  ist. 

Die  Gruppe  Lkf  in  den  Veränderlichen  l^--- 1^  ist  mit  der  Gruppe 
Xkf  isomorph,  hat  also  höchstens  r  wesentliche  Parameter;  anderer- 
seits ist  sie  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sicher  transitiv 
(vgl.  S.^479f.),  sie  hat  also  mindestens  m  wesentliche  Parameter.  Es 
bleibt  uns  nur  noch  übrig,  ein  einfaches  Kriterium  dafür  anzugeben, 
wieviele  wesentliche  Parameter  die  Gruppe  Lkf  eigentlich  hat. 

Die  Gruppe:  L^f  -  •  -  Lrf  sei  p-gliedrig,  wo  m^Q  ^r.  Da  sie 
mit  der  Gr'.  X^f  -  •  •  Xrf  meroedrisch  isomorph  ist,  so  muss  es  in 
dieser  letzteren  eine  (r  —  (>)-gliedrige  invariante  Untergruppe  geben, 
welche  der  identischen  Transformation  der  Gruppe  L^f  entspricht  (vgl. 
Theorem  54,  S.  301).  Diese  (r  —  ^)-gliedrige  invariante  Untergruppe 
der  Gr  lässt  demnach  jede  einzelne  der  oo"' Mannigfaltigkeiten:  ^k{Xjl)  =  0 
stehen,  sie  ist  also  in  derjenigen  (r  —  m)-gliedrigen  Untergruppe  gr—n, 
der  Gr  enthalten,  welche  die  früher  besprochene  Mannigfaltigkeit  M 
invariant  lässt  und  zugleich  ist  sie  in  allen  {r  —  m)-gliedrigen  Unter- 
gruppen der  Gr  enthalten,  welche  innerhalb  der  Gr  mit  der  eben  er- 
wähnten gr-vt  gleichberechtigt  sind. 

Enthält  umgekehrt  jene  gr—m  eine  {r  —  ())-gliedrige  Untergruppe, 
welche  in  der  Gr  invariant  ist,  so  ist  dieselbe  zugleich  in  allen  mit 
der  gr—ni  gleichberechtigten  Untergruppen  der  Gr  enthalten,  sie  lässt 
daher  jede  einzelne  Mannigfaltigkeit:  ^]c{Xj  l)  =  0  stehen  und  in  der 
Gruppe:  L^f  •  ■  •  Lrf  entspricht  ihr  die  identische  Transformation. 
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Um  zu  entscheiden^  wieviele  Parameter  die  Gruppe:  LJ-'-Lrf 
enthält,  haben  wir  somit  nur  die  grösste  in  der  Qr-m  enthaltene  Gruppe 
aufzusuchen,  welche  in  der  Gr  invariant  ist.  Wenn  die  betreffende 
Gruppe  gerade  (r  —  ^)-gliedrig  ist  {Q^m),  so  ist  die  Gruppe:  L,f-"Lrf 
gerade  p-gliedrig. 

Wir  wollen  dieses  Ergebniss  nicht  in  einem  besonderen  Satze 
aussprechen,  sondern  wollen  jetzt  die  sämmthchen  Resultate  der  beiden 
letzten  Paragraphen  in  einem  Theoreme  zusammenfassen: 

Theorem  85.  Hat  man  eine  r-gliedrige  Gruppe:  XJ'-  •  •  Xrf 
oder  lurs  Gr  des  Baumes  x^-'-Xn  und  irgend  eine  Mannigfaltig- 
heit M,  welche  gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  Gr  und  also  auch  die  von  denselben  erzeugte 
(r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  gr-m  der  Gr  sulässt,  so  nimmt 
M  hei  den  cx)^  Transformationen  der  Gr  im  Ganzen  oo^"  ver- 
schiedene Lagen  an,  deren  Inbegriff  sich  gegenüber  der  Gruppe 
Gr  invariant  verhält.  Kennzeichnet  man  die  einzelnen  Lagen 
von  M  durch  m  Parameter:  l^-'-L,  so  erhält  man  in  l^'-lm 
eine  gewisse  Gruppe: 

li^!  =  Xiu(k'  '  '  ^m'i   ai'  '  '  ar)       \{ß  =  1  • . . »0, 

die  angiebt,  in  ivelcher  Weise  die  einzelnen  Lagen  von  M  bei 
der  Gruppe:  XJ--- Xrf  unter  einander  vertauscht  werden.  Diese 
Gruppe  in  den  l  ist  transitiv  und  isomorph  mit  der  Gruppe: 
XJ-"Xrf  Ist  die  grösste  in  der  gr-nc  enthaltene  invariante 
Untergruppe  der  Gr  gerade  {r  —  Q)-glicdrig,  so  hat  die  Gruppe: 
V  =  Z/tft«)  genau  q  wesentliche  Parameter.  Ist  die  Gr  insbe- 
sondere einfach,  so  ist  die  Gruppe  in  den  l  stets  r-gliedrig  und 
mit  Gr  holoedrisch  isomorph,  mit  alleiniger  Ausnahme  des 
Falles  m  =  r,  in  welchem  die  Gruppe:  i;=^^^{l^a)  blos  aus  der 
identischen  Transformation  besteht.^) 

Die  in  dem  Theorem  erwähnte  Zahl  r  —  Q  kann  jeden  der  Werthe: 
0,  1  ...  r  -  m  haben;  ist  r  —  ^  =  0,  so  besteht  die  (r  -  (>)-gliedrige 
Untergruppe  der  gr-m  aus  der  identischen  Transformation,  die  Gruppe: 
l^'  =  %u{l,a)isi  daher  mit  der  G^ holoedrisch  isomorph;  isir—Q^r  —  m, 
so  ist  die  gr^ra  selbst  in  der  Gr  invariant  und  die  Gruppe:  l^[=i^^{l^a\ 
ist  nur  m-gliedrig. 

§  115. 
Im   vorletzten  Paragraphen  gaben  wir  eine  Methode,   um   solche 
Schaaren    von    Mannigfaltigkeiten    zu    finden,    welche    bei    einer    vor- 

*)  Lie,  Archiv  for  Mathematik  og  Naturv.,   Bd.  10,  Christiania  1885. 

31* 
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gelegten  r-gliedrigen  Gruppe:  Xi/"- ••  X^/"  invariant  blieben.  Die  in- 
varianten Schaaren,  Vielehe  wir  auf  diese  Weise  erhielten,  waren  da- 
durch ausgezeichnet,  dass  jede  Mannigfaltigkeit  einer  derartigen  Schaar 
in  jede  andere  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  durch  mindestens  eine 
Transformation  der  Gruppe:  X^^f-  •  Xrf  übergeführt  werden  konnte. 

Jetzt  wollen  wir  die  besprochene  Methode  so  verallgemeinern, 
dass  sie  alle  bei  der  Gruppe  X^f  ■  •  •  Xrf  invarianten  Schaaren  von 
Mannigfaltigkeiten  liefert. 

Dazu  führt  uns  die  selbstverständliche  Bemerkung,  dass  die  Be- 
trachtungen der  SS.  479—482  auch  dann  noch  gültig  bleiben,  wenn 
die  Gleichungen  der  Mannigfaltigkeit  M  willkürliche  Parameter  ent- 
halten, das  heisst:  wenn  wir  au  Stelle  einer  einzelnen  Mannigfaltig- 
keit M  gleich  eine  ganze  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  benutzen. 
Demnach  können  wir  auch  folgendermassen  verfahren,  um  invariante 
Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten  zu  finden: 

Wir  nehmen  irgend  eine  Schaar: 

(11)  Vk(Xi^  •  '  •  Xn,    U^  ■  '  '  Uj)  =0  (A-  =  l  .  . .  n-  5) 

von  cx>^'  Mannigfaltigkeiten  und  führen  auf  dieselben  alle  oo^  Trans- 
formationen der  Gruppe:  X^f  -  •  •  Xrf  aus;  der  Inbegriff  aller  Mannig- 
faltigkeiten, welche  wir  so  erhalten,  bildet  immer  eine  bei  der  Gruppe: 
X-^f  ■  ■  '  Xrf  invariante  Schaar. 

Es  ist  Mar,  dass  ivir  alle  hei  der  Gruppe:  X^f  •  ■  •  Xrf  invarianten 
Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten  erhalten,  wenn  wir  die  Schaar  (11)  in 
allen  möglichen  Weisen  wählen.  Denn  ist  eine  beliebige  bei  der  Gruppe 
invariante  Schaar  vorgelegt,  etwa  die  Schaar: 

(1)  Slk{x^"-Xny    li'"lm)  =  0  (k^l...n-q), 

so  kann  dieselbe  jedenfalls  dadurch  erhalten  werden,  dass  wir  als 
Schaar  (11)  eben  die  Schaar  (1)  selbst  wählen.  Uebrigens  kann  man 
leicht  unendlich  viele  andere  Schaaren  (11)  angeben,  aus  denen  gerade 
die  Schaar  (1)  erhalten  wird,  doch  wollen  wir  uns  damit  nicht  aufhalten. 

Noch  bleibt  eine  Frage  zu  beantworten. 

Ist  die  Schaar  (11)  vorgelegt  und  werden  auf  ihre  Mannigfaltig- 
keiten alle  Transformationen  der  Gruppe:  X^f'  •  •  Xrf  ausgeführt,  so 
haben  die  Gleichungen  der  entstehenden  invarianten  Schaar  offenbar 
die  Form: 

(12)  Wk  (X^-  ■  '  Xn,    Ui  •  '  '  U'h  ,    «1  •  •  •  «r)  ==  0  (k  =  l---  n), 

enthalten   demnach    formell    h -\- r   willkürliche    Parameter,   nämlich: 

Wj  •••%,"  «1  •••  a"".    Wieviele  unter  diesen  Parametern  sind  wesentlich? 

Jede  allgemein  gelegene  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (11)  nimmt 

bei  der  Gruppe:  X^^f-  •  •  Xrf  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  c»^  verschie- 
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dene  Lagen  an;  von  diesen  oo^  Lagen  werden  wieder  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  cx)^  verschiedene  der  Schaar  (11)  angehören.  Auf  diese 
Weise  wird  die  ganze  Schaar  (11)  in  (X)^—°  verschiedene  ünterschaaren 
von  je  oo^  Mannigfaltigkeiten  zerlegt,  dergestalt,  dass  jede  Mannig- 
faltigkeit der  Schaar  (11)  in  jede  Mannigfaltigkeit,  welche  ein  und 
derselben  Unterschaar  angehört,  stets  durch  mindestens  eine  Trans- 
formation der  Gruppe:  Xj/'-- •  X;^/^  übergeführt  werden  kann  und  dass 
jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (11),  sobald  sie  bei  einer  Transfor- 
mation der  Gruppe:  X^f  -  -  •  Xrf  innerhalb  der  Schaar  (11)  bleibt, 
zugleich  in  der  Unterschaar  bleibt,  welcher  sie  angehört. 

Denken  wir  uns  nun  nach  einander  auf  irgend  zwei  Mannigfaltig- 
keiten der  Schaar  (11),  die  derselben  Vider schwur  angehören,  alle  Trans- 
formationen der  Gruppe:  X^f-'Xrf  ausgeführt,  so  erhalten  wir  offenbar 
beide  Male  dieselbe  Schaar  von  c»^  Mannigfaltigkeiten;  denken  wir 
uns  andererseits  auf  zwei  Mannigfaltigkeiten  der  Schaar  (11),  welche 
verschiedenen  JJnterschsiSLYen  angehören,  alle  Transformationen  der  Gruppe 
ausgeführt,  so  erhalten  wir  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  oo^ 
Mannigfaltigkeiten,  die  gar  keine  Mannigfaltigkeit  gemein  haben. 

Wenn  wir  daher  aus  jeder  der  oo^*-^  ünterschaaren  der  Schaar  (11) 
eine  Mannigfaltigkeit  auswählen  und  auf  die  so  erhaltenen  oo^'— '^  Mannig- 
faltigkeiten alle  Transformationen  der  Gruppe:  X^/*-  •  •  Xrf  ausführen, 
so  bekommen  wir  oo^'—^  verschiedene  Schaaren  von  je  c»^^  Mannig- 
faltigkeiten, im  Ganzen  also  00''—'^+^  verschiedene  Mannigfaltigkeiten. 
Zugleich  ist  klar,  dass  wir  auf  diese  Weise  genau  dieselbe  Schaar  von 
Mannigfaltigkeiten  erhalten,  als  wenn  wir  auf  die  Mannigfaltigkeiten 
(11)  selbst  alle  Transformationen  unserer  Gruppe  ausführen. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  Schaar  (12)  aus  c»^'— «+^  verschiedenen 
Mannigfaltigkeiten  besteht,  dass  also  unter  den  h  -\-  r  Parametern  der 
Gleichungen  (12)  gerade  h  —  0  -{-  p  wesentlich  sind. 

Wir  wollen  noch  andeuten,  wie  man  zu  verfahren  hat,  um  die  im 
Vorstehenden  erwähnten  Zahlen  jj  und  0  zu  bestimmen. 

Die  Zahl  r  —  p  ist  offenbar  die  Anzahl  der  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen:  e^X^f  -{-  •  •  •  -f-  erXrf\  welche  eine  allgemein 
gelegene  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (ll)  invariant  lassen.  Nun  hat  die 
allgemeinste  infinitesimale  Transformation:  ZlcjXjf^  welche  die  Mannig- 
faltigkeit: 

(13)  Vk(Xi  •  •  •  Xn^    Ui-  '  '  Uh)  =  0       (A;=l  •  •  ■  n  —  q) 

invariant  lässt,  nothwendig  die  Form: 

r 

(14)  ^Jej(ur"^k)-Xjf, 

1 
wo  die  ej  (ii-^  •  •  •  u^)  Functionen  der  u  sind.    Wir  brauchen  daher  blos  die 


486  -  Kapitel  23,  §§  115,  116. 

Functionen  Cj(u)  in  allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  das  Gleich- 
ungensystem (13)  in  den  Veränderlichen:  x^^-'-Xn  die  infinitesimale  Trans- 
formation (14)  gestattet. 

Denken   wir  uns   die   Gleichungen  (13)   nach   n  —  q   von   den  x   auf- 
gelöst: 

luid  deuten  wir  die  Substitution:  x^j^i  ==  co^^i^ . . .  a-«  =  cö«  durch  das  Zeichen 
[  j  an,  so  erhalten  wir  augenscheinlich  für  die  Functionen  ej(ti)  die  Gleich- 
ungen : 

(15)  ^  cj{u,  ■ . . «,){[!,,  ,+j  .-^X  lU  ^}  =  0 

{k^l-..n-q), 

die  unabhängig  von  den  Werthen  von  x^"-Xq  befriedigt  werden  müssen. 
Haben  wir  aus  diesen  Gleichungen  die  ej(u)  in  allgemeinster  Weise 
bestimmt,  so  kennen  wir  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation 
^^j^jfi  welche  die  Mannigfaltigkeit  (13)  invariant  lässt  und  daraus  können 
wir  sofort  die  Anzahl  der  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
ZßjXjf  von  dieser  Beschaffenheit  ableiten. 

Zur  Bestimmung  der  Zahl  o  gelangen  wir  folgendermassen: 
Wir   suchen   zunächst   die   allgemeinste    infinitesimale   Transformation: 
ZEj(ti^'  ■  ■  Uj^Xjf^   welche  die  Mannigfaltigkeit  (13)  in   eine   unendlich   be- 
nachbarte Mannigfaltigkeit  der  Schaar(ll)  überführt,  anders  ausgesprochen: 
wir  suchen  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation: 

2j  ej(u,  .  .  .  t.,)  Xjf+^a  Qa(u,  •  •  •  W.)  1^; 

welche  das  Gleichungensystem  (13)  in  den  n-\-Ji  Veränderlichen:  x^-'-Xn^ 
1^1  ••  •  U/t  invariant  lässt. 

Behalten   wir  die  oben  gewählten  Bezeichnungen    bei,    so   werden   die 
Functionen:  Sj{u)  und  0o(u)  offenbar  durch  die  Gleichungen: 

•      (15')    2^  .,w{[fo, ,-fd  -  Ji  föJ  ^ij-')=ij  M«)  ~if 

(*  =  1  •  •  •  n  -  3) 

definirt,  denen  sie  unabhängig  von  den  Werthen  der  Veränderlichen  x^--  -Xg 
genügen  müssen. 

Wir  denken  uns  aus    diesen  Gleichungen  die   Sj{u)  und  die   0o(u)  in 
allgemeinster  Weise  bestimmt  und  bilden  den  Ausdruck: 


Derselbe   lässt    sich    offenbar   aus   einer   ganz   bestimmten   Zahl,    etwa   aus 

7/^  h  Ausdrücken: 

/. 

df 


^a0ra{u^'-'U,)^       (t=^l...h' 
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durch    Miiltiplication   mit   Functionen   der   u   und   durch   Addition   ableiten. 
Die  Jt    Gleichungen: 

^  Q,a  (u,-"  %)  ^  ==  0      (^  =  1  •  •  •  Ä') 

bilden  nach  der  Natur  der  Sache  ein  /i'-gliedriges  vollständiges  System  mit 
h  —  Ji   unabhängigen  Lösungen: 

tV^(u^  '  '  '  Uh)  •  '  •  Wh—h'{Ui  ■  ■  '  Uh) 

und  es  ist  klar,  dass  die  Gleichungen: 

ii\  =  const.,  •  •  •  tv/i^j/  =  const. 

jene  (X)^~^  Unterschaaren  bestimmen,  in  welche,  wie  wir  oben  sahen,  die 
Schaar  (ll)  sich  zerlegen  lässt.     Folglich  ist:   h  —  o==h  —  h'  und  o  =  Ji. 

Nicht  unerwähnt  darf  bleiben,  dass  die  Entwickelungen  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  sich  noch  verallgemeinern  lassen. 

Mau  kann  z.  B.  anstatt  von  einer  einzelnen  Mannigfaltigkeit  auch 
von  einer  discreten  Anzahl  von  Mannigfaltigkeiten  ausgehen  oder  noch 
allgemeiner:  anstatt  von  einer  einzelnen  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten 
von  mehreren  solchen  Schaaren.  Eine  Anzahl  von  Mannigfaltigkeiten 
bezeichnen  wir  kurz  als  eine  Figur. 

§  116. 

Das  Theorem  85,  S.  483  enthält  eine  Methode  zur  Bestimmung 
transitiver  Gruppen,  die  mit  einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe 
isomorph  sind;  eine  Methode  zur  Bestimmung  aller  derartigen  Gruppen 
haben  wir  aber  schon  in  Kap.  22,  S.  434  ff.  auseinandergesetzt.  Wir 
werden  jetzt  zeigen,  dass  unsere  neue  Methode  schliesslich  im  Grunde 
auf  die  alte  hinauskommt,  und  werden  auf  diese  Weise  dazu  gelangen, 
ein  früher  gefundenes  wichtiges  Resultat  in  einer  neuen,  viel  allge- 
meineren Form  auszusprechen. 

Es  sei: 

(16)  Vk(Xi"'Xn)  ==0        {k  =  l...n-q) 

irgend  eine  Mannigfaltigkeit  und: 

irgend  eine  r-gliedrige  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugte  Gruppe.  Durch  Auflösung  der  Gleichungen: 
x[=fi{x,o)  nach  den  x  möge  sich  ergeben: 

Xi  =  Fi{x^  •  •  •  Xny  «1  •  •  •  a^     («  =  i  •••«). 
Endlich  wollen  wir  noch  voraussetzen,  dass  die  Mannigfaltigkeit  (16) 
gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe: 
xl  ==  fi{Xj  a)  gestattet. 
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Führen  wir  auf  die  Mannigfaltigkeit  (16)  die  allgemeine  Trans- 
formation: x[  =  fi{x,d)  unserer  Gruppe  aus,  so  erhalten  wir  nach 
Theorem  85,  S.  483  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Seh  aar  von  oo"' 
Mannigfaltigkeiten.     Die  Gleichungen  dieser  Seh  aar  werden: 

(17)  V,{F,{x\  a)  .  .  .  F,{x,  a))  =  W,{x;  •  •  •  <  a,  • .  •  a,)  =  0 

enthalten  also  formell  r  willkürliche  Parameter.  Aber  unter  diesen  r 
Parametern  sind  nur  m  w^esentlich,  es  ist  daher  möglich,  m  solche  un- 
abhängige Functionen:  (o^{d)  -  -  -  (Omia)  der  a  anzugeben,  dass  die 
Gleichungen  (17)  die  Form: 

(17')  ^k{x^-"Xny    09i(a)  .  .  •  09,„(a))  =  0       {k=.l...n-q) 

annehmen.  Hier  können  wir  endlich:  l^=  G)^(a),  ...?,,,=  g3„, (et)  an 
Stelle  der  a  als  neue  Parameter  einführen;  in  dem  so  entstehenden 
Gleichungensysteme : 

(18)  Slk{x^'  •  .  Xn,   \'"  Im)  =  0       (^  =  l-..n-3) 

sind  dann  die  Parameter  l^-  ■  -  l„,  wesentlich. 

Eine  neue  Darstellung  unserer  invarianten  Schaar  finden  wir, 
wenn  wir  auf  das  Gleichungensystem  (18)  irgend  eine  Transformation: 
Xi'  =  fi{x\h)  unserer  Gruppe  ausführen.  Nach  Theorem  85,  S.  483 
erhält  (18)  dabei  die  Form: 

(180  ^>t«---rr;', //...c)  =  o  (.=1....-,), 

wo  die  V  ganz  bestimmte  Functionen  der  l  und  der  l  sind: 

(19)  l^!  =  Xi.t  (k-  •  '  Iruy    \-  "Ir)        (/'  =  !•••  m)  . 

Dieselbe  Darstellung  unserer  Schaar  müssen  wir  erhalten,  wenn  wir 
auf  die  Mannigfaltigkeit  (16)  gleich  die  Transformation: 

^C  ==  fiifl  (^,  a)-"  fn(0C,  a),    \'"hr)=  fi{x,  -"Xn,    «/  •  •  •  «/) 

ausführen,  in  welcher  die  a  ganz  bestimmte  Functionen  der  a  und 
der  b  sind: 

Thun  wir  das,  so  bekommen  wir  die  Gleichungen  unsrer  Schaar 
zunächst  in  der  Form: 

Vk{I\{x'\  a)  •  •  •  Fn{x\  a ))  =  Wk{xC' .  .  x:',  «/ .  •  .  a/)  =  0 

welche  wir  offenbar  auch  schreiben  können: 

^k{Xi''  •  '  Xn\  ca^  (a)  '  ■  '  (x)m(a))  =  0     (*  =  i . .  •  «  -  g) . 
Da  aber  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (18')  übereinstimmen 
müssen,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Parameter  V  mit  den  a    durch  die 
Relationen: 
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Ij,'  =  (D/n {a^'  '  •  a/)     i/.i  =  i- '  -m) 
verknüpft  sind. 

Wir  haben  somit,  wegen  der  Gleichungen  (19): 

cou (a)  =  x^c (?i  •  •  •  L,  h-  "  hr)     (^^  =  1  •  •  •  m) 
oder: 

(21)  o^, (a)  =  i^, (öj {d)"  '  (Dm (a),  b^-  ■  ■  hr)      (,«  =  !••• »«) . 

Machen  wir  hierin  die  Substitution:  ct^  =  (piidyb),  ■  •  •  a/  =  (p,.(a,h), 
so  müssen  wir  lauter  Identitäten  erhalten,  denn  die  Parameter  a^--  -  ür, 
hj^'  '  •  hr  sind  vollkommen  willkürlich  und  daher  nicht  durch  Relationen 
verknüpft. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  die  Gleichungen  (20)  eine  einfach 
transitive,  mit  der  Gruppe:  x[^==fi{Xya)  gleichzusammengesetzte  Gruppe 
in  den  Veränderlichen  a^---  cir  darstellen,  nämlich  die  zugehörige  Para- 
metergruppe (Kap.  21,  S.  404),  und  dass  die  Gleichungen  (19)  eine 
transitive,  mit  der  Gruppe:  x[==fi{x,a)  isomorphe  Gruppe  darstellen. 
Dann  erkennen  wir  sofort  Folgendes: 

Die  Gleichungen: 

(22)  C9i(ö!i '  •  •  ür)  =  const.,  .  .  .  ojm(ö^i  •  •  •  «r)  =  const. 

stellen  eine  bei  der  Gruppe  (20)  invariante  Zerlegung  des  r-fach  aus- 
gedehnten Raumes  a^  •  •  •  a^  dar  und  zwar  eine  Zerlegung  in  cx>'» 
(r  —  w)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten.     Die  Gruppe: 

(19)  ?/=  li^,{\'  .  .  ?,„,    \.  .  .  br)       (,«  =  l...m) 

aber  giebt  an,  in  welcher  Weise  die  c3o"*  Mannigfaltigkeiten  (22)  von 
den  Transformationen  der  einfach  transitiven  Gruppe  (20)  unter  ein- 
ander vertauscht  werden. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Gruppe  (19)  aus  der  einfach  transitiven 
Gruppe:  a/ =  q)k{a,  b)  nach  den  Regeln  des  vorigen  Kapitels  (S.  435  ff.) 
hergeleitet  werden  kann. 

Diesen  Umstand  können  wir  benutzen,  um  zu  entscheiden,  unter 
welchen  Bedingungen  wir  zwei  mit  einander  ähnliche  Gruppen  (19) 
erhalten,  wenn  wir  von  zwei  verschiedenen  Mannigfaltigkeiten  (16)  aus- 
gehen. Durch  einfache  üeberlegungen  erkennen  wir,  dass  der  folgende 
Satz  gilt,  von  welchem  das  Theorem  80  in  Kap.  22,  S.  445  im  Grunde 
nur  ein  specieller  Fall  ist: 

Theorem  86.  Ist  in  dem  Baume  x^- ■  -  Xn  eine  r-gliedrige 
Gruppe:  X^f- "Xrf  vorgelegt  und  ausserdem  zwei  Mannigfaltig- 
heiten M  und  M\  und  führt  man  auf  jede  dieser  beiden  Mannig- 
faltigheiten alle  oo''  Transformationen  der  Gruppe:  X^f  -  •  -  Xrf 
aus,  so  tverden  die  einzelnen  Mannigfaltigheiten  der  beiden 
invarianten  Schaaren,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  durch 
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zwei  transitive,  mit  der  Gruppe:  XJ'-'Xrf  isomorphe  Gruppen 
transformirtj  tvelche  dann  aber  auch  nur  dann  mit  einander 
ähnlich  sind,  wenn  die  folgenden  beiden  Bedingungen  er- 
füllt sind: 

Erstens  müssen  die  beiden  Mannigfaltigkeiten  M  und  M' 
gleichviele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form:  e^X/-{ +  erXrf  gestatten  und 

ziveitens  muss  es  möglich  sein,  die  Gruppe:  XJ-'-Xrf 
derart  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  zu  beziehen,  dass 
jeder  infinitesimalen  Transformation,  welche  die  eine  Mannig- 
faltigJceit  festhält,  eine  infinitesimale  Transformation  ent- 
spricht, welche  die  andere  invariant  lässt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  dieses  Theorem  auch  noch  gültig 
bleibt,  wenn  man  die  beiden  Mannigfaltigkeiten  durch  zwei  Figuren 
ersetzt. 

§  117. 
Besonders   erwähnenswerth  ist  der  Fall,   dass   man  eine  Manni^^- 
faltigkeit  oder  Figur  hat,  welche  gar  keine  infinitesimale  Transforma- 
tion der  Gri  XJ-  •  •  X;./"  gestattet.    Die  zur  Gr  isomorphe  Gruppe  (19) 
hat  dann  die  Form: 

Ik    =  XkQi  •  '  '  Irj  a^'  '  '  ar)  (A=  1  •  •  •  r), 

sie  ist  einfach  transitiv  und  daher  holoedrisch  isomorph  mit  der  Gr.*) 
Wir  haben  also  hier  eine  allgemeine  Methode,  um  einfach  transi- 
tive Gruppen  aufzustellen,  die  mit  einer  vorgelegten  r-gliedrigen  gleich-  . 
zusammengesetzt  sind. 

Die  im  vorhergehenden  Kapitel,  Satz  1,  Seite  431  angewendete 
Methode  ist  nur  ein  besonderer  Fall  der  jetzigen  allgemeinen.  Damals 
nämlich  —  so  können  wir  es  jetzt  ausdrücken  —  benutzten  wir  als 
Figur  den  Inbegriff  von  r  verschiedenen  Punkten  des  Rn. 

Wenn  über  die  Lage  dieser  Punkte  keine  besonderen  Voraus- 
setzungen gemacht  werden,  so  kann  die  aus  ihnen  bestehende  Figur 
keine  von  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  Xkf  zu- 
lassen. Denn  die  Gruppe  X^f  lässt  sicher  keinen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  invariant,  es  kann  daher  in  ihr  höchstens  r  —  1  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  geben,  welche  einen  solchen  Punkt 
festhalten;  aus  diesen  etwaigen  r  —  1  können  sich  wieder  höchstens 
r  —  2  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  linear  ableiten 
lassen,   für    welche    noch    ein    zweiter    Punkt    von    allgemeiner    Lage 


0  Lie,  Gesellsch.  d,  W.  zu  Christiania,  1884. 


Invariante  Schaaren  von  Mannigfaltigkeiten.  491 

stehen  bleibt  u.  s.  f.;  man  erkennt  so  schliesslich,  dass  es  in  der  Gruppe 
keine  infinitesimale  Transformation  giebt,  bei  welcher  gleichzeitig 
r  Punkte  von  allgemeiner  Lage  invariant  bleiben. 

Nehmen  wir  daher  eine  Figur,  die  aus  r  solchen  Punkten  besteht, 
und  führen  wir  auf  dieselbe  die  oo''  Transformationen  der  Gruppe: 
X-^f  ■  •  •  Xrf  aus,  so  nimmt  die  Figur  (x>^  verschiedene  Lagen  an,  deren 
Inbegriff  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt.  Diese  oo""  Lagen  werden 
durch  eine  einfach  transitive  Gruppe  transformirt. 

Stellen  wir  diese  einfach  transitive  Gruppe  wirklich  auf,  so  erhalten 
wir  genau  dieselbe  Gruppe,  wie  durch  die  Methode  des  vorigen  Kapitels. 

§  118. 

Es  erscheint  wünschenswerth,  die  allgemeinen  Entwickelungen  der 
§§  114  u.  116  auch  an  einem  besonderen  Beispiele  zu  erläutern.  Wir 
beschränken  uns  jedoch  hierbei  auf  Andeutungen  und  überlassen  dem 
Leser  die  wirkliche  Ausführung  der  betreffenden  einfachen  Rechnungen. 

Die  allgemeinste  projective  Gruppe  der  Ebene,  welche  den  nicht 
ausgearteten  Kegelschnitt:  x^  —  2y  =  0  invariant  lässt,  ist  dreigliedrig 
und  enthält  die  folgenden  drei  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

Man  sieht  sofort,  dass  diese  Gruppe  —  G^  wollen  wir  sie  kurz 
nennen  —  transitiv  ist  und  dass  ihre  Zusammensetzung  durch  die 
Relationen: 

{X,X,)  =  XJ\    (X,X,)==X,f,    {X,X,)  =  XJ 

bestimmt  ist.  Hieraus  folgt  bei  Berücksichtigung  von  Kap.  15,  Satz  8, 
S.  263,  dass  die  6^3  keine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe  ent- 
hält; dass  sie  auch  keine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  ent- 
hält, davon  überzeugt  man  sich  ohne  Schwierigkeit.  Mithin  ist  die 
G.,  einfach  (Kap.  15,  S.  264). 

Jede  Tangente  des  festen  Kegelschnitts  x^  —  2^J  =  0  gestattet 
gerade  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe; 
es  lässt  sich  überdies  zeigen,  dass  die  Tangenten  die  einzigen  Curven 
der  Ebene  sind,  welche  diese  Eigenschaft  haben.  Ebenso  sind  solche 
Kegelschnitte,  welche  den  festen  Kegelschnitt  in  zwei  Punkten  berühren, 
die  einzigen  Curven,  welche  eine  und  nur  eine  infinitesimale  Trans- 
formation der  G^  gestatten;  als  ein  zweimal  berührender  Kegelschnitt 
muss   da  allerdings   auch   jede   Gerade    der  Ebene   aufgefasst  werden, 
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welche  den  Kegelschnitt  in  zwei  getrennten  Punkten  schneidet.  Endlich 
ist  klar,  dass  jeder  nicht  auf  dem  Kegelschnitt  gelegene  Punkt  eine 
und  nur  eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  gestattet. 

Wählt  man  nun  als  Mannigfaltigkeit  M  irgend  eine  andere  Curve, 
also  eine,  welche  gar  keine  infinitesimale  Transformation  der  G^ 
gestattet,  so  nimmt  dieselbe  bei  der  Gruppe  oo^  verschiedene  Lagen 
an  und  der  Inbegriff  dieser  Lagen  wird  offenbar  durch  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  transformirt.  Man  findet  somit  eine  einfach  trans- 
itive, mit  der  ursprünglichen  G^  gleichzusammengesetzte  Gruppe 
des  i?3.  Alle  Gruppen,  welche  man  auf  diese  Weise  erhält,  sind  mit 
einander  ähnlich;  eine  unter  ihnen  ist  z.  B.  die  dreigliedrige  Gruppe 
aller  projectiven  Transformationen  des  B^^  welche  eine  gewundene 
Curve  dritter  Ordnung  invariant  lassen. 

Führt  man  als  Mannigfaltigkeit  M  einen  in  zwei  getrennten  Punkten 
berührenden  (irreducibeln  oder  zerfallenden)  Kegelschnitt  ein,  so  erhält 
man  eine  mit  der  G^  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  in  einer  zweifach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit;  alle  in  dieser  Weise  erhaltenen  Gruppen 
sind  mit  einander  ähnlich.  Benutzt  man  dagegen  einen  vierpunktig 
berührenden  Kegelschnitt  als  Mannigfaltigkeit  M^  so  erhält  man  einen 
ganz  anderen  Typus  von  dreigliedrigen  Gruppen  einer  zweifach  ausge- 
dehnten Mannigfaltigkeit. 

Führt  man  endlich  als  Mannigfaltigkeit  M  eine  Tangente  des 
festen  Kegelschnitts  ein,  so  erhält  man  in  einer  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  eine  dreigliedrige  Gruppe,  welche  mit  der  allgemeinen 
projektiven  Gruppe  der  geraden  Linie  ähnlich  ist. 

§  119. 

Es  sei  eine  lineare  homogene  Gruppe 

1 

fX  V 

des  R,i  vorgelegt.     Dieselbe  lässt  die  Schaar  der  oo?*  ebenen  Mn-ii 

ll^X^  -\ f-  UnXn  +1=0 

des  Rn  invariant.    Wir  wollen  die  entsprechende  Gruppe  in  den  Para- 
metern u^  '  • '  Un  aufstellen. 

Die  infinitesimalen  Transformationen 

1  ^ 

der   gesuchten   Gruppe  sind  nach   §  111    so   zu  bestimmen,   dass    die 


Xkf=^  %.r  OD^i  ^^.  (*  =  1  •  •  •  r) 
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Gleichung  E  n^x,.  +  1=0  die  infinitesimale  Transformation  X]cf  -{-  ükf 
gestattet.     Es  müssen  also  die  ^Ausdrücke: 

jUV  V 

vermöge  2  UrXr  +  1=0  verschwinden.     Dies  ist  nur  möglich,  wenn 
sie  identisch  verschwinden,  das  heisst,  wenn  Vjcv  ==  —  ^"  cii-viii^n  ist. 


Wir  finden  somit: 


ü. 


df 


'kf=   ~^  (^^ruU^^-^^; 


Also  ist  die  Gruppe  Ujcf  ebenfalls  linear  und  homogen;  dass  sie  mit 
der  Gruppe  X^f  isomorph  ist,  wissen  wir  von  vornherein. 

Wir  bezeichnen  die  Gruppe:  TJ^f---  ürf  als  die  zur  Gruppe: 
X^f '  '  •  Xrf  dualistische  Gruppe. 

Um  ein  Beispiel  zu  geben,  wollen  wir  zu  der  adjungirten  Gruppe 
einer  r-gliedrigen  Gruppe:   Y^f  •  •  -  Yrf  von  der  Zusammensetzung: 


(r;r,)=^c...F»/- 


die  dualistische  Gruppe  aufsuchen. 

Die  adjungirte  Gruppe  lautet  (vgl.  S.  275): 


'n5         df 


also  ihre  dualistische*): 


J.    .  .  .  7 

2 


df 

Ckis  £s  ö-  (^-  =  1 


wobei  die  Relation:  Ciks  =  —  Ckis  benutzt  ist. 

Aehnliche  Betrachtungen  lassen  sich  nun  überhaupt  für  alle  pro- 
jectiven  Gruppen  des  i?„  anstellen,  da  dieselben  alle  die  Schaar  der 
oo"  ebenen,  {n  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  des  Bn  in- 
variant lassen.  Wir  wollen  jedoch  hier  nicht  darauf  eingehen,  ver- 
weisen vielmehr  auf  den  nächsten  Abschnitt,  in  welchem  der  Begriff 
der  Dualität  unter  einem  allgemeineren  Gesichtspunkte  betrachtet 
wird,  nämlich  als  ein  besonderer  Fall  des  allgemeinen  Begriffes: 
Berührungstransformation. 


*)   Lie,  Math.  Ann.,  Bd.  XVI,  S.  496,   vgl,   auch  Archiv  for  Mathematik 
Bd.  1,  Christiania  1876. 
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§  120. 

Endlich  wollen  wir  noch  ein  wichtiges  Beispiel  allgemeinerer 
Natur  betrachten. 

Wir  nehmen  an,  dass  wir  alle  g' -  gliedrigen  Untergruppen  der 
Gri  X^f  ■■'  Xrf  kennen.  Dann  handelt  es  sich  noch  darum,  zu  ent- 
scheiden, was  für  verschiedene  Typen  von  solchen  g-gliedrigen  Unter- 
gruppen es  giebt. 

Den  Begriff  „Typen  von  Untergruppen^'  haben  wir  schon  in 
Kap.  16,  S.  281  erklärt;  wir  rechnen  danach  zwei  g-gliedrige  Unter- 
gruppen zu  demselben  Typus,  wenn  sie  innerhalb  der  Gr  gleichberech- 
tigt sind;  von  allen  Untergruppen,  welche  demselben  Typus  angehören, 
brauchen  wir  daher  nur  eine  anzugeben,  die  übrigen  sind  durch  diese 
eine  vollkommen  bestimmt. 

Wir  wissen,  dass  jede  Untergruppe  der  Gruppe:  XJ •  ■  -  Xrf 
durch  eine  Reihe  von  linearen  homogenen  Relationen  zwischen  den 
Parametern:   e^-'-Cr  der    allgemeinen   infinitesimalen  Transformation: 

^i^i/H \-erXrf  dieser  Gruppe  dargestellt  wird  (Kap.  12,  S.  211). 

Wir  wissen  ferner,  dass  zwei  Untergruppen  stets  dann  aber  auch  nur 
dann  innerhalb  der  Gruppe:  XJ-"Xrf  gleichberechtigt  sind,  wenn 
das  Gleichungensystem  zwischen  den  e,  welches  die  eine  Untergruppe 
darstellt,  durch  eine  Transformation  der  adjungirten  Gruppe  in  das 
Gleichungensystem  übergeführt  werden  kann,  welches  die  andere  Unter- 
gruppe darstellt  (Kap.  16,  S.  280). 

Nun    kennen    wir   nach    unsrer    Voraussetzunj;]?    alle    ^/-ffliedri^en 

TT  -i       O  O 

Untergruppen  der  Gr,  wir  kennen  also  alle  Systeme  von  r  —  q  unab- 
hängigen linearen  homogenen  Gleichungen  zwischen  den  e: 


yj  hjBj 


{k=l...r-q), 


welche  (/-gliedrige  Untergruppen  darstellen. 

W^ir  wollen  der  Einfachheit  wegen  unter  allen  diesen  Gleichungen- 
systemen diejenigen  herausheben,  welche  sich  nach  e,^+i  -  -  •  er  auflösen 
lassen,  welche  somit  auf  die  Form  gebracht  werden  können: 


(*  =  1  ■  •  -r-q), 


die  übrigen,  welche  nicht  auf  diese  Form  gebracht  werden  können, 
lassen  wir  bei  Seite,  dieselben  wären  natürlich  gerade  so  zu  behandeln 
wie  diejenigen  von  der  Form  (23). 

Alle  Werthsysteme  gq+}c,j,  welche  in  (23)  eingesetzt  ^-gliedrige 
Untergruppen  liefern,  werden  durch  gewisse  Gleichungen  zwischen  den 
9q-\-k,j  definirt;  im  Allgemeinen  wird  es  jedoch  nicht  möglich  sein,  alle 
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di"ese  Werthsysteme  durch  ein  einziges  Gleichungensystem  zwischen 
den  g  darzustellen,  es  wird  vielmehr  eine  discrete  Anzahl  von  solchen 
Gleichungensystemen  erforderlich  sein,  will  man  alle  g' -  gliedrigen 
Untergruppen  haben,  welche  in  der  Form  (23)  enthalten  sind.  Zwei 
verschiedene  Gleichungensysteme  dieser  Art  liefern  dann  natürlich 
auch  lauter  verschiedene  Typen  von  g' -  gliedrigen  Untergruppen. 

Wir  beschränken  uns  auf  irgend  eines  der  betreffenden  Gleichungen- 
systeme, etwa  auf  das  folgende: 

(24)  i^,,,  (^2+1,  1  ,  ^2+1,  2  •  •  •  grq)    =0  (^  =  1 ,  2  •  •  •) 

und  wollen  nun  sehen,  was  dasselbe  für  Typen  von  ^-gliedrigen  Unter- 
gruppen bestimmt.  Die  Gleichungen  (23)  stellen,  wenn  die  gqj^k,j 
ganz  beliebig  sind,  die  Schaar  aller  ebenen  g;-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten des  Raumes  e^  ■  •  •  er  dar,  welche  durch  den  Punkt:  e^  =  0, 
'  ■  •  Cr  =  0  gehen.  Diese  Schaar  von  Mannigfaltigkeiten  bleibt  selbst- 
verständlich bei  der  adjungirten  Gruppe: 

r 

(25)  ßk  =^  Qkjia^  ' '  ■  ar)ej        (*  =  i.  ..r) 

1 
der  Gruppe:  X-^f  -  ■  •  Xrf  invariant.    Führen  wir  daher  auf  das  Gleich- 
ungensystem  (23)    die   Transformation  (25)    aus,    so    erhalten    wir   in 
den  e    ein  Gleichungen  System  von  entsprechender  Form: 


WO  die  g'  lineare  homogene  Funktionen  der  g  sind   mit  Coefficienten, 
welche  von  den  a  abhängen: 

^g     g 

(26)  gq+kj  =^^  ^Wv  (fll   •  •  «r)  •  ^2+/.,  V 

1  1 

(Ä  =  l...r-2,    3  =  1"  q). 

Nach  S.  469  f.  bestimmen  die  Gleichungen  (26)  eine  Gruppe  in 
den  Veränderlichen  g.  Bei  dieser  Gruppe  bleibt  das  Gleichungen- 
system (24)  invariant;  denn  jedes  Werthsystem  gq+k,jf  welches  eine 
Untergruppe  liefert,  geht  natürlich  in  ein  Werthsystem  gq-\.k,j  über, 
welches  eine  Untergruppe  bestimmt;  da  aber  die  Gruppe  (26)  con- 
tinuirlich  ist,  so  lässt  sie  alle  discreten  Gebiete  von  derartigen  Werth- 
systemen  gq-\.k,j  einzeln  invariant,  also  insbesondere  auch  das  Gleich- 
ungensystem : 
(24)  % (^2+1, 1 ...  ^^5)  =  0    (/*  =  1, 2 . . .). 

Es  fragt  sich  nun,  wie  die  Werthsysteme  von  (24)  bei  der 
Gruppe  (26)  transformirt  werden,  ob  jedes  Werthsystem  in  jedes 
andere  übergeführt  werden  kann  oder  nicht. 
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Diese  Frage  bekommt  einen  anschaulicheren  Sinn,  wenn  wir  uns 
die  ^,j_i_A,  j  als  Punktcoordinaten  in  einem  Räume  von  q^  (r  —  q)  Dimen- 
sionen denken.  Dann  stellen  nämlich  die  Gleichungen  (24)  in  diesem 
Räume  eine  gewisse  Mannigfaltigkeit  dar,  welche  bei  der  Gruppe  {2Q) 
invariant  bleibt.  Jeder  Punkt  der  Mannigfaltigkeit  gehört  einem  ge- 
wissen kleinsten  invarianten  Theilgebiete  der  Mannigfaltigkeit  an  und 
die  Punkte  jedes  solchen  Theilgebietes  stellen  lauter  gleichberechtigte 
5-gliedrige  Untergruppen  der  Gr  dar  und  zwar  die  sämmtlichen 
g-gliedrigen  Untergruppen  der  G,.,  welche  einunddemselben  Typus 
angehören. 

Uebrigens  muss  darauf  aufmerksam  gemacht  werden,  dass  zu 
einem  solchen  kleinsten  invarianten  Theilgebiete  nur  diejenigen  Punkte 
Oq-Vhj  desselben  zu  rechnen  sind,  welche  ihrerseits  in  keinem  kleineren 
invarianten  Theilgebiete  enthalten  sind;  denn  nur  wenn  man  das  Theil- 
gebiet  in  dieser  Weise  abgränzt,  kann  jeder  Punkt  desselben  durch 
eine  nicht  ausgeartete  Transformation  der  Gruppe  {2Q)  in  jeden  anderen 
übergeführt  werden. 

Will  man  daher  alle  Typen  von  g-gliedrigen  Untergruppen  be- 
stimmen, welche  in  dem  Gleichungensysteme  (24)  enthalten  sind, 
so  hat  man  nur  alle  kleinsten  invarianten  Theilgebiete  der  Mannig- 
faltigkeit ßa  =  0  aufzusuchen.  Jedes  solche  Theilgebiet  bestimmt 
alle  Untergruppen,  die  demselben  Typus  angehören,  und  irgend  ein 
Punkt  des  Theilgebietes  liefert  eine  Gruppe,  die  als  Repräsentant  des 
betreffenden  Typus  gewählt  werden  kann. 

Um  die  besprochenen  invarianten  Theilgebiete  bestimmen  zu 
können,  braucht  man  übrigens  keineswegs  die  endlicheji  Gleichungen 
(25)  der  adjungirten  Gruppe  als  bekannt  vorauszusetzen;  es  genügt, 
wenn  man  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  hat, 
dann  kann  man  ja  sofort  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe  {2Q)  angeben  und  bestimmt  darauf  nach  den  Regeln  des 
Kapitels  14  die  gewünschten  invarianten  Theilgebiete;  im  vorliegenden 
Fall  verlangt  diese  Bestimmung  nur  ausführbare  Operationen. 

Man  beachte,  dass  die  vorstehenden  Entwickelungen  auch  dann 
noch  anwendbar  bleiben,  wenn  man  nicht  eine  r-gliedrige  Gruppe 
kennt,  sondern  nur  eine  mögliche  Zusammensetmng  einer  solchen, 
also  ein  System  von  dksy  welches  die  bekannten  Relationen: 

Ciks  +  Ckis  =  0 
r 

^v[CikvCrjs  +  CkjyCris  +  CjirCyks]  =  0 

erfüllt.  .  '  <'■*-—-) 
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Ist  die  Gri  X^f'  •  .  Xrf  in  einer  grösseren  Gruppe  (^  invariant,  so 
handelt  es  sich  häufig  darum,  ob  zwei  Untergruppen  der  (r,-  in  dieser 
grösseren  Gruppe  (3  gleichberechtigt  sind  oder  nicht.  Man  kann  in 
diesem  Falle  auch  den  Begriff  „Typen  von  Untergruppen  der  Gr "  anders 
definiren,  indem  man  zwei  Untergruppen  der  Gr  erst  dann  zu  ver- 
schiedenen Typen  rechnet,  wenn  sie  auch  in  der  (SJ  nicht  mit  einander 
gleichberechtigt  sind. 

Will  man  in  diesem  Sinne  alle  Typen  von  Untergruppen  der  Gr 
bestimmen,  so  hat  das  keine  besondere  Schwierigkeit.  Die  betreffende 
Aufgabe  ist  ja  offenbar  ein  Theil  der  allgemeineren  Aufgabe:  alle 
Typen  von  Untergruppen  der  (3  zu  bestimmen,  das  Wort  „Typus''  in 
dem  Sinne  von  Kap.  16,  S.  281  genommen. 

Besonders  wichtig  ist  diese  Untersuchung,  wenn  die  Gruppe  @ 
überhaupt  die  grösste  Gruppe  des  R^  ist,  in  welcher  die  Gr'.  X^f---  Xrf 
invariant  ist. 


Kapitel  24. 

Systatische  und  asystatische  Transformationsgruppen. 

In  dem  s-fach  ausgedehnten  Räume  x-^^  -  -  -  Xs  sei  eine  r-gliedrige 
Gruppe  : 

df 


Xkf=^  Ia-.-(^i  •  •  •  ^,0^— 


{k:=l 


oder  kurz  Gr  vorgelegt.  Von  den  r  infinitesimalen  Transformationen 
XJ'-  Xrf  seien  gerade  n  etwa:  XJ-  ■  •  Xnf  durch  keine  lineare  Re- 
lation verknüpft,  während  dagegen  Xn-^if-  •  •  Xrf  sich  folgendermasseu 
ausdrücken  lassen: 

n 
( 1)  Xn-^j  f  ^^^v  Cpjv  (^1  •  •  •  Xs)  -Xyf      {j==l...r-n). 

1 

Ist  nun  x^  • '  ■  Xs^  ein  Punkt,   für  welchen  nicht  alle  n  -  reihigen 
Determinanten  der  Matrix: 

(2)  .... 

verschwinden,  so  giebt  es  nach  Kap.  11,  S.  203  in  der  Gr  gerade 
r  —  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  deren  Reihen- 
entwickelungen nach  den  Xi  —  x^  keine  Glieder  nullter,  sondern  nur 
Glieder   erster   oder   höherer  Ordnung  enthalten;   der  Punkt  x^  -  -  •  x^ 

Theorie  der  Trausformationsgruppeu.  *,  32 
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gestattet  mithin  gerade  r—i?  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen der  Grj  welche  eine  (r  —  w) -gliedrige  Untergruppe  Gr-n  der 
Gr  erzeugen  (vgl.  Kap.  12,  Satz  2,  S.  205).  Die  infinitesimalen  Trans- 
formationen dieser  Gr-n  lassen  sich  nach  S.  203  aus  den  r  —  n 
unabhängigen: 


X 


n+jf—  ^^'  fPjv  (Xi  ^  •  •  •  Xj^)  •  Xr  f  Ü  ■■ 


r  —  7i) 


linear  ableiten. 

Wir   wollen   im  Folgenden   einen  Punkt  x^  -  -  -  xj^,    für    welchen 

nicht  alle  9^-reihigen  Determinanten  der  Matrix  (2)  verscfliwinden,  auch 

wohl  kurz  als  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  bezeichnen. 

§  121. 

Zu  jedem  Punkte  x^^  -  -  ■  x,^  von  allgemeiner  Lage  gehört  nach 
dem  Vorhergehenden  eine  ganz  bestimmte  (r  —  oi)  -  gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gry  nämlich  die  allgemeinste  Untergruppe  der  Gr,  bei 
welcher  er  invariant  bleibt. 

Lassen  wir  den  Punkt  x^  seine  Lage  ändern,  so  bekommen  wir 
eine  neue  (r  —  9?)  -  gliedrige  Untergruppe  der  Gr  und  da  es  oo*  ver- 
schiedene Punkte  giebt,  so  bekommen  wir  im  Ganzen  cx^*  derartige 
Untergruppen;  jedoch  ist  nicht  gesagt,  dass  wir  c»^  verschiedene 
Untergruppen  erhalten. 

Ist  z.  B.  r  =  n,  so  fallen- die  besprochenen  oo«  Untergruppen  alle 
zusammen,  sie  reduciren  sich  nämlich  sämmtlich  auf  die  identische 
Transformation,  da  die  Gr  gar  keine  infinitesimale  Transformation 
enthält,  welche  einen  Punkt  x^  von  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lässt. 

Aber  auch  abgesehen  von  diesem  speciellen  Falle  kann  es  vor- 
kommen, dass  zu  den  oo*"  Punkten  des  Raumes  x^-  •  '  Xg  nur  oo*~^  oder 
noch  weniger  verschiedene  Gruppen  der  eben  besprochenen  Art  ge- 
hören; das  wird  offenbar  immer  dann  geschehen,  wenn  es  jedesmal  eine 
continuirliche  Schaar  von  einzelnen  PunJcten  giebt,  welche  gleichzeitig  hei 
derselben   (r  —  n)~gliedrigen   Untergruppe  der  Gr  ihre  Lage  behalten. 

Wir  wollen  jetzt  die  analytischen  Bedingungen  aufsuchen,  unter 
denen  eine  solche  Erscheinung  eintritt.  Zunächst  stellen  wir  uns 
daher  die  Frage:  wann  bleiben  zwei  Punkte  von  allgemeiner  Lage  bei 
derselben  (r  —  n)-gliedrigen  Untergruppe  der  Gr  invariant? 

Die  Beantwortung  dieser  Frage  hat  grosse  Aehnlichkeit  mit  den 
Betrachtungen  in  Kap.  19,  S.  357  f. 

Der  eine  Punkt  sei  x^^  -  -  ■  x,^,  die  zugehörige  {r  —  n)  -  gliedrige 
Untergruppe  der  Gr  heisse  Gr—n\  dann  lautet  die  allgemeine  infinite- 
simale Transformation   der  Gr—n'- 
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r — n         / 


-Vif  —^^Iv'^vfy 


unter  den  f  willkürliche  Parameter  verstanden. 

Der  andere  Punkt  sei:  x^  •  •  -x,,,  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  zu  ihm  gehörigen  Untergruppe:  Gr—n  ist  alsdann: 


r— re  /  n  \ 

^  £;•  I    Xn+jf—^  ^JyXrf\  . 


Jetzt  sollen  beide  Punkte  bei  derselben  (r  —  ^i) -  gliedrigen  Unter- 
gruppe invariant  bleiben,  Gr-n  und  Gr-n  sollen  also  zusammenfallen; 
dazu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  einen  auch  der  andern  angehören  und  umgekehrt, 
analytisch  ausgedrückt:  die  Gleichung 

^Bj    X,.+jf-^q,f. X,A  =y]lj    X„+jf-yiq>j.XM 
1        ^  1  ^        1        i  1  J 

muss  bei  beliebig  gewählten  e  stets  durch  geeignete  Werthe  der  s 
identisch  befriedigt  werden  können  und  bei  beliebig  gewählten  £  stets 
durch  geeignete   Werthe  der  e. 

Die  letzte  Gleichung  lässt  sich  schreiben: 

^—^  n        r—n 

^j  fe  -  ^,.)  •  X,+jf-^,  ^Ji^jcpf,  -  Bj  9,>)  •  X„  /■=  0, 

1  1  1 

sie  kann  mithin  wegen  der  Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen X^f--'  Xrf  nicht  anders  bestehen,  als  wenn  Sj  =  sj  ist- 
da  ausserdem  die  Sj  vollkommen  willkürlich  sind,  so  ergiebt  sich: 


<Pjr(0C^^  •  •  •  Xs^)  =  (pjr(Xi  -  -  •  Xs)       U 


n). 


Die  beiden  (r  —  >^)-gliedrigen  Untergruppen  der  ö^,  welche  zu 
zwei  verschiedenen  Punkten  von  allgemeiner  Lage  gehören,  sind  dem- 
nach dann  und  nur  dann  mit  einander  identisch,  wenn  jede  der 
n  (r—n)  Functionen  cpj^  für  den  einen  Punkt  denselben  Zahlenwerth 
annimmt  wie  für  den  andern. 

Wünschen  wir  daher  alle  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zu  kennen, 
welche  gleichzeitig  mit  dem  Punkte  ^^^  . .  .  ^^0  y^^^  ^^^  Gruppe  Gr-n 
ihre  Lage  behalten,  so  haben  wir  nur  alle  Werthsysteme  x  zu  be- 
stimmen, welche  die  Gleichungen: 

(3)  9Pyv(^l   ■  -  ■  Xs)  =  (p%         (i  =  1  .  •  •  n-q;  v  ^  1  ■  ■  ■  q) 

befriedigen;  jedes  solche  Werthsystem  liefert  einen  Punkt  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit. 

32* 
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Hier  sind  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 

Erstens  kann  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  unter  den 
n  (r — n)  Functionen  cpkv  (^)  gerade  gleich  s  sein.  In  diesem  Falle  lässt 
die  (r — w)-gliedrige  Untergruppe  (t^_„,  welche  den  Vnnki:  Xj^  ■  •  •  x^P 
festhält,  höchstens  noch  eine  discrete  Anzahl  von  Punkten  allgemeiner 
Lage  stehen. 

Zweitens  kann  die  Zahl  der  unabhängigen  unter  den  cp/cv  (x)  kleiner 
sein  als  s.  In  diesem  Falle  giebt  es  eine  continuirliche  Mannigfaltig- 
keit von  Punkten  allgemeiner  Lage,  welche  alle  bei  der  Gruppe  Gr-n 
invariant  bleiben;  zu  jedem  Punkte  der  betreffenden  Mannigfaltigkeit 
gehört  dann  dieselbe  (r — n)  -  gliedrige  Untergruppe  der  Gr  wie  zu  dem 
Punkte:  x^^  •  •  •  x^^.  Dabei  liegt  der  Punkt  x^^  -  •  •  x^  offenbar  inner- 
halb der  Mannigfaltigkeit,  das  heisst,  es  giebt  in  der  Mannigfaltig- 
keit auch  solche  Punkte,  die  dem  Punkte:  x^  ■  ■  •  xj^  unendlich  benach- 
bart sind. 

Nehmen  wir  an,  dass  der  zweite  Fall  eintritt,  dass  sich  also 
unter  den  n  {r — n)  Functionen  (pkv  {x)  blos  s—q  <(  5  von  einander  unab- 
hängige befinden,  welche  (Pi(x)  •  •  •  (Ps—q(x)  heissen  mögen. 

Unter  dieser  Voraussetzung  lassen  sich  alle  (p]iv{x)  durch  (p^ix)  ••  • 
(Ps—q(x)   allein   ausdrücken  und  die  Gleichungen  (3)  können   durch   die 
s — Q  von  einander  unabhängigen  Gleichungen: 
(3')  <5Pi  (x^- '  •  Xs)  ==  9?!  (o;/  ■  -  -  xj^),-  ■  ■  (ps-(,  (^i  •  •  •  oOs)  ==  9,-^;(^i^  •  •  -Xs^) 

ersetzt  werden.  Wir  sehen  mithin,  dass  jeder  allgemein  gelegene 
Punkt:  Xj^  '  ■  •  Xs^  des  Raumes  einer  ganz  bestimmten  9  -  fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  (3')  angehört,  welche  von  dem  Inbegrifl' 
aller  Punkte  gebildet  wird,  zu  den,en  dieselbe  (r — n)  -  gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gruppe:  X^f-^-  Xrf  gehört,  wie  zum  Punkte:  x^^  ■  ■  -  x}^. 

Es  ist  möglich,  dass  die  Gleichungen: 

9jv(iCl  '  •  '  X^  =  (pjv{0C^  •  •  •  Xs^)  ij  =  l  ■  •  ■  r—n ;  v  =  1  ■  ■  ■  n) 

für  jedes  Werthsystem   x^^  -  •  •  xj^   eine  Mannigfaltigkeit  darstellen,    welche 
in  eine  discrete  Anzahl  endlich  verschiedener  Mannigfaltigkeiten  zerfällt. 
Ein  Beispiel  bietet  die  dreigliedrige  Gruppe: 


X  f=  ^  X  f=      ^       —  X  f^=  t(r  X   — 


Hier  ist: 


XJ^sinx^-X^f, 

während  X^f  und  Xg/*  durch  keine  lineare  Relation  verknüpft  sind.  Hält 
man  daher  den  Punkt  x^^,  x^  fest,  so  bleiben  auch  alle  Punkte  fest,  deren 
Coordinaten  x^^  x^  der  Gleichung: 

sin  0^2  =  mix^ 
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gentigen;  das  heisst,  zugleich  mit  dem  Punkte  x^^^  x^  behält  jeder  Punkt 
seine  Lage,  der  auf  einer  der  unendlich  vielen  zur  x^- ks.^  parallelen 
Geraden: 

X^  =  X2^  +   2/C7t 

liegt,  unter  k  eine  beliebige,  positive  oder  negative  ganze  Zahl  verstanden. 

Da  die  Gruppe:  XJ  "•  Xrf  unter  der  oben  gemachten  Voraus- 
setzung jedem  Punkte:  x^^  -  •  -  xj^  eine  durch  ihn  hindurchgehende  ^-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zuordnet,  so  zerlegt  sie  offenbar  den 
ganzen  Raum  x^  ■  -  •  Xs  in  eine  Seh  aar  von  cx)*-?  ()-fach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten : 

(4)  g)^{x^  -'■Xs)  =  const.,  •  •  •  (fs-gipc^  •  •  -Xs)  =  const. 

und  zwar  derart,  dass  alle  Transformationen  der  Gruppe,  welche  einen 
beliebig  gewählten  Punkt  von  allgemeiner  Lage  festhalten,  zugleich 
alle  Punkte  der  durch  diesen  Punkt  gehenden  Mannigfaltigkeit  (4)  in 
Ruhe  lassen. 

Allerdings  ist  hierbei  zu  bemerken,  dass  von  einer  wirklichen 
Zerlegung  nur  dann  die  Rede  sein  kann,  wenn  die  Zahl  q  kleiner  ist 
als  s;  ist  Q  =  s,  so  findet  keine  wirkliche  Zerlegung  des  Raumes  statt, 
dann  lässt  nämlich  jede  Transformation  unserer  Gruppe,  welche  einen 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  festhält,  überhaupt  alle  Punkte  des 
Raumes  invariant;  mit  andern  Worten:  die  identische  Transformation 
ist  die  einzige  Transformation  der  Gruppe,  welche  einen  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  in  Ruhe  lässt. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  geben  Anlass  zu  einer  neuen 
wichtigen  Eintheilung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  XJ "  -  Xrf  des 
Raumes  x^--  -  Xs  und  zwar  zu  einer  Eintheilung  in  zwei  verschiedene 
Glassen. 

Ist  eine  Gruppe  des  Baumes  x^  •  -  •  x,  so  beschaffen,  dass  alle  ihre 
Transformationen,  welche  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  invariant 
lassen,  gleichzeitig  alle  Punkte  einer  continuirlichen,  durch  diesen  Punkt 
gehenden  Mannigfaltigkeit  festhalten,  so  rechnen  wir  die  Gruppe  der  einen 
Classe  zu  und  nennen  sie  systatisch.  Alle  übrigen  Gruppen  aber,  also 
die,  welche  nicht  sijstatisch  sind,  rechnen  wir  zur  andern  Classe  und  nennen 
sie  asy statisch."^) 


*)  Die  Begriffe:  systatische  und  asystatische  Gruppen  sowie  die  im  Texte 
entwickelte  Theorie  derselben  rühren  von  Lie  her  (Ges.  d.  W.  zu  Christiania 
1884,  Archiv  for  Math.  Bd.  10,  Christiania  1885).  Die  ausdrucksvollen  Bezeich- 
nungen: systatisch  „mitstehenlassend"  und  asystatisch  „nichtmitstehenlassend"  sind 
von  Engel.  Im  Uebrigen  ist  die  dem  vorliegenden  Werk  eigenthümliche  Termino- 
logie von  Lie  eingeführt. 
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Mit  Benutzung  dieser  Bezeichnnngsweise  können  wir  die  erhaltenen 
Ergebnisse  folgendermassen  aussprechen: 

Theorem  87.  Sind  die  tmahhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen XJ'-'Xrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe  in  s  Ver- 
änderlichen x^"  'X,  durch  r  —  n  lineare  Relationen  von  der 
Form: 

n 
Xn^kf^E^v  (pkr(Xi  '  -  Xs)'  X^.f        (*=  1  •  •  .  r -  «)  ' 

1 

verknüpft,  während  zwischen  XJ---Xnf  allein  heine  derartige 
Relation  besteht,  so  ist  die  Gruppe  systatisch,  tvenn  es  unter 
den  n(r  —  n)  Functionen  (fkrix^  -  -  -  Xs)  weniger  als  s  von  ein- 
ander unabhängige  giebt;  giebt  es  dagegen  unter  den  Functionen 
(fkvix^- '  •  Xs)  gerade  s  von  einander  unabhängige,  so  ist  die 
Gruppe  asystatisch. 

§  122. 

Alle  Voraussetzungen,  welche  wir  in  der  Einleitung  des  Kapitels 
über  die  r-gliedrige  Gruppe:  XJ-^^  Xrf  des  Raumes  x,  •  -  •  Xs  gemacht 
haben,  wollen  wir  beibehalten,  nur  wollen  wir  jetzt  noch  die  Voraus- 
setzung hinzufügen,  dass  die  Gruppe  systatisch  sein  soll.  Wir  nehmen 
also  an,  dass  unter  den  n{r  —  n)  Functionen  cpkrix.^  -  -  ■  x^^)  blos 
^^s  —  Q  <s  von  einander  unabhängige  vorhanden  sind,  welche  wie 
oben  (p^{x)  •  •  •  (ps-^{x)  heissen  mögen. 

Betrachten  wir  zunächst  den  Fall,  dass  die  Zahl  s  —  q  den  Werth 
Null  besitzt. 

Verschwindet  die  Zahl  s  —  q,  so  ist  offenbar  n  gleich  r,  das  heisst 
die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f  ■  --  Xrf  sind 
durch  keine  lineare  Relation  von  der  Form: 

Xr{x^  ■  •  .  X.)-XJ-\ \.  Xr(x,  .  .  .  Xs)'Xrf=  0 

verknüpft.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Zahl  r  jedenfalls  nicht  grösser 
ist  als  die  Zahl  s  der  Veränderlichen  x,  dass  also  die  Gruppe:  XJ-'-Xrf 
entweder  intransitiv  oder  höchstens  einfach  transitiv  ist.  Beide  Male 
ist  daher  die  Gruppe:  XJ-  ■  ■  Xrf  imprimitiv  (vgl.  Kap.  13,  S.  221  und 
Kap.  20,  Satz  6;  S.  383). 

Wir  sehen  also,  dass  die  systatische  Gruppe:  XJ---  Xrf  stets 
im  primitiv  ist,  wenn  die  ganze  Zahl  s  —  q  den  Werth  Null  hat. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  dem  Falle  s  —  q  >  0, 

In  diesem  Falle  liefern  die  Gleichungen: 
(4)  gpi  i^i'  •  -  ^s)  =  const.,  .  . .  (ps-g(x^  . .  .  a;,)  =  const. 

eine  wirkliche  Zerlegung  des  Raumes  x^'-'X^in  oo*-e  ()-fach  ausgedehnte 
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Mannigfaltigkeiten  und  zwar^  wie  wir  oben  gesehen  haben,  eine  Zer- 
legung, welche  durch  die  Gruppe:  X^f  -  -  ■  Xrf  vollständig  bestimmt 
ist  und  zu  dieser  Gruppe  in  einer  ganz  eigenthümlichen  Beziehung 
steht.  Es  liegt  sehr  nahe,  zu  vermuthen,  dass  diese  Zerlegung  bei  der 
Gruppe:  XJ---  Xrf  invariant  bleibt;  daraus  würde  dann  folgen,  dass 
die  systatische  Gruppe:  X^f-'-Xrf  auch  im  Falle  s  —  ^>0  imprimitiv 
ist  (Kap.  13,  S.  220). 

Man  kann  sehr  leicht  einsehen,  dass  die  eben  ausgesprochene 
Vermuthung  der  Wahrheit  entspricht.  In  dej-  That,  nach  Kap.  19, 
S.  343  f.  lassen  sich  die  r{s  —  q)  Ausdrücke:  X],(p^  •  •  •  Xkq)s-Q  als  Func- 
tionen von  cpj^-  '  •  g}s—Q  allein  darstellen: 

Hierin  liegt  (vgl.  Kap.  8,  S.  139  u.  143),  dass  die  Zerlegung  (4)  die 
r  infinitesimalen  Transformationen  Xkf  und  somit  überhaupt  die  ganze 
Gruppe:  X^f  ■  -  •  Xrf  gestattet. 

Die  eben  durchgeführten  Entwickelungen  beweisen,  dass  eine 
systatische  Gruppe  des  Raumes  x^-  •  •  Xs  stets  imprimitiv  ist.  Wir 
haben  somit  das 

Theorem  88.     Jede  systatische  Gruppe  ist  imprimitiv. 

Es  ist  nicht  überflüssig,  auch  durch  begriffliche  üeberlegungeu 
nachzuweisen,  dass  im  Falle  s  —  ^  >  0  die  Zerlegung  (4)  bei  der 
systatischen  Gruppe:  X^^f-  •  •  Xrf  invariant  bleibt.  » 

Wir  bezeichnen  mit  M  irgend  eine  der  oo^-?  ^-fach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten  (4),  P  sei  allgemeines  Symbol  eines  Punktes  der 
Mannigfaltigkeit  M,  das  allgemeine  Symbol  der  oo^— "  Transformationen 
unserer  Gruppe,  welche  sämmtliche  Punkte  von  M  stehen  lassen,  sei  S, 
endlich  verstehen  wir  unter  T  eine  beliebige  Transformation  unserer 
Gruppe. 

Führen  wir  die  Transformation  T  auf  31  aus,  so  erhalten  wir 
eine  gewisse  ^-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  31',  deren  c3c?  Punkte 

P'  durch  die  Gleichung: 

(F)  =  (P)T 

definirt  sind.  Da  nun  jeder  Punkt  P  bei  allen  cx)^-'*  Transformationen 
S  unserer  Gruppe  invariant  bleibt,  so  ist  klar,  dass  jeder  Punkt  P' 
bei  den  oo''-"  Transformationen  T-'^ST,  die  ebenfalls  unserer  Gruppe 
angehören,  seine  Lage  behält.  Hieraus  geht  hervor,  dass  auch  31'  zu 
den  oo«-?  Mannigfaltigkeiten  (4)  gehört;  also  ist  bewiesen,  dass  die 
oo'-?  Mannigfaltigkeiten  (4)  von  jeder  Transformation  der  Gruppe: 
X^f'-'  Xrf  unter  einander  vertauscht  werden,  dass  die  Zerlegung  (4) 
wirklich  bei  unserer  Gruppe  invariant  bleibt. 
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Da  nach  Theorem  88  jede  systatische  Gruppe  imprimitiv  ist,  muss 
umgekehrt  jede  primitive  Gruppe  as/statisch  sein.  Es  giebt  aber  auch 
imprimitive  Gruppen,  die  asystatisch  sind,  zum  Beispiel  die  vier- 
gliedrige  Gruppe: 

der  Ebene  x,  y.  Diese  Gruppe  ist  imprimitiv,  denn  sie  lässt  die  Ge- 
radenschaar:  ^  =  const.  invariant,  sie  ist  aber  zugleich  asystatisch, 
denn  aus  den  beiden  Identitäten: 

erbellt,  dass  die  zu  der  Gruppe  gehörigen  Functionen  9,,  keine  andern 
sind  als  X  und  y  selbst;  die  sind  aber  offenbar  von  einander  unab- 
hängig. Dass  es  sogar  intransitive  asystatische  Gruppen  giebt,  zeigt 
die  dreigliedrige  intransitive  Gruppe: 

cy^       dy^   ^  dy 

§  123. 

Kennt  man  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  XJ 
"•Xrf  einer  r- gliedrigen  Gruppe  des  Raumes  x^-- -  Xs,  so  kann  man 
nach  Theor.  87,  S.  502  leicht  entscheiden,  ob  die  betreffende  Gruppe 
systatisch  ist  oder  nicht. 

Man  loMet  zu  diesem  Behufe  die  Matrix: 

i  .  .    .  . 

und  untersucht  ihre  Determinanten.  Verschwinden  die  (n  +  l)-reihigen 
Determinanten  alle  identisch,  nicht  aber  alle  w-reihigen  und  insbeson- 
dere nicht  alle  w-reihigen,  die  aus  den  obersten  n  Reihen  der  Matrix 
gebildet  werden  können,  so  bestehen  Identitäten  von  der  Form: 


(1) 


n 
Xn^k  f  ^^^  Cpkv  (^1  •  •  •  Xs)  Xrf        (*  =  !•• 


während  XJ"-Xnf  durch  keine  lineare  Relation  verknüpft  sind. 
Hat  man  die  Identitäteu  (1)  aufgestellt,  so  entscheidet  die  Anzahl  der 
unabhängigen  unter  den  n{r  —  n)  Functionen  (pky{x^  •  •  •  Xs). 

Aber,  um  entscheiden  zu  können,  ob  eine  bestimmte  r-gliedrige 
Gruppe  systatisch  ist  oder  nicht,  braucht  mau  gar  nicht  die  endlichen 
Ausdrücke  für  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe,  es 
genügt  vielmehr  schon,  wenn  man  die  Definitionsgleichungen  der  Gruppe 
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kennt.  Dass  dies  genügt,  beruht  darauf,  dass  man,  sobald  die  De- 
finitionsgleichungen der  Gruppe  vorgelegt  sind,  stets  ein  unbeschränkt 
integrables  System  totaler  Differentialgleichungen  angeben  kann,  dessen 
einzige  Integralfun ctionen  eben  die  q)kr(x)  und  ihre  Functionen  sind. 
Hieraus  ergiebt  sich  nämlich  offenbar,  dass  man  die  Zahl  der  unab- 
hängigen unter  den  q)kv(ß))  bestimmen  kann,  ohne  die  (pkv{x)  selber 
zu  kennen. 

Wir  werden  jetzt  dieses  wichtige  Resultat  ableiten. 

Die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen: 

(5)  d^,.=^^<^^^^dx,=  0     (.= 


r  —  n:  v  =  1 


bilden  ein  unbeschränkt  integrables   System   von  totalen   Differential- 
gleichungen,  dessen   einzige   Integralfun  ctionen   die    g)kv{x)   und   deren 
Functionen  sind  (vgl.  Kap.  6,  S.  91  ff.).     Von  diesem  Systeme  totaler 
Differentialgleichungen  gehen  wir  aus.     * 
Wegen  (1)  ist  identisch: 

n 

^n+j,  i y'y  (Pjv^ri  ^^0       O  =  1  •  •  •  ?•  -  «;  t  =  1  •  •  .  5), 

1 

also  ergiebt  sich  durch  Differentiation: 

n  n 

ä^n+j,  i  —^J  (Pjpd^ri  ^^  ividfpjv, 
1  1 

oder,  da  nach  Voraussetzung  nicht  alle  w-reihigen  Determinanten  der 
Matrix: 

?ii(^)  •  •  luix)  [ 

.       ...       I 

verschwinden: 

^  f  ■  ^ 

1  '  1 

(j  =  1  .  .  .  r-^n;  7t  =  1  •  •  •  «). 

Hieraus  folgt,  dass  das  System  der  totalen  Differentialgleichungen  (5) 
durch  das  nachstehende  ersetzt  werden  kann: 


(«)±^j^-ir^-^h"=o 


(j  =  1  .  .  .  r  —  n;   t  =  1  .  .  .  5) . 


Selbstverständlich  bilden  die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen  (6) 
ein  unbeschränkt  integrables  System  von  totalen  Differentialgleich- 
ungen, dessien  einzige  Integralfunctionen  eben  die  q)kr(x)  und  ihre 
Functionen  sind. 
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Es  ist  nun  allerdings  ohne  Integration  nicht  möglich,  die  einzelnen 
Gleichungen  (6)  aufzustellen,  wenn  man  blos  die  Definitionsgleichungen 
der  Gruppe:  XJ'-'-Xrf  kennt;  dagegen  ist  es  möglich,  das  Gleich- 
ungensystem (6)  durch  ein  anderes  zu  ersetzen,  welches  ausser  den 
dxn  nur  Coefficienten  der  Definitionsgleichungen  enthält.  Dazu  ge- 
langen wir  folgendermassen. 

Wir  verstehen  unter  x^^--- x^^  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage. 
Nach  S.  203  hat  dann  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation: 
^i^if -{-'''-{-  er  Xrfj  deren  Reihenentwickelungen  nach  den  Xi — Xi^ 
nur  Glieder  erster  und  höherer  Ordnung  enthalten,  die  Gestalt: 

unter  den  Zj  willkürliche  Parameter  verstanden.  Dieser  Ausdruck  aber 
erhält,  wenn  wir  die  Entwickelung  nach  den  Xi— x/^  wirklich  aus- 
führen und  dabei  blos  die  Glieder  erster  Ordnung  berücksichtigen,  die 
Form: 

1  Z  TT        ^  *-  -^x=Xo      1  ^  -^x=:X°  '  ' 

Die  Glieder  erster  Ordnung  in  dem  Ausdruck  (7)  können  wir  aber 
auch  aus  den  Definitionsgleichungen  der  Gruppe  berechnen  und  zwar 
ohne  Integration.  Nach  Kap.  11,  S.  188  ff.  hat  nämlich  die  allgemeinste 
infinitesimale  Transformation:  e^XJ  +  •..-(-  CrXrf,  deren  Reihenent- 
wickelung nach  den  Xi  —  Xi^  nur  Glieder  erster  und  höherer  Ordnung 
enthält,  die  Form: 

in 

WO  von  den  s^  Grössen  g^ti  eine  gewisse  Anzahl,  die  wir  damals  mit  s^—  v^ 
bezeichneten,  willkürlich  waren,  während  die  6*^ — f i  +  ^i  übrigen 
lineare  homogene  Functionen  dieser  e^  —  v^  wurden  mit  Coefficienten, 
die  unmittelbar  aus  den  Definitionsgleichungen  berechnet  werden 
konnten.  Wir  erhalten  somit,  wenn  wir  von  den  Definitionsgleichungen 
ausgehen,  für  den  Ausdruck  (7)  die  folgende  Darstellung: 

(7-)  ^-  e/  '^  aUx,"  ■  ■ .  x.")  {x„  -x^")  §§  +  ■■■, 

1  in  * 

WO  die  e/  willkürliche  Parameter  bedeuten,  während  die  ajni{x^)  ganz 
bestimmte  analytische  Functionen  der  x^  sind  und  wie  soeben  gesagt, 
aus  den  Definitionsgleichungen  berechnet  werden  können. 
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Da    (7)    und    (7')    nur    verschiedene    Darstellungen    derselben    in- 
finitesimalen   Transformationen    sind,    so    müssen    die    Faktoren    von 

{xn  —  Xrt^)  ^  in  beiden  Ausdrücken  einander  gleich  sein,  das  heisst, 

es  bestehen  die  folgenden  s^  Relationen: 


''"^^■'^-  i?<..(^)^:i==Se;«,.(.o) 


(/,  n  =  1 


Dieselben  müssen  sich  bei  beliebig  gewählten  Zj  stets  durch  geeignete 
Werthe  der  e/  befriedigen  lassen  und  bei  beliebig  gewählten  e/  stets 
durch  geeignet  gewählte  Werthe  der  Zj. 

Alles  das  gilt  für  jeden  Punkt  x^^ -  -  •  x^^  von  allgemeiner  Lage; 
es  gilt  also  auch,  wenn  wir  die  x^  als  veränderlich  betrachten  und 
durch  x^-  •  •  Xs  ersetzen.  Folglich  können  wir,  wenn  wir  die  e  in  ganz 
beliebiger  Weise  als  Functionen  der  x  gewählt  haben,  stets  die  e'  derart 
als  Functionen  der  x  bestimmen,  dass  die  Gleichungen: 

(^")     J  '^  ^-¥^  -2  ^-^^)  H}  =S'>^-<^) 

(i,7t=l'-.s) 

identisch  befriedigt  werden  und,  wenn  wir  die  e'  in  ganz  beliebiger 
Weise  als  Functionen  der  x  gewählt  haben,  so  können  wir  (7'')  stets 
durch  geeignete  Functionen  e^  •  •  •  Zr-n  der  x  identisch  erfüllen. 

Nun  kann  man  die  Gleichungen  (6)   offenbar  ersetzen  durch   die 


s  Gleichungen: 


vorausgesetzt  nur,  dass  man  in  diesen  letzteren  die  e  als  willkürliche 
Functionen  der  x  ansieht.  Aus  dem  vorhin  Gesagten  ergiebt  sich 
daher,  dass  der  Inbegriff  aller  Gleichungen  (6)  äquivalent  ist  mit  dem 
Inbegriff  aller  Gleichungen  von  der  Form: 

«j— Vi  S 

^j  e/  ^7t  ajrti{x^  •'  '  x^  dXrt  =0      (^  =  1 . . .  s), 
1  1 

in  denen  die  e'  als  willkürliche  Functionen  der  x  aufzufassen  sind. 
Die  letzten  Gleichungen  endlich  können  offenbar  durch  die  {a^  —  v^  s 
Gleichungen: 

s 
(§)  ^^  CCj7ti(x^  •  •  •  Xs)  dXjt  =0      (;•=  1  .  •  •  5,  -  r, ;  z  =  1  .  .  .  5) 

1 

ersetzt  werden. 
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Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  beiden  Systeme  totaler  Differential- 
gleichungen: (6)  und  (8)  mit  einander  äquivalent  sind;  es  ergiebt  sich 
also,  dass  die  unabhängigen  unter  den  Gleichungen  (8)  eiiuunbeschränkt 
integrables  System  totaler  Differentialgleichungen  bilden  und  zwar  ein 
System,  dessen  einzige  Integralfuuctiouen  die  (pkv{po)  und  ihre  Func- 
tionen sind. 

Wir  können  daher  sagen: 

Theorem  89.  Sind  die  Definitionsgleichungen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  des  Baumes  x^- -  -  Xs  vorgelegt^  so  entscheidet 
man  folgendermassen^  oh  die  betreffende  Gruppe  systatisch  ist 
oder  nicht: 

Man  verstehe  unter  x^  •  •  •  Xs^  einen  beliebigen  FimM,  in 
dessen  Umgebung  sich  die  Coefficienten  der  aufgelösten  De- 
finitionsgleichungen regulär  verhalten,  und  bestimme  die  Glieder 
nullter  und  erster  Ordnung  in  der  ReihenentwicJcelung  der  all- 
gemeinen infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  nach 
Potenzen  von  x^  —  x-^,  -  •  -  Xg  —  xj^.  Sodann  suche  man  die  Glieder 
erster  Ordnung  in  der  allgemeinsten  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gruppe,  welche  heine  Glieder  nullter  Ordnung  ent- 
hält    Diese  Glieder  werden  die  Form  haben: 

X/  '^J   Xi  ^^^^ ^"^1   '  '  "  ^*"  ^  ^^^       ^^^  d~x. ' 
1  in 

WO  die  e/  willlcürliche  Parameter  bezeichnen,  während  die 
ccjTti{xP)  ganz  bestimmte  analytische  Functionen  der  x^  sind  und 
aus  den  Coefficienten  *der  Definitionsgleichungen  ohne  In- 
tegration berechnet  werden  Izönncn.  Nunmehr  bilde  man  das 
System  der  totalen  Differentialgleichungen: 

s 
(8)  ^X  Cijrti{x^  •  •  •  ^s)  dXn  =0       a  =  1  .  •  .  ex—  Vi ;  i  =  1  .  .  .  5) 

1 

und  bestimme  die  Anzahl  s  —  ^  der  unabhängigen  unter  diesen 
Gleichungen.  Ist  s  —  Q<Cs,  so  ist  die  Gruppe  systatisch,  ist 
aber  s  —  Q  =  s,  so  ist  die  Gruppe  asy statisch*) 

Wir  können  hinzufügen: 

Satz  1.  Die  s  —  q  von  einander  unabhängigen  unter  den  Differential- 
gleichungen (8)  bilden  ein  unbeschränht  integrables  System  mit  s  —  q  un- 
abhängigen Integral functionen:  (pj^(x)  •  •  •  gp5_p(ic).  Diese  Integralfunctionen 
stehen  zu  der  Gruppe  X^f-  ■  •  Xrf  in  folgender  Beziehung : 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.,  Bd.  10,  Christiauia  1885. 
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Sind  von  den  r  unahliängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
X^f  •  •  •  Xrf  gerade  n,  etwa  X^f--'X^f  durch  keine  lineare  Belation  ver- 
hiüpft,  während  Xn+if  ■  •  •  Xrf  sich  linear  durch  X^f-'-Xnf  ausdrücken 
lassen: 

n 
XnJ^kf^^  g)kr(Xi  '"Xs)  Xyf       (k  =  \-..r-n), 

1 

SO  lassen  sich  alle  n(r  —  n)  Functionen  (pkvipc)  durch  cp^{x)  •  -  -  (Ps-q{x) 
allein  ausdrücken. 

Man  braucht  nicht  einmal  die  Definitionsgleichungen  selbst  zu 
kennen,  um  entscheiden  zu  können,  ob  eine  bestimmte  Gruppe  systatisch 
ist  oder  nicht.  Man  braucht  dazu  nur  die  Anfangsglieder  von  den 
Reihenentwickelungen  der  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  in 
der  Umgebung  eines  einsigen  Punktes :  x^^-  •  •  Xg^  von  allgemeiner  Lage. 
Kennt  man  nämlich  diese  Anfangsglieder,  so  kann  man  ofi^enbar 
die  Zahlenwerthe  ccf^i  berechnen,  welche  die  Functionen  ccj^i^x)  für 
x^  =  iCj^, ' '  '  Xs=  x^  annehmen.  Die  oben  definirte  Zahl  s  —  q  ist 
dann  nichts  weiter  als  die  Anzahl  der  von  einander  unabhängigen 
unter  den  in  dx^  ■  •  •  dXs  linearen  Gleichungen: 

'Sit  UjnidXjt  =0     U  =  l  •  •  •  fi-r, ;  t^  1  •  .  •  .). 
1 

Das  System  der  totalen  Differentialgleichungen  (6)  hat  einen  sehr 
einfachen  begrifflichen  Sinn.  Es  definirt  nämlich,  wie  man  leicht 
direkt  erkennt,  alle  dem  Punkte  x^  '  -  -  Xg  unendlich  benachbarten 
Punkte:  X-j^-\- dx^,  •  •  -  x.,-\- dXg,  welche  bei  allen  Transformationen 
unserer  Gruppe  invariant  bleiben,  die  den  Punkt  x^-  •  ■  Xg  in  Ruhe 
lassen.  Hierin  liegt  der  innere  Grund  dafür,  dass  die  <pkv(x)  und  ihre 
Functionen  die  einzigen  Integralfunctionen  des  Systems  (6)  oder  (8)  sind ; 
denn  die  Gleichungen: 

(Pkv(:yi  '  '  -y.^  =  (fkvix^'  "  X^        {k=^l---r-n-   v  =  i-  ■■71) 

definiren  ja  alle   Punkte    y^-  -  •  Vs,    welche    zugleich    mit   dem   Punkte 
x^-  '  •  Xg  invariant  bleiben. 

§  124. 

Wir  haben  gefunden,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe:  X^f-"Xrf  des 
Raumes  x^--  -Xg  asystatisch  oder  systatisch  ist,  je  nachdem  unter  den 
auf  S.  332  u.  497  definirten  Functionen  (pkv{x^  -  •  •  x^  gerade  s  oder 
weniger  als  s  von  einander  unabhängige  vorhanden  sind.  Nun  giebt 
es  nach  Kap.  20,  Theorem  67,  S.  376  stets  dann  aber  auch  nur  dann 
eine    mit    allen  Xj^f  vertauschbare   infinitesimale   Transformation  Zf 


510  Kapitel  24,  §  124, 

wenn  die  Zahl  der  unabhängigen  unter  den  Functionen  q)kv(x)  kleiner 
ist  als  s.     Folglich  können  wir  auch  sagen: 

Satz  2.  Die  r-gliedrige  Gruppe:  XJ-  •  •  X,/  des  Raumes  x^- ■  -  x, 
ist  dann  und  nur  dann  sy statisch,  wenn  es  eine  mit  allen  X^f  vertauscli- 
hare  infinitesimale  Transformation  Zf  giebt;  giebt  es  leine  solche  infini- 
tesimale Transformation,  so  ist  die  Gruppe:  XJ-  •  ■  Xrf  asy statisch.*) 

Da  jede  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  einer  Gruppe 
mit  allen  andern  infinitesimalen  Transformationen  derselben  vertausch- 
bar ist,  haben  wir  ausserdem; 

Satz  3.  Jede  Gruppe,  welche  eine  oder  mehrere  ausgezeichnete  infini- 
tesimale Transformationen  enthält,  ist  systatisch. 

Bei  solchen  Gruppen  erkennt  man  also  schon  aus  der  Zusammen- 
setzung, dass  sie  sjstatisch  sind. 

Erinnern  wir  uns  schliesslich  noch,  dass  die  adjungirte  Gruppe 
einer  Gruppe  ohne  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  r 
wesentliche  Parameter  enthält  (vgl.  Theorem  49,  S.  277),  so  sehen  wir, 
dass  der  folgende  Satz  gilt: 

Satz  4.    Die  Adjungirte  einer  asystatischen  Gruppe  ist  stets  r-gliedrig. 

Satz  2  und  Satz  4  sind  die  seinerzeit  angekündigten  Verallge- 
meinerungen der  Sätze  1  und  2  des  Kapitels  16  (S.  277  f.). 

Schon  aus  den  Ent Wickelungen  des  Kapitels  20  hätten  wir  zu 
einer  Eintheilung  aller  Gruppen  in  zwei  Classen  Anlass  nehmen 
können 5  in  die  eine  Classe  hätten  wir  dann  jede  r-gliedrige  Gruppe: 
XJ-'-Xrf  ZU  rechnen  gehabt,  für  welche  es  wenigstens  eine  mit 
allen  X^f  vertauschbare  infinitesimale  Transformation  giebt,  in  die 
andere  Classe  alle  übrigen  Gruppen.  Nach  dem  oben  Gesagten  ist 
klar,  dass  diese  Eintheilung  mit  unserer  jetzigen  Eintheilung  der 
Gruppen  in  systatische  und  asystatische  zusammenfallen  würde;  die 
erste  Classe  würde  aus  allen  systatisch en  Gruppen  bestehen,  die  zweite 
aus  allen  asystatischen.  Wir  wollen  im  Folgenden  diesen  Umstand 
durch  begrifl'liche  Betrachtungen  erklären  und  zugleich  eine  Reihe 
neuer  wichtiger  Resultate  ableiten. 

Es  sei  &  eine  Transformation,  welche  mit  allen  Transformationen 
einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f-'-Xrf  des  Raumes  x^-'-Xs 
vertauschbar  ist,  ferner  sei  S  allgemeines  Symbol  aller  derjenigen 
Transformationen  der  Gruppe:  XJ-  -  -  Xrf,  welche  irgend  einen  all- 
gemein gelegenen  Punkt  P  des  Raumes  x^-  ■  -  Xg  invariant  lassen. 

Geht  P  bei  Ausführung  der  Transformation  &  in  den  Punkt  Pj 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.,  Bd.  10,  S.  377,  Christiania  1885. 
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über,  so  ist  &~^S@  offenbar  allgemeines  Symbol  aller  Transformationen 
der  Gruppe:  X^f  •  ■  ■  Xrf,  welche  den  Punkt  P^  invariant  lassen.  Da 
nun  aber  0  mit  allen  Transformationen  der  Gruppe:  X^f-  •  ■  Xrf  ver- 
tauschbar ist,  so  ist  der  Inbegriff"  aller  Transformationen  @-^S&  mit 
dem  Inbegriff  aller  Transformationen  S  identisch,  wir  sehen  also,  dass 
alle  Transformationen  der  Grui3pe:  X^f---Xrf,  welche  den  Punkt  P 
festhalten,  auch  den  Punkt  P^  in  Ruhe  lassen. 

Wenden  wir  das  auf  den  Fall  an,  dass  es  eine  continuirliche 
Schaar  von  Transformationen  @  giebt,  welche  mit  allen  Transformationen 
der  Gruppe:  X^f  -  •  •  Xrf  vertauschbar  sind. 

Da  P  ein  Punkt  allgemeiner  Lage  ist,  so  nimmt  er  bei  Aus- 
führung der  Transformationen  &  eine  continuirliche  Reihe  von  ver- 
schiedenen Lagen  an.  Jede  dieser  Lagen  aber  bleibt,  wie  wir  soeben 
gesehen,  bei  allen  Transformationen  S  invariant,  folglich  ist  die  Gruppe : 
X^f  ■  ' '  Xrf  sy statisch. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe:  X^f  ■  •  •  Xrf  des 
Raumes  x^-  •  -Xs  jedenfalls  dann  systatisch  ist,  wenn  es  eine  mit  allen 
Xjcf  vertauschbare  infinitesimale  Transformation  Zf  giebt.  Es  bleibt 
noch  übrig  zu  zeigen,  dass  auch  das  umgekehrte  gilt,  dass  zu  jeder 
systatischen  Gruppe:  X^f-'-Xrf  sich  eine  continuirliche  Schaar  von 
Transformationen  angeben  lässt,  welche  mit  allen  Transformationen 
X^f-  '  •  Xrf  vertauschbar  ist. 

Wir  denken  uns  also  eine  r-gliedrige  systatische  Gruppe:  X^f-'-Xrf 
des  Raumes  x^-  -  -  Xg.  Wir  werden  eine  Construction  angeben,  welche 
unendlich  viele  Transformationen  liefert,  die  mit  allen  Transformationen 
dieser  Gruppe  vertauschbar  sind. 

Jede  Transformation  @,  welche  mit  allen  Transformationen  der 
Gruppe:  X^f-'-Xrf  vertauschbar  ist,  führt  jeden  Punkt  P  des  Raumes 
in  einen  Punkt  P^  über,  welcher  genau  dieselben  Transformationen 
der  Gruppe  gestattet  wie  der  Punkt  P;  das  haben  wir  oben  gezeigt. 
Wählen  wir  daher  irgend  zwei  Punkte  P  und  P^  aus,  welche  dieselben 
Transformationen  unserer  Gruppe  gestatten,  und  versuchen  wir  eine  Trans- 
formation &  m  bestimmen,  tvelche  mit  allen  Transformationen  unserer 
Gruppe  vertauschbar  ist,  und  überdies  P  in  P^  überführt 

Es  sei  P'  ein  Punkt,  in  welchen  P  durch  eine  Transformation  T 
der  Gruppe:  X^f--  -Xrf  übergeführt  werden  kann;  es  sei  ferner  wie 
früher  S  allgemeines  Symbol  aller  Transformationen  dieser  Gruppe, 
welche  P  und  also  auch  Pj  invariant  lassen.  Dann  ist  (Kap.  14,  Satz  1, 
S.  227)  ST  allgemeines  Symbol  aller  Transformationen  unserer  Gruppe, 
welche    P  in    P'    überführen.     Offenbar   nimmt   P^    bei   allen    diesen 
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Transformationen  ST  dieselbe  Lage  an,  es  ist  ja: 

Jetzt  können  wir,  indem  wir  die  Existenz  einer  Transforma- 
tion 0  von  der  eben  verlangten  Beschaffenheit  voraussetzen,  leicht 
einsehen,  dass  jeder  Punkt  P'=  (P)T  bei  allen  etwaigen  ©  eine 
ganz  bestimmte  neue  Lage  erhält;  dies  folgt  ja  unmittelbar  aus  den 
Gleichungen: 

(P')@  =  (F)T&  =  {P)@T  =  (P,)r. 

Ist  daher  T  eine  beliebige  Transformation  unserer  Gruppe,  so  nimmt  der 
PiinJit  {P)T  bei  jeder  Transformation  0,  welche  überhaupt  existirt,  die 
neue  Lage  {P-^T  an. 

Wir  fügen  hinzu,  dass  wir  in  dieser  Weise  keine  Ueberbestimmung 
der  neuen  Lage  des  Punktes  P'  erhalten.  Ersetzen  wir  nämlich  in 
den  letzten  Gleichungen  die  Transformation  T  durch  eine  beliebige 
andere  Transformation  der  Gruppe:  X^f  -  -  •  Xrf,  welche  ebenfalls  P 
in  P'  überführt,  schreiben  wir  also  ST  statt  T,  so  kommt  wiederum: 
(P')@  =  (P)ST©  =  (P)&ST=(P,)ST=(P,)T. 

Betrachten  wir  zunächst  den  besonderen  Fall,  dass  die  sjstatische 
Gruppe:  X^f-  -  ■  Xrf  transitiv  ist. 

Wenn  die  Gruppe:  X^f  ■  •  •  X,/  transitiv  ist,  so  kann  der  Punkt 
{P)T  bei  geeigneter  Wahl  von  T  mit  jedem  Punkte  des  Raumes  zur 
Deckung  gebracht  werden;  ordnen  wir  daher  jedem  Punkte  {P)T  des 
Raumes  den  Punkt  (Pi)T  zu,  so  ist  dadurch  eine  ganz  bestimmte 
Transformation  0'  definirt.  Gelingt  es  uns  noch  nachzuweisen,  dass 
©'  mit  allen  Transformationen  unserer  Gruppe  vertauschbar  ist,  so 
ist  klar,  dass  0'  alle  Eigenschaften  besitzt,  welche  wir  von  der  Trans- 
formation ©  verlangt  haben  und  dass  0'  die  einzige  Transformation  © 
ist,  welche  es  überhaupt  giebt. 

Dass  ©'  wirklich  mit  allen  Transformationen  unserer  Gruppe  ver- 
tauschbar ist,  lässt  sich  leicht  beweisen.     Wir  haben  ja: 

(P)  T©'  =  (Pi)  T  =  {P)©'  T, 
wo  T  eine  beliebige  Transformation   unserer  Gruppe   bedeutet.     Ver- 
stehen  wir    daher    unter    T   ebenfalls    eine    beliebige    Transformation 
unserer  Gruppe,  so  erhalten  wir: 

(P)TT@'=  {P)©'T1={P)T©'1, 
mithin  lässt  die  Transformation:  1©'!-^©'-^  den  Punkt  (P)T,  das  heisst 
jeden  Punkt  des  Raumes   invariant.     Daraus  folgt,  dass  T@'T— 10'-^ 
die  identische  Transformation  ist,  das  heisst:  ©'  ist  wirklich  mit  allen 
Transformationen  unserer  Gruppe  vertauschbar. 
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Wenn  daher  die  systatische  Gruppe:  XJ-  •  •  Xrf  transitiv  ist^  so 
entspricht  jedem  Punktepaare  P,  P^  von  der  oben  definirten  Beschaffen- 
heit eine  und  nur  eine  mit  allen  Transformationen  der  Gruppe  ver- 
tauschbare Transformation.  Wählt  man  das  Punktepaar  in  allen  mög- 
lichen Weisen,  so  erhält  man  unendlich  viele  solche  Transformationen; 
wie  viele  ist  leicht  zu  entscheiden:  Wenn  jedesmal  ooQ  verschiedene 
Punkte  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe  stehen  bleiben,  welche 
einen  beliebig  gewählten  Punkt  invariant  lassen,  so  giebt  es  gerade 
c»^'  verschiedene  Transformationen,  welche  mit  allen  Transformationen 
der  Gruppe:  XJ---Xrf  vertauschbar  sind.  Das  stimmt  mit  Theo- 
rem 67,  S.  376,  denn  wegen  der  eben  gemachten  Voraussetzung  sind 
unter  den  n{r  —  n)  Functionen  9);t^(^)  gerade  5  —  ()  von  einander 
unabhängige  vorhanden,  es  giebt  also  gerade  q  unabhängige  Trans- 
formationen ZJ-  ■  ■  Z^f,  welche  mit  allen  Xj,f  vertauschbar  sind. 
Wir  können  daher  den  Satz  aussprechen: 

Satz  5.  Ist  die  r-gliedrige  systatische  Gruppe:  X^f  -  -  -  Xrf  des 
Raumes  x^ --  •  Xs  transitiv,  und  sind  P  und  P^  mei  Pmikte,  welche 
genau  dieselben  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe:  XJ"-Xrf 
gestatten j  so  giebt  es  eine  und  mir  eine  Transformation  (9,  ivelche  mit 
allen  Transformationen  der  Gruppe:  XJ'--Xrf  vertauschhar  ist  und 
ivelche  P  in  P^  überführt.  Versteht  man  unter  T  das  allgemeine  Symbol 
einer  Transformation  der  Gruppe:  XJ---  Xrf,  so  lässt  sich  &  auch 
definiren  als  diejenige  Transformation,  welche  jeden  PunJct  {P)T  in  den 
PunU  [P^)T  überführt.  Gestatten  jedesmal  gerade  ooe  verschiedene  Punlde 
genau  dieselben  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe:  XJ-  •  -Xrf, 
so  giebt  es  gerade  ooC'  verschiedene  Transformationen,  welche  mit  allen 
Transformationen  der  Gruppe  XJ-  -  •  Xrf  vertauschhar  sind. 

Die  Entwickelungen  über  einfach  transitive  Gruppen,  welche  wir 
in  Kap.  20,  S.  390—395  gegeben  haben,  sind  offenbar  unter  den  eben 
durchgeführten  Entwickelungen  als  besonderer  Fall  enthalten. 

Jetzt  wenden  wir  uns  zu  dem  Falle,  dass  die  r-gliedrige  systatische 
Gruppe:   XJ-'-Xrf  intransitiv  ist.    Doch  wollen  wir  uns  hier  kurz  fassen. 

Ist  die  systatische  Gruppe:  Xj/".  ••  Z^f  intransitiv,  so  giebt  es  nicht 
blos  eine  einzige  Transformation,  welche  den  Punkt  P  in  den  auf  S.  511 
definirten  Punkt  P^  überführt  und  mit  allen  Transformationen  unserer  Gruppe 
vertauschbar  ist,  es  giebt  vielmehr  unendhch  viele  verschiedene  Trans- 
formationen von  dieser  Beschaffenheit.  Wir  werden  angeben,  wie  man  solche 
Transformationen  findet. 

Die  intransitive  systatische  Gruppe:  XJ---  X^/"  bestimmt  mehrere  in- 
variante Zerlegungen  des  Raumes  x^^  -  -  •  x,,. 

Eine  erste  Zerlegung  wird  durch  die  5  —  ^  <  5  Gleichungen: 
(a)  (pjx^  '  •  •  X,)  =  const.,  •  •  •  (ps-o(xi  ■  •  •  Xs)  =  const. 
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dargestellt.  Eine  zweite  bestimmen  irgend  5  —  w  >  0  unabhängige  Lösungen: 
r/i  (x) •  ■ ' Us—n{^)  des ?2-gliedrigen  vollständigen  Systems :  X^f=  0,  •  •  •  Xnf==  0; 
der  analytische  Ausdruck  für  diese  Zerlegung  lautet: 

(b)  ^iC^'i  •  *  •  •'^■0  =  const.,  •  •  •  ifs-j,(y\  •  '  •  oc,)  =  const. 

Wir  verstehen  im  Folgenden  unter  3Iq  stets  eine  der  oo*~s^  q  -  fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten  (a)  und  unter  M„  eine  der  oc'""'*  w-fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten  (b). 

Unter  den  Lösungen  des  vollständigen  Systems:  Xj/'=  0,  •  •  •  X^f  =  0 
giebt  es  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  s  —  Q  f^  s  —  w,  welche  sich  durch 
(Pi(x)  •  ■  ■  (Ps—q(x)  allein  ausdrücken  lassen;  wir  wollen  annehmen,  dass 
nj^(x)  •  •  •  Us—q(cc)  solche  Lösungen  sind,  dass  also  s  —  Q  ^  s  —  q  Relationen 
von  der  Form: 

bestehen,  und  dass  jede  Lösung  des  vollständigen  Systems:  Xj/'  =  0,  ••• 
Xnf  =  0,  welche  sich  durch:  <Pi{x)  •  •  •  q)^^^(^x)  allein  ausdrücken  lässt,  eine 
Function  von  Ui(x)  •  •  •  iis—q(x)  ist  (vgl.  Kap.  19,  S.  345).  Dann  stellen  die 
s  —  q  Gleichungen: 

(c)  ^'iC'^i  •  •  *  •'^0  =  const.,  •  •  •  ys—q(xi  ■  ■  •  x,^  =  const. 

eine  dritte  bei  der  Gruppe:  X^f  •  -  -  X^-/"  invariante  Zerlegung  dar.  Die  ein- 
zelnen Mannigfaltigkeiten  dieser  Zerlegung  sind  augenscheinlich  die  kleinsten 
Mannigfaltigkeiten,  welche  sowohl  aus  M^,  als  aus  M„  bestehen  (vgl.  Kap.  8, 
S.  146).  Unter  jDlq  verstehen  wir  im  Folgenden  stets  eine  der  oo'''"^  q-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  (c). 

Eine  vierte  invariante  Zerlegung  endlich  ist  durch  die  Schnittmannig- 
faltigkeiten der  31^  und  der  M„  bestimmt  (vgl.  Kap.  8,  S.  145),  dieselbe 
wird  offenbar  durch  die  5  —  Q  -{-  q  —  ^^  Gleichungen: 

opj^(ic)  =  const.,         •  •  •  (ps-o(oc)  =  const.. 


,_5_j_i(a?)  =  const.;  •  •  •  Us—n{x)  =  const.  * 

bestimmt,  welche  nach  Kap.  19,  S.  345  f.  von  einander  unabhängig  sind.  Wir 
wollen  im  Folgenden  unter  Nf,^n-q  stets  eine  der  (X)^-('+'?-«  (^  +  w  —  g)-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  (d)  verstehen. 

Um  nun  eine  Transformation  0  zu  finden,  welche  mit  allen  Trans- 
formationen der  Gruppe:  X^f  •  •  •  Xrf  vertauschbar  ist,  verfahren  wir 
folgendermassen : 

Wir  ordnen  innerhalb  jeder  Tlq  jeder  M„  eine  andere  M„  zu,  welche 
M„'  heissen  möge,  und  zwar  machen  wir  diese  Zuordnung  nach  einem  will- 
kürlichen analytischen  Gesetz.  Sodann  wählen  wir  auf  jeder  dei*  cx>^~'^  M„ 
einen  beliebigen  Punkt  P  aus  und  ordnen  jedem  der  cx)*~"  gewählten 
Punkte  einen  beliebigen  Punkt  Pj  auf  derjenigen  N(,^n-q  zu,  in  welcher 
sich  die  durch  den  Punkt  gehende  M^,  mit  der  M/  schneidet,  welche  der 
durch  den  Punkt  gehenden   M„  entspricht. 

Es  giebt  eine  und  nur  eine  Transformation  0\  welche  jeden  der 
rx:)S—n  gewählten  Punkte  P  in  den  ihm  zugeordneten  Punkt  P,  überführt. 
Diese  Transformation   &  ist  durch  die  symbolische  Gleichung: 

{P)T&  =  {F,)T 
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definirt,  in  welcher  P  allgemeines  Symbol  der  oo«-"  gewählten  Punkte,  T 
aber  allgemeines  Symbol  der  oo**  Transformationen  unserer  Gruppe  ist. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  eben  definirte  Transformation  & 
mit  allen  Transformationen  der  Gruppe:  X^f  -  -  ■  Xrf  vertauschbar  ist  und 
dass  man  alle  Transformationen  Q  von  dieser  Beschaffenheit  erhält,  wenn 
man  die  in  der  Definition  von  0  enthaltenen  willkürlichen  Elemente  in  all- 
gemeinster Weise  wählt. 

Wir  brauchen  uns  nicht  damit  aufzuhalten,  das  nachzuweisen;  nur 
soviel  sei  bemerkt:  Wenn  man  den  analytischen  Ausdruck  der  Transforma- 
tion 0  aufstellt,  so  sieht  man  sofort,  dass  die  Anzahl  der  in  diesem  Aus- 
druck vorkommenden  willkürlichen  Functionen  und  die  Anzahl  der  in  diesen 
Functionen  vorkommenden  Argumente  mit  dem  Theor.  67,  S.  376    stimmt. 

Endlich  noch  eine  Bemerkung,  die  sich  sowohl  auf  intransitive  als  auf 
transitive  systatische   Gruppen  bezieht:  Wenn  die   Mannigfaltigkeit: 

für  jedes  Werthsystem  x^  -  ■  •  a?/  in  mehrere  discrete  Mannigfaltigkeiten  zer- 
fällt, so  zerfällt  auch  der  Inbegriff  aller  Transformationen,  welche  mit  den 
Transformationen  der  Gruppe:  X^f  ■  ■  •  Xrf  vertauschbar  sind,  in  mehrere 
discrete  Schaaren. 

§  125. 

Die  Functionen  cpkv{x)y  welche  darüber  entscheiden,  ob  eine  Gruppe 
systatisch  ist  oder  nicht,  haben  auch  schon  in  dem  Kapitel  über  die 
Aehnlichkeit  r-gliedriger  Gruppen  eine  grosse  Rolle  gespielt.  Wir  wollen 
jetzt  an  die  damaligen  Entwickelungen  anknüpfen  und  dieselben  nach 
einer  gewissen  Richtung  hin  vervollständigen. 

Sind  in  gleichvielen  Veränderlichen  zwei  r-gliedrige  Gruppen: 

und  : 

Y,f  =^i  7j,,  (?/i  .  .  .  y,)  jL^      (*  =  1 . . . ,-) 

vorgelegt  und  bestehen  dabei  die  Relationen: 

{X,X,)=^aCa.Xaf     und     (Y,  Y,)  =  ^a  Ca.  Y.  f\ 

beide  Male  mit  denselben  Constanten  Cikay  so  giebt  es  nach  Kap.  19, 
S.  353  ff.  dann  und  nur  dann  eine  Transformation: 

welche  XJ-  -  •  Xrf  in  bezüglich  YJ---  Yrf  überführt,  wenn  die  fol- 
genden Bedingungen  erfüllt  sind:  Bestehen  zwischen  Xj/"- ••  Z^/' Rela- 
tionen von  der  Form: 

33* 


516  Kapitel  24,  §  125. 

« 

n 
Xn^kf  =^;'  9^kv(x^  •  •  ■  Xs)  'Xyf        (*  =  !  •  •  •  r-n), 
1 

während  X^f  -  ■  •  X„/*  nicht  durch  lineare  Kelationen  verknüpft  sind,  so 
müssen  zwischen   Y^f-  •  •  Yrf  analoge  Relationen  bestehen: 

n 
Yn^,cf'=^vtkv(yi   •  •  'ys)'Yyf        ik  =  l...r-n), 
1 

es  dürfen  aber  Y^f  •  -  -  Ynf  nicht  durch  lineare  Relationen  verknüpft 
sein;  ausserdem  dürfen  die  n  {r  —  n)  Gleichungen: 

(e)  (pkv{0C^  "  '  OC,)  ==  ll^kviVi  ■  '  ■  y.^        {k^i.-r-n;v=l-.-n) 

weder  einander  widersprechen  noch  Relationen  zwischen  den  x  allein 
oder  den  y  allein  ergeben. 

Waren  nun  unter  den  Functionen  (pkv{x)  weniger  als  s  von  ein- 
ander unabhängige  vorhanden,  so  erforderte  die  Bestimmung  einer 
Transformation,  welche  X^f  -  •  -  Xrf  in  bezüglich  Y^f  -  •  •  Yrf  über- 
führt, gewisse  Integrationen;  war  dagegen  die  Anzahl  der  unabhängigen 
unter  den  (pkv{x)  gerade  gleich«,  so  stellten  die  Gleichungen  (e)  selbst 
eine  Transformation  dar,  welche  X^f •  •  ■  Xrf  in  Y^f ■  ■  ■  Yrf  über- 
führt, und  zwar  die  allgemeinste  von  dieser  Beschaffenheit.  Er- 
innern wir  uns  daher,  dass  im  letzten  Falle  die  Gruppe:  X^f •  -  Xrf 
und  natürlich  auch  die  Gruppe:  Y^f  •  •  •  Yrf  asystatisch  ist,  so  er- 
halten wir  den 

Satz  6.  Weiss  man,  dass  zwei  r-gliedrige  asystatiscJie  Gruppen  in 
s  Veränderlichen  ähnlich  sind  und  hat  man  schon  in  jeder  der  beiden 
Gruppen  r  solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

df 


X,f^^ilki{x,---x.)^^       (.^1 


und: 


df 


Ykf^^i  nki{y,  ■"  y^)j~:     ^'-'  ■■"^ 


ausgewählt f  dass  eine  Transformation:  yi  =  ^i(x^  •  -  ■  x«)  existirt,  welche 
X^f  •  '  •  Xrf  in  bezüglich  Y^f  •  ■  -  Yrf  überführt ,  so  kann  man  die  allge- 
meinste Transformation,  welche  die  betreffende  üeberführimg  leistet,  ohne 
Integration  aufstellen;  diese  allgemeinste  Transformation  enthält  weder 
willkürliche  Functionen  noch  willkürliche  Parameter. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  ohne  Integration  die  allgemeinste 
Transformation  finden  kann,  welche  überhaupt  die  asystatische  Gruppe : 
XJ'-'  •  Xrf  in  die  mit  ihr  ähnliche  Gruppe:  Yj/"-  •  •  Yrf  überführt. 
Man  hat  zu  diesem  Zwecke  folgendermassen  zu  verfahren: 
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Man  bestimme  in  der  Gruppe:  Y^f-  •  •  Yrf  m  allgemeinster  Weise 
r  solche  unabhängige  infinitesimale   Transformationen: 

*  1 

dass  erstens  die  Relationen: 

.    r 
1 

bestehen  und  dass  zweitens  eine  Transformation  existirt,  welche 
X^f-  '  '  Xrf  in  bezüglich  Y^f  -  •  •  Yrf  überführt.  Dann  kann  man  nach 
dem  vorhin  Gesagten  ohne  Integration  die  allgemeinste  Transformation 
finden,  welche  die  betreffende  Ueberführung  leistet  und  erhält  damit 
zugleich  die  allgemeinste  Transformation,  welche  die  Gruppe:  X^f---  Xrf 
in  die  Gruppe:  Y^f  •  •  •  Yrf  verwandelt.  Offenbar  enthält  diese  Trans- 
formation nur  willkürliche  Parameter. 

Lässt  man  insbesondere  die  Gruppe:  Y^f  •  ■  •  Yrf  mit  der  Gruppe: 
X^f '  '  •  Xrf  zusammenfallen,  so  erhält  man  auf  die  angegebene  Weise 
alle  Transformationen,  welche  die  Gruppe:  X^f  •  •  X^/"  invariant  lassen. 
Der  Inbegriff  aller  dieser  Transformationen  bildet  nach  Kap.  19,  S.  361 
eine  Gruppe  und  zwar  in  unserem  Falle  augenscheinlich  eine  endliche 
Gruppe.     Also: 

Theorem  90.  Die  grösste  Gruppe^  in  tvelcher  eine  r-gliedrige 
asystatische  Gruppe:  XJ---Xrf  des  Raumes  x^  •  •  •  x^^  als  in- 
variante Untergruppe  enthalten  ist,  besitzt  nur  eine  endliche 
Anzahl  von  Parametern.  Man  Icann  die  e^idlichen  Gleich- 
ungen dieser  Gruppe  ohne  Integration  finden^  sobald  die  infini- 
tesimalen Transformationen  '  der  Gruppe:  X^f  •  •  ■  Xrf  gegeben 
sind."^) 

Von  Wichtigkeit  ist  es,  dass  man  auch  die  endlichen  Gleichungen 
der  asystatischen  Gruppe:  X^f  •  •  -  Xrf  selbst  ohne  Integration  finden 
kauD,  sobald  ihre  infinitesimalen  Transformationen  gegeben  sind. 

Man  stelle  einfach  die  endlichen  Gleichungen: 

r 

(f)  e;  =^,- tkjih  ■  ■■  £r)-ej      (^-  =  1  •  • . r) 

1 
der   zur  Gruppe:  X^f  •  •  •  Xrf  gehörigen   adjungirten  Gruppe   auf;    das 
verlangt  ja  nur  ausführbare  Operationen  (vgl.  Kap.  16,  S.  273).    Haben 
dann  die  gesuchten  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f  •  •  •  Xrf  ^ie 
Form:  xl  =  fix-^^  •  -  -  x„y  e^  -  -  -  fr),  so  nimmt  nach  Theor.  48,  S.  275  die 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.  Bd.  10,  S.  378,  Christiania  1885. 
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infinitesimale  Transformation  Xkf  bei  Einführung  der  neuen  Veränder- 
lichen: Xi   =  fi(x,  s)  die  Form  an: 

r 
Xkf  =^J  tjk{£i  •  •  •  Sr)  ■  X/f      (A  =  1  •  •  •  r)  ; 
1 

WO  wie  gewöhnlich  gesetzt  ist: 


'i^i' "  ■  ^0  if^  =  x,Y. 


Da  nun  die  Gruppe:  X^f'--Xrf  asy statisch  ist,  so  giebt  es  eine  ganz 
bestimmte  Transformation  zwischen  den  x  und  den  x\  welche  X^f-  •  •  Xrf 
in  bezüojlich: 


überführt.  Indem  man  diese  Transformation  nach  den  früheren  Regeln 
berechnet,  findet  man  die  gesuchten  Gleichungen  x/  =  fi(x,  s). 

Sind  insbesondere  die  Gleichungen  (f)  eine  kanonische  Form  der 
adjungirten  Gruppe  (vgl.  Kap.  9,  S.  171),  so  erhält  man  offenbar  die 
endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X J '•- Xrf  auch  in  kanonischer 
Form.     Wir  haben  somit  den 

Satz  7.  Kennt  man  die  infinitesimalen  Transformationen  einer 
asystatischen  Gruppe  des  Raumes  x^  -  -  ■  Xg,  so  Imnn  man  die  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  stets  durch  ausführbare  Operationen  finden  und 
zwar  in  kanonischer  Form, 

Es  giebt  noch  allgemeinere  Fälle,  ,  in  denen  sich  die  endlichen 
Gleichungen  einer  r- gliedrigen  Gruppe,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen: X^f-'-  Xrf  msin  kennt,  ohne  Integration  bestimmen  lassen. 
Wir  wollen  uns  jedoch  hier  auf  solche  Fragen  nicht  näher  einlassen 
sondern  nur  bemerken,  dass  die  Bestimmung  der  endlichen  Gleichungen 
unter  anderm  gelingt,  wenn  es  keine  mit  allen  Xkf  vertauschbare  in- 
finitesimale Transformation  giebt,  welche  der  Gruppe  XJ-  •  •  X^/  nicht 
angehört. 

§  126. 
Es  sei  Xj/"-  •  •  Xrf  oder  kurz  Gr  eine  r-gliedrige  systatische  Gruppe 
des  Raumes  x^-'-x^  und  Gr-n   sei  diejenige   {r  —  9i)-gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gry   welche   einem   bestimmten  Punkte  x^^  -  •  •  x,^  von   all- 
gemeiner Lage  zugeordnet  ist.     Die  Mannigfaltigkeit: 

fpkvipC^  •  •  •   X.^  =  (pkv  (X^^  •  •  •  Xs^)         (*  =  1  .  •  .  r-n;    r  =  1  •  •  •  n), 

welche  aus  allen  bei  der  Gr—n  invarianten  Punkten  besteht,  möge  mit 
M  bezeichnet  werden. 
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Da  die  G^-«  alle  Punkte  von  31  festhält,  so  lässt  sie  natürlich  M 
selbst  invariant;  es  ist  aber  denkbar,  dass  die  Gr  auch  Transforma- 
tionen enthält,  welche  die  Mannigfaltigkeit  M  invariant  lassen,  ohne 
alle  ihre  Punkte  festzuhalten.  Wir  wollen  annehmen,  dass  die  grösste 
Untergruppe  der  Gr ,  welche  M  invariant  lässt,  gerade  r  —  l  Parameter 
enthält  und  wollen  diese  Untergruppe  Gr-i  nennen. 

Die  Gr-n  ist  selbstverständlich  entweder  mit  der  Gr-i  identisch 
oder  in  ihr  als  Untergruppe  enthalten.  Das  letztere  tritt  immer  ein, 
wenn  die  Gr  transitiv  ist;  in  diesem  Falle  kann  nämlich  der  Punkt 
Xi^  •  ■  •  Xs^  durch  geeignete  Transformationen  der  Gr  in  alle  Punkte  von 
M  übergeführt  werden,  und  da  augenscheinlich  jede  Transformation 
der  Gr,  welche  x^^  •  •  -  x^^  in  einen  Punkt  von  M  überführt,  die  Mannig- 
faltigkeit M  invariant  lässt,  so  enthält  die  Gr  eine  continuirliche  Schaar 
von  Transformationen,  welche  M  invariant  lassen,  ohne  alle  Punkte 
von  M  festzuhalten;  also  ist  im  Falle  einer  transitiven  Gr  die  Zahl 
r  —  l  sicher  grösser  als  r  —  n.  Ist  aber  die  Gr  intransitiv,  so  ist 
es  sehr  gut  möglich,  dass  alle  Transformationen  der  Gr,  welche  M 
invariant  lassen,  auch  alle  Punkte  von  M festhalten,  dass  also  r—l  =  r  —  n 
ist.     Das  zeigt  z.  B.  die  dreigliedrige  intransitive   systatische  Gruppe: 

der  Ebene  x^,  x^. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  die  Gr-n  in  der  Gr-i  invariant  ist. 
In  der  That,  die  Gr-n  wird  von  allen  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gr-i  erzeugt,  welche  alle  Punkte  von  M  stehen  lassen;  diese  in- 
finitesimalen Transformationen  erzeugen  aber  nach  Kap.  17,  Satz  7, 
S.  309  eine  invariante  Untergruppe  der   Gr-n-     Wir  haben   somit  den 

Satz  8.  Ist:  XJ -  -  ■  Xrf  oder  Gr  eine  r-glicdrige  systatisehe 
Gruppe  des  Raumes  x^---Xs,  ist  ferner  F  ein  PunM  von  allgemeiner 
Lage  und  endlich  M  die  MannigfaltigMt  aller  Ptinlde,  tvelche  hei  allen 
Transformationen  der  Gr,  die  P  gestattet j  invariant  bleiben,  so  ist  die  grösste 
Untergruppe  der  Gr,  tvelche  P  invariant  lässt,  entweder  identisch  mit  der 
grössten  Untergruppe,  welche  M  in  Buhe  lässt,  oder  in  derselben  als  inva- 
riante Untergruppe  enthalten.  Der  erste  Fall  kann  nur  eintreten,  tvenn  die 
Gr  intransitiv  ist;  tvenn  die  Gr  transitiv  ist,  tritt  stets  der  zweite  Fall  ein. 

Kennt  man  andererseits  irgend  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  des  Raumes 
rTi  •  •  •  X,  und  weiss  man,  dass  die  grösste  Untergruppe  Gr-n  derselben, 
welche  irgend  einen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  in  einer 
noch  grösseren  Untergruppe  Gr-h  mit  r — h>r—n  Parametern  invariant 
ist,  so  kann  man  schhessen,  dass  die  Gr  in  die  Olasse  der  sjstatischen 
Gruppen  gehört. 
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In  der  Tliat,  der  Punkt  P  gestattet  gerade  r  —  n  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  der  Gr-h  und  nimmt  also  (Kap.  23 
Theor.  85,  S.  483)  bei  allen  oo'-/'  Transformationen  der  Gr-j,  gerade 
cx^n-h  verschiedene  Lagen  an,  wo  die  Zahl  n~h  unter  der  gemachten 
Voraussetzung  mindestens  gleich  1  ist.  Da  nun  die  Gr-n  in  der  Gr^^ 
invariant  ist,  so  gehört  zu  jeder  dieser  oo"-'*  Lagen  von  P  genau  die- 
selbe (r  —  n)  -  gUedrige  Untergruppe  der  Gr  wie  zum  Punkte  P,  das 
heisst,  die  Gr  ist  wirklich  systatisch.     Also: 

Satz  9.  Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  Gr  des  Baumes  x^  •  -  -  x^  so  be- 
schaffen, dass  ihre  grösste  Untergruppe  Gr-n,  welche  irgend  einen  Punlä 
von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  in  einer  noch  grösseren  Untergruppe 
der  Gr  oder  gar  in  der  Gr  selbst  invariant  ist,  so  gehört  die  Gr  zu  der 
Classe  der  sy statischen  Gruppen. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  sofort,  dass  bei  eiuer  r-gliedrigen 
asystatischen  Gruppe  des  Raumes  Xj^  -  ■  -  Xs  die  einem  Punkte  von  all- 
gemeiner Lage  zugeordnete  Untergruppe  weder  in  der  Gr  selbst  in- 
variant ist,  noch  in  einer  grösseren  Untergruppe  der  Gr,  Ist  aber 
umgekehrt  die  Gr  so  beschaffen,  dass  die  einem  Punkte  von  allgemeiner 
Lage  zugeordnete  Untergruppe  in  keiner  grösseren  Untergruppe  in- 
variant ist,  so  braucht  sie  deswegen  noch  nicht  asystatisch  zu  sein, 
sie  ist  es  nur  dann  noth wendig,  wenn  sie  zugleich  auch  transitiv  ist; 
das  folgt  offenbar  aus  dem  Satze  8,  S.  519.  Wir  können  daher 
sagen : 

Satz  10.  Eioie  r-gliedrige  transitive  Gruppe  Gr  des  Baumes 
x^  ■  •  'Xs  ist  dann  und  nur  dann  asystatisch,  tvenn  die  einem  PunUe  von 
allgemeiner  Lage  zugeordnete  Untergruppe  in  keiner  grösseren  Untergruppe 
invariant  ist. 

In  Kapitel  22,  Theorem  79,  S.  443  gaben  wir  eine  Methode 
zur  Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen,  welche  mit  einer  vor- 
gelegten r-gliedrigen  Gruppe  F  gleichzusammengesetzt  sind.  Wir 
können  nunmehr  diese  Methode  so  specialisiren,  dass  sie  insbesondere 
alle  transitiven  asystatischen  Gruppen  liefert,  welche  mit  der  Gruppe  T 
gleichzusammengesetzt  sind. 

Man  bestimme  alle  Untergruppen  von  r,  welche  weder  eine  in 
r  invariante  Untergruppe  enthalten,  noch  in  einer  grösseren  Unter- 
gruppe von  r  invariant  sind.  Jede  dieser  Untergruppen  liefert, 
wenn  nach  den  Regeln  von  Theor.  78  Verfahren  wird,  eine  transitive 
asystatische  Gruppe,  welche  mit  F  gleichzusammengesetzt  ist,  und  zwar 
findet  man  auf  diese  Weise  alle  transitiven  asystatischen  Gruppen  von 
der  betreffenden  Zusammensetzung. 
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Auf  Grund  des  Satzes  10  lässt  sich  die  Frage  beantworten,  ob  eine 
vorgelegte  transitive  Gruppe  systatisch  ist  oder  asystatisch.  Man  kann 
einen  ähnlichen  Satz  aufstellen,  vermöge  dessen  sich  die  Frage  beantworten 
lässt,  oh  eine  vorgelegte  transitive  Gruppe  primitiv  ist  oder  nicht 

Die  r-gliedrige  transitive  Gruppe  Gr  des  Raumes  x^-  -  •  x,  sei  im- 
primitiv und: 

'U^{x^  ■  '  •  Xs)  =  const.,  •  •  •  Us-jn(x^  '  •  '  Xs)  =  coust.      (0  <  m  <  s) 

sei  eine  bei  der  Gruppe  invariante  Zerlegung  des  Raumes  in  oo*~'"  m-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten. 

Da  die  Gr  transitiv  ist,  so  bilden  alle  ihre  Transformationen,  welche 
einen  Punkt  x^^  •  •  -  Xg^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  eine  (r  —  s)- 
gliedrige  Untergruppe  Gr—s^  andererseits  bilden  alle  ihre  Transformationen, 
welche  die  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit: 

invariant  lassen,  eine  (r  —  5  +  m)-gliedrige  Untergruppe  Gr—s-{-m  (vgl.  Kap. 
23,  S.  478  f.).  Hierbei  ist  natürlich  die  Grs  als  Untergruppe  in  der  Grs^m 
enthalten,   welche  ihrerseits  offenbar  eine  wirkliche  Untergruppe  der  Gr  ist. 

Denken  wir  uns  jetzt  umgekehrt  irgend  eine  r- gliedrige  transitive 
Gruppe  (^r  des  Raumes  x^  ■  •  -  Xg  vorgelegt,  und  setzen  wir  voraus,  dass  die 
einem  Punkte  P  von  allgemeiner  Lage  zugeordnete  (r  —  s)-gliedrige  Unter- 
gruppe &r—s  der  (^r  in  einer  grösseren  Untergruppe: 

(3r-s+h     (r  —  s<r  —  s  +  h<  r) 
enthalten  ist. 

Werden  auf  P  alle  Transformationen  der  ®r— s+a  ausgeführt,  so  nimmt 
der  Punkt  oo'*  verschiedene  Lagen  an.  Diese  oo''  Lagen  bilden  eine  7^-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  ilf ,  welche  bei  der  &r—s-^h  invariant  bleibt 
(vgl.  Kap.  23,  S.  483).  Führen  wir  endlich  auf  31  alle  Transformationen 
der  ^r  aus,  so  erhalten  wir  oo'-^'  verschiedene  /«-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeiten, welche  eine  Zerlegung  des  Raumes  x-^-  -  -  Xg  bestimmen. 

In  der  That,  da  die  Mannigfaltigkeit  M  bei  der  &r-s+h  invariant 
bleibt,  so  nimmt  sie  bei  den  oo^  Transformationen  der  ©^  höchstens  oo'— ^ 
verschiedene  Lagen  an  (vgl.  Kap.  23,  S.  483),  sie  nimmt  andererseits  wegen 
der  Transitivität  der  ^^  mindestens  oo^-^'  Lagen  an,  also  erhält  sie  bei 
der  ^r  genau  oo*-^  verschiedene  Lagen,  die  den  Raum  gerade  ausfüllen 
und  daher  eine  Zerlegung  bestimmen.  Dass  diese  Zerlegung  bei  der  ^^ 
invariant  bleibt,  folgt  aus  Theorem  85,  S.  483. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  (^,.  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
imprimitiv  ist.  Verbinden  wir  dieses  Resultat  mit  dem  oben  gewonnenen, 
so  erhalten  wir   zunächst  das: 

Theorem  9L  Eine  r-gliedrige  transitive  Gruppe  Gr  des  Baumes 
x^'  '  '  Xs  ist  dann  und  nur  dann  primitiv,  tvenn  die  (r  —  s)-gliedrige 
Untergruppe  Gr-s^  welche  irgend  einem  Punkte  von  allgemeiner 
Lage  zugeordnet  ist,  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  Gr 
enthalten  ist. 

Aber  noch  mehr,  wir  erhalten  offenbar  zugleich  eine  Methode,  um  alle 
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etwaigen  Zerlegungen  des  Raumes  x^-  •  ■  Xs  zu  bestimmen,  welche  bei  einer 
vorgelegten  transitiven  Gruppe  dieses  Raumes  invariant  bleiben: 

Theorem  92.  Ist  eine  r-gliedrige  transitive  Gruppe  Gr  des 
Raumes  x^-  •  -  Xs  vorgelegt,  so  findet  man  alle  etivaigen  hei  dieser 
Gruppe  invarianten  Zerlegungen  des  Baumes  folgendermassen: 

Man  bestimme  zunächst  die  {r  —  s)'gliedrige  Untergruppe  Gy—i 
der  Gr,  hei  welcher  irgend  ein  Punkt  P  invariant  hleiht,  der  auf 
keiner  hei  der  Gr  invarianten  Mannigfaltigkeit  liegt.  Sodann 
suche  man  alle  Untergruppen  der  Gr  auf,  ivelche  die  Gr—n  ent- 
halfen. Ist  Gr—s-{-h  c^we  von  diesen  Untergruppen^  so  führe  man 
auf  P  alle  Transformationen  der  Gr—s-^h  aus;  dahei  nimmt  der 
Punkt  P  (x>^  verschiedene  Lagen  an,  die  eine  h-fach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  M  hilden;  führt  man  nunmehr  auf  M  alle  Trans- 
formationen der  Gr  aus,  so  nimmt  M  oo*"^  verschiedene  Lagen  an, 
die  eine  hei  der  Gr  invariante  Zerlegung  des  Raumes  hestimmen. 
Behandelt  man  in  dieser  Weise  alle  Untergruppen  der  Gr,  welche 
die  Gr—s  umfassen,  so  erhält  man  alle  hei  der  Gr  invarianten 
Zerlegungen. 

Wir  können  jetzt  auch  angeben,  wie  man  die  in  Kap.  22,  Theorem  79 
auseinandergesetzte  Methode  zu  specialisiren  hat,  um  alle  primitiven  Gruppen 
zu  finden,  welche  mit  einer  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe  F  gleichzu- 
sammengesetzt sind. 

Da  alle  primitiven  Gruppen  transitiv  sind,  so  hat  man  folgendermassen 
zu  verfahren: 

Man  bestimme  alle  Untergruppen  von  T,  welche  keine  in  F  invariante 
Untergruppe  enthalten  und  welche  in  keiner  grösseren  Untergruppe  von  F 
enthalten  sind.  Jede  dieser  Untergruppen  liefert,  wenn  nach  den  Regeln 
von  Theorem  78  verfahren  wird,  eine  primitive  mit  F  gleichzusammen- 
gesetzte Gruppe  und  zwar  findet  man  auf  diese  Weise  alle  derartigen 
primitiven  Gruppen.   — 

Das  Theorem  92  zeigt,  dass  man  alle  bei  einer  transitiven  Gruppe 
invarianten  Zerlegungen  ohne  Integration  finden  kann,  wenn'  die  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  bekannt  sind.  Dasselbe  gilt  nun  auch  für  in- 
transitive Gruppen,  doch  bedarf  man,  um  das  einzusehen,  ziemlich  langer 
Ueberlegungen ,  welche  hier  auseinanderzusetzen  nicht  zweckmässig  sein 
dürfte. 


Kapitel  25. 

Differentialin  Varianten.  \ 

Wir  denken   uns   in  n  Veränderlichen    eine   Transformation    vor- 
gelegt: 

(1)  yi=t'i{x^-  •  '  Xn)         V  =  l---n) 

und  denken  uns  diese  Transformation   auf  ein  System  von  n  —  q  un- 
abhängigen Gleichungen: 

(2)  ^k{Xi'  "Xn)  =  0       (*==l..-n-9) 
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in  den  x  ausgeführt;   wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  neues  Gleich- 
ungensystem: 

(2')  5^^(?/^•   ••?/«)   =   0       ik  =  \---n-q) 

in  den  y. 

Nun  lassen  sich  vermöge  der  Gleichungen  (2)  n  —  q  von  den  Ver- 
änderlichen x^'-'Xn  als  Functionen  der  q  übrigen  darstellen  und  diese 
n — q  besitzen  natürlich  gewisse  Differentialquotienten:  Pi,P2"'  nach 
den  q  übrigen.  Andererseits  lassen  sich  vermöge  der  Gleichungen  (2') 
n  —  q  von  den  Veränderlichen  y^-  •  -  yn  als  Functionen  der  q  übrigen 
darstellen  und  diese  n  —  q  besitzen  ihrerseits  gewisse  Differential- 
quotienten:  Pi,P2-"  nach  den  q  übrigen. 

Zwischen  den  beiden  so  definirten  Reihen  von  Differentialquotienten 
besteht  ein  gewisser  Zusammenhang^  welcher  im  Wesentlichen  von  der 
Form  der  n  —  q  Relationen  (2)  unabhängig  ist.  Wir  werden  im  Verlaufe 
des  Kapitels  diesen  bekannten  Zusammenhang  ausführlich  auseinander- 
setzen und  erinnern  hier  nur  daran,  dass  sich  die  p  erster  bis  m-ter 
Ordnung  als  Functionen  von  x^  •  -  '  Xn  und  den  p  erster  bis  m-ter 
Ordnung  darstellen  lassen,  während  die  p  als  Functionen  von  x^-  •  •  Xn 
und  den  p  ausgedrückt  werden  können.  Hieraus  geht  hervor,  dass 
man  aus  der  Transformation  (1)  eine  neue  Transformation  herleiten 
kann,  welche  ausser  den  x  auch  die  Differentialquotienten  von  der 
ersten  bis  zur  m-ien  Ordnung  transformirt.  Wir  wollen  sagen,  dass 
diese  neue  Transformation  durch  Erweiterung  der  Transformation  (1) 
erhalten  tvird. 

Augenscheinlich  kann  die  Erweiterung  der  Transformation  (1)  in 
sehr  mannigfacher  Weise  geschehen,  da  es  ganz  dem  Belieben  über- 
lassen ist,  wie  viele  und  welche  von  den  Veränderlichen  x^-  -  •  Xn  man 
als  Functionen  der  übrigen  ansehen  will.  Man  kann  sogar  die  Zahl 
der  Möglichkeiten  noch  vergrössern,  indem  man  Hülfsveränderliche: 
ti,  t^  •  •  '  hinzunimmt,  welche  von  der  Transformation  (1)  gar  nicht 
transformirt  werden,  wenn  man  also  zu  den  Gleichungen  der  Trans- 
formation (1)  die  identische  Transformation  in  den  Hülfsveränderlichen: 
^1 ,  ^2 '  ■  •  hinzufügt. 

Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  vorgelegt,  so  können  wir  alle  ihre 
(30^  Transformationen  erweitern  und  erhalten  so  oo^  erweiterte  Trans- 
formationen; diese  letzteren  bilden,  wie  wir  sehen  werden,  ihrerseits 
eine  r-gliedrige  Gruppe,  welche  mit  der  ursprünglichen  Gruppe  gleich- 
zusammengesetzt ist. 

§  127. 

Wir  betrachten  zunächst  eine  besonders  einfache  Art  der  Er- 
weiterung. 
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In  der  Transformation: 

(1)  yi  =  fi{^i-  •      Xn)         {i  =  l---n) 

betrachten  wir  die  Veränderlichen  x^-'-Xn  als  Functionen  einer  Hülfs- 
veränderlichen  t,  welche  von  der  Transformation  (1)  gar  nicht  trans- 
formirt  wird.  Offenbar  sind  dann  auch  Vi-  -  -  yn  als  Functionen  von 
t  aufzufassen;  setzen  wir  daher: 

^•_    (1)       •^_    m 

dt  ~  '^' '     dt  ~y' ' 

so  ergiebt  sich  aus  (1)  durch  Differentiation  nach  U 

(3)  y^-^li^'  "■=-•■»'■ 

1 
Nehmen  wir    (1)  und  (3)   zusammen,   so   erhalten   wir  eine  Transfor- 
mation in  den  2n  Veränderlichen  Xi  und  x^P, 

Die  Transformation  (1),  (3)  ist  in  gewissem  Sinne  die  einfachste 
Transformation,  welche  man  aus  (1)  durch  Erweiterung  ableiten  kann. 

Wenden  wir  die  eben  beschriebene  specielle  Erweiterung  auf  alle 
oo''  Transformationen  der  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f  •  ■  ■  Xrf,  oder: 

(4)  Vi  =  fi{x^  '  ■  ■  Xn,    «1  •  •  •  ar)  (*  =  1  •  --n) 

an,  so  erhalten  wir  oo^  erweiterte  Transformationen,  welche  offenbar 
die  Form  haben: 

(5)  2/,  =  f,{x,  .■■x„,a,...  «,),  2/«= J:  "-li^  ^«'     „-^x  ...„,. 

Es   lässt  sich   leicht  nachweisen,   dass   die   Gleichungen  (5)    eine 
r-gliedrige  Gruppe  in  den  2n  Veränderlichen  Xi,  xf^  darstellen. 
In  der  That,  die  Gleichungen: 

yi  =  fi{x^"-Xn,a^'"ar)    'und     Zi  =  fiiy^-  •  •  y^,,  \-  ■  -h,) 
haben  nach  Voraussetzung  zur  Folge: 

Si=^fi{x^-  '  -Xn,    q-  "Cr), 

WO  die  c  nur  von  den  a  und  den  h  abhängen.  Mithin  ergiebt  sich  aus: 
durch  EHmination  der  yf^: 

iv 

1  1  • 

womit  der  angekündigte  Nachweis  geführt  ist. 
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Aus  dem  Gesagten  geht  überdies  hervor,  dass  die  neue  Gruppe 
dieselbe  Parametergruppe  besitzt,  wie  die  ursprüngliche  Gruppe:  ' 

Die  neue  Gruppe: 

(5)  y,  =  Ux,  a),  t/^"  =^-  ^  xf'     (*  =  i  •  ■  • »). 

1 

welche  ein  erstes  Beispiel  einer  enveiterten  Gruppe  darbietet,  hat  einen 
sehr  einfachen  begrifflichen  Sinn. 

Deutet  man  nämlich  Xj^-  ■  •  Xn  als  gewöhnliche  Punktcoordinaten 
eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes,  so  kann  man  die  2n  Grössen: 
Xj^- '  •  Xn,  Xi^  • '  ■  Xn  als  ßestimmungsstücke  einer  durch  den  Punkt 
Xi  •  ■  •  Xn  gehenden  Richtung  auffassen,  mithin  als  Bestimmungsstücke 
eines  Linienelements]  dabei  sind  Xi  •  •  -  Xn  homogene  Coordinaten  in 
dem  Gebiete  der  oo"~^  Richtungen ,  welche  durch  den  Punkt  x^-  -  -  x„ 
gehen. 

Die  neue  Gruppe  (5)  m  den  x,  x^^'>  gieht  an,  in  tvelcher  Weise^die 
Linienelemente  des  Baumes  x^-  -  •  Xn  von  der  ursprünglichen  Gruppe: 
y.  =  f.  [Xy  a)  unter  einander  vertauscht  werden. 

Da  die  Gruppe:  yi  =  fi{x,  a)  von  den  r  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen:  X^f  -  -  •  Xrf  erzeugt  ist,  so  lauten  ihre  end- 
lichen Gleichungen  in  kanonischer  Form: 

r 

yk=  OC;,  +^j  f'j^jk  H (A  =  1  .  .  .  n). 

1 

Legen  wir  diese  Form  der  Gruppe:  yi=  fiixyo)  zu  Grunde,  um  die 
erweiterte  Gruppe  (5)  zu  bilden,  so  erhalten  die  Gleichungen  dieser 
letzteren  die  Gestalt: 

(6)  y,  =  X,  +^-  cj%,  +  ...,yT  =  4"  +^  ej^  +  •  •  ■ 

1  1 

(A:  =  l  •  •  •  rt), 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

Wir  erkennen  hieraus  sofort,  dass  die  erweiterte  Gruppe  die 
identische  Transformation  enthält,  zugleich  aber  kommen  wir  auf  die 
Vermuthung,  dass  sie  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 
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n  n 

^f    ,    ^  .(1)     df 


^'f=2'^^^^k+2}^'ik^  "-' 


erzeugt  ist.     Die  Richtigkeit   dieser  Vermuthimg  lässt  sich  folgender- 
massen  beweisen: 

Die  n  Functionen:  yi  =  fi{x,a)  befriedigen  nach  Theorem  ,%  S.  33 
Differentialgleichungen  von  der  Form: 

1 

Differentiiren   wir   diese  Gleichungen   nach  t  und   berücksichtigen    wir, 
dass  die  a  von  t  unabhängig  sind,  so  ergiebt  sich: 


71 ,  i-  =  1  .  .  .  r) . 


Sind  nun  a^^  -  •  -  a,P  die  Parameter  der  identischen  Transformation  in 
der^Gruppe:  yi  =  f^{Xja),  so  verschwindet  die  Determinante:  2;+^ii(a) 
•'•iprria)  für:  «^  =  a/,  •  •  •  a,.  =  a, «  nicht;  aber  «/..•«/  sind  auch 
die  Parameter  der  identischen  Transformation  der  erweiterten  Gruppe 
(5);  folglich  können  wir  aus  den  Gleichungen  (7)  und  (8)  in  der  be- 
kannten Weise  (vgl.  Kap.  4,  S.  69  ff.)  schliessen,  dass  die  erweiterte 
Gruppe  wirklich  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Zi^V  erzeugt  ist.  Wir  bezeichnen  die  X^^f  als  erweiterte  in- 
finitesimale Transformationen. 

Als  die  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  befriedigen  die  X^^f  paarweise  Relationen  von 
der  Form: 

1 
Hier  müssen  rechts  und  links  die  Coefficienten  der  ^  übereinstimmen. 

es  muss  also  sein:  XkXjf  —  XjXkf  =  Zl^ dßXsf,  folglich  wird: 

r 

^s{c,js-c,j,)X/=0, 
1 
oder  wegen  der  Unabhängigkeit  von  X^^f  -  •  •  Xrf: 

Ckjs  =  Ckjs        (*>  i,  4  =  1  •  •  •  r)  . 

Somit  ist  die  erweiterte  Gruppe  (5)  mit  der  ursprünglichen  Gruppe 
holoedrisch  isomorph,  was  damit  stimmt,  dass  beide  Gruppen  nach 
S.  525  dieselbe  Parametergruppe  besitzen.  — 
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Wir  geben  noch  einen  zweiten  direkten  Beweis  des  eben  gefun- 
denen Resultats. 

Sind  Xj,f  und  Xjf  beliebige  infinitesimale  Transformationen  und 
werden  die  zugehörigen  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen 
wie  früher  mit  Xl^V  und  XJ^^f  bezeichnet,  so  ergiebt  sich: 

^'ijn  t       ^''hn   \      (1)    df 


TTiv       \  )  7t  ■ 


l---n 


^hi  (^hrt  '^hi^^kn]       (1)     df 


dx^    dx^        dx^    dx.  \  ^''   g^(i) 


+2' 

Ttiv 

oder: 

X,  Xj  f  -  Xj  A,  /  =  >     ^,,  -^_  -  i,,  -^~  U-  + 


(9) 


Nehmen    wir    nun    insbesondere    an,    dass   die    X^f  infinitesimale  , 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  sind  und  dass  dabei: 

X.Xjf  -  X; X,f  =^.  c,j.XJ 

l 
ist,  so  folgt: 

X<"X<"/-  -  Xi-'xi''/-^^^  C,,^n  U  ^  + 

1  1  ^ 

was  zu  beweisen  war.*) 

Von  besonderem  Interesse  in  der  eben  durchgeführten  Rechnung 
ist  die  allgemeine  Formel  (9),  welche  sich  in  Worten  aussprechen 
lässt  wie  folgt: 

Satzl.  Bildet  man  zu  zwei  beliebigen  infinitesimalen  Transformationen: 


*)  Die  vorstellenden  analytischen  Entwickelungen  haben  grosse  Aehnlichkeit 

mit  gewissen  Entwickelungen  des  Kapitels  20  (vgl,  S.  370  f.).     Der  innere  Grund 

dieses  Zusammenhangs  liegt  darin,   dass  die  Grössen  ^  auf  S.  370  nichts  anderes 

Sil 
sind,  als  gewisse  Differential quotienten:  -~  von  den  y  nach  t. 
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die  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen: 

so  ist  Zf^Xi'y  —  X^'^Zl'V  die  zu  X,X,f-X,XJ  gehörige  enveiterte 
infinitesimale  Transformation. 

§  128. 
Wir  fragen  jetzt,  wie  sich  entscheiden  lässt,  ob  die  Gleichung: 

n 


jede  endliche  Transformation  der  erweiterten  eingliedrigen  Gruppe: 

1  iv  * 

gestattet. 

Nach    Kap.  7,  S.  112    thut    sie    es    dann    und   nur    dann,     wenn 
X''^\zlTJyX^y^)  vermöge   i:UvX^v''  =  0    verschwindet.      Durch    Ausrech- 


nung findet  man: 


also  einen  Ausdruck,  welcher  in  den  xf-^  linear  ist.  Mithin  gestattet 
die  Gleichung:  Z  UrxJ'  =  0  dann  und  nur  dann  die  eingliedrige  Gruppe 
X'^^^f,  tvenn  eine  Ilelation  von  der  Form: 

besteht,  unter  q  eine  Function  von  x^-  -  -  Xn  allein  verstanden. 

Nebenbei  mag  bemerkt  werden,  dass  der  Ausdruck  ZUyXr^  stets  dann 
aber   auch   nur   dann   bei   jeder    endlichen  Transformation   der    erweiterten 

Gruppe  X^^V  invariant  bleibt,  wenn  der  Ausdruck:  X^^\z  Uvxl^^)  identisch 
verschwindet. 

Endlich  wird  ein  System  von  m  Gleichungen: 
(10)  ^•R.-(^r--^«)-^;-'^=0    (* 


1  ■  ■  ■  m) 


dann  und  nur  dann  alle  Transformationen  der  erweiterten  Gruppe  X^^^  f 
gestatten,  wenn  jeder  Ausdruck:  X^^^U UkiX^i^^)  vermöge  des  Systems 
verschwindet,  wenn  also  Relationen  von  der  Form: 
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(n  \  m  n 


(^•  =  1  .  .  .  m) 


vi) 


bestehen,  wo  die  Q^  Functionen  von  den  x  allein  bedeuten. 

Verbinden  wir  den  Satz  5  des  Kapitels  7,  S.  118  mit  dem  oben 
bewiesenen  Satze  1  (S.  527),  so  ergiebt  sieh  offenbar  der 

Satz  2.     Gestattet  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

(10)  ^,u,^(:,^-.-x,)-xf^  =  0     (»•  = 

1 

die  beiden  eingliedrigen  Gruppen:  X^^^'ff  und  X^^^^b  'deiche  hezüglich  aus 
XJ  und  X^f  durch  die  oben  definirte  besondere  Enveiterimg  hergeleitet 
sind,  so  gestattet  es  zu  gleicher  Zeit  die  eingliedrige  Gruppe:  X^^^'^X^^^^f — 
Z2(i)Zi(i)/;  ivelche  aus  der  Gruppe:  X^X^f- X^XJ  durch  Erweiterung 
hergeleitet  ist. 

Wir  haben  den  vorstehenden  Satz  erhalten,  indem  wir  den  Satz  5 
des  Kapitels  7  auf  den  besonderen  Fall  eines  Gleichimgensjstems  von  der 
Form  (10)  anwendeten.  Es  rauss  aber  erwähnt  werden,  dass  unser  jetziger 
Satz^  sich  weit  leichter  beweisen  lässt,  als  der  allgemeine  Satz  5  des 
Kapitels  7.  Man  kann  nämlich  ohne  Schwierigkeit  durch  Rechnung  sich 
überzeugen,  dass  ein  Gleichungensystem  (lO),  welches  XA^^f  und  "Xc^^Y 
gestattet,  auch  Z/^Zg^D/-—  Xg^DZ.d)/-  zulässt. 

Eine  Gleichung  von  der  Form: 

n 

^i  Ui{x^  ■  '  .  Xn)  •  dXi  =  0 

i 

nennen  wir  eine  Ffaffsche  Gleichung,  ihre  linke  Seite  bezeichnen  wir 
als  einen  Ff  äff  sehen  Ausdruck. 

Aus  den  bisherigen  Entwicklungen  des  gegenwärtigen  Kapitels 
ergeben  sich  wichtige  Sätze  über  Systeme  von  Pfaffschen  Gleichungen: 

n 
(lö')  ^i   üki{x^  '  '  ■  Xn)  '  dXi  =0     (A  =  1  .  .  .  m) . 

1 

Die  Ausführung  der  Transformation:  yi  =  f{x^.  .  .  Xn)  auf  den 
Differentialausdruck:  ^^  Üm(x,  -  •  ■  Xn)dXi  geschieht  offenbar  in  der 
Weise,  dass  man  die  2n  Grössen  x^- -  •  Xn,  dx^- ■  -  dXn  durch  die  er- 
weiterte Transformation: 

"     df. 

Vi  ==fi(x^---  Xn),      dlji  =^v  -~  dx,        (t  =  1  •  •  •  n) 

transformirt.     Hieraus  folgt,  dass   das  System  der  Pfaffschen  Gleich- 
gen: 

Theorie  der  Transformation sgruppen.  34 


ungen 
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(10')  yi-   üki(Xi  •  •  •  Xn)-dXi  =  0         (^=1  • 


m) 


dann  und  nur  dann  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  invariant  bleibt, 
wenn  das  Gleichungensystem: 

n 
^i    Uki{Xi"  ■  Xn)-xP=0         {k==l---m) 

1 

die  erweiterte  eingliedrige  Gruppe: 

1  1  ' 

gestattet,  wenn  also  on  Relationen  von  der  Form: 

n  n  n        og  m  n 

V.-  X D.,. •  xP  +^-  lh'2^ gl  xP  ^^i  Q^j (x)^^  Uj<xP 

1  1  1  **  l  1 

(i  =  l-  •  -m) 

bestehen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  m  Relationen  von  der 
Form: 

n  n  m  n 

^i  X  U,i '  dxi  +^i  U,i.  d(Xx,)  ==^j  Qkj{x)^i  Uji  dXi 
1  1  11 

{k=^l  ■  ••  m). 

Führen  wir  daher  die  abgekürzte  Schreibweise  ein: 

n  n  /     n  \ 

yi-  XUti-dXi  +^i  ÜMd{Xxi)  =  Xl  ^  UkidXi  \ , 

so  erhalten  wir  den 

Satz  3.     Soll  das  System  der  m  Ffaff sehen  Gleichungen: 

n 
(10')  ^l   Uh{x,  '■■Xn)'  dXi  =0        (^-  =  1  .  •  •  m) 

1 

alle  Transformationen:   yi=  Xi-^-  8Xxi-{-  -  -  ■  der  eingliedrigen  Gruppe 
Xf  gestatten^  sollen  also  für  jeden  Werth  von  £  Relationen  von  der  Form: 

n  m  n 

y^-    Uki{yi  ■  ■  -tjn)-  dlji  =^J  (^kj(Xi  '  --Xn,  £)^i  IJji.  {X)  dXi      (i-  =  1  •  •  •  m) 
1  1  1 

bestehen,    so   ist    nothwendig    und    hinreichend,    dass    die    m   Äusdrüclce 
X{Z:  Ukidx,)  sich  in  der  Form: 


n  \  m  n 

yi-  Um  dXi  I  =^j  Qfcj  {x)^i  Uß  dXi      {k  = 
1  /         1  1 


X  /    y]   Uh  dXi  \  =    >i  Qkiix)    >;•   ÜH  dXi        {k  =  l-.-  m) 

darstellen  lassen. 
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Führeu  wir  endlich  die  Redeweise  ein:  das  System  der  Ffaff sehen 
Gleiehungen  (10')  gestattet  die  infinitesimale  Transformation  Xfj  wenn 
m  Relationen  von  der  Form: 

/      n  \  m  n 

hestelienj  so  können  wir  den  letzten  Satz  auch  folgendermassen  aussprechen: 
Bas  System  der  m  Ffaffschen  Gleichungen  (10')  gestattet  dann  und 

nur  dann  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf,  wenn  es 

die  infinitesimale  Transformation  Xf  gestattet. 

Ausserdem  geht  aus  Satz  2  ohne  Weiteres  hervor: 

Theorem  93.  Gestattet  ein  Syste^n  von  m  Ffaffschen  Gleieh- 
ungen: 

n 
^t  Uu  (^1  •  •  •  Xn)  •  dX;  =  0  (/:  =  1  .  .  .  m) 

1 

die  leiden  eingliedrigen  Gruppen:  XJ  und  X^f,  so  gestattet  es 
gleichzeitig  auch  die  eingliedrige  Gruppe:  X^XJ—  X^XJ. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  der  Pfaffsche  JL«<5c?n«c/i;;  Zi  Ui{x^"-Xn)dXi 
dann  und  nur  dann  bei  jeder  Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf 
invariant  bleibt,  wenn  der  Ausdruck:  X{Z  üidxi)  identisch  verschwindet. 

Wir  sind  früher  (S.  53  f.)  übereingekommen,  dass   wir  an  Stelle  von 

^i  zuweilen  auch  „f!"   schreiben    wollen    imd    an    Stelle    von    Xf   auch   4^- 
8  t  'dt 

In  ähnlicher  Weise  wollen  wir  an  Stelle  von  X^ZUidxi)  auch  wohl 
schreiben:  j^ZUidXi-^  wir  haben  dann  die  Gleichung: 

(n  \  n  n 

^i  UidXi  \  =  y!-  8  Ui  •  dxi + yi-  Uidöxi , 

welche  in  derselben  Bedeutung  in  der  Variationsrechnung  vorkommt. 

§  129. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  reichen  vollkommen  aus,  um 
die  Theorie  der  Erweiterung  einer  Gruppe  durch  Hinzufügung  von 
.Differentialquotienten  in  voller  Allgemeinheit  abzuleiten.  Wir  wollen 
jedoch  erst  einen  besonderen  Fall  betrachten,  ehe  wir  die  Behandlung 
des  allgemeinen  Falles  in  Angriff  nehmen.  Dabei  knüpfen  wir  an 
bekannte  geometrische  Begriffe  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  an. 

Unter  x,  y^  0   mögen   gewöhnliche   Punktcoordinaten   des   dreifach 
ausgedehnten  Raumes  verstanden  werden  und  es  sei  ferner: 
(11)  x=^{x,y,0),    2/'  =  H,     /  =  Z 

eine  Transformation  dieses  Raumes. 

34* 
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Bei  der  Transformation  (11)  werden  alle  Punkte  x,  y,  z  trans- 
formirt,  das  heisst  u\  neue  Lagen:  Xj  y\  z  übergeführt.  Gleichzeitig 
nehmen  auch  alle  Flächen  neue  Lagen  an:  jede  Fläche:  'l{sc^yj£)=  ^ 
geht  in  eine  neue  Fläche:  '\\){x ^  y\  z)  ==  0  über,  deren  Gleichung  durch 
Elimination  von  x^y^z  aus  den  Gleichungen  (11)  der  Transformation 
in  Verbindung  mit  %  ==  0  erhalten  wird. 

In  der  Natur  der  Sache  liegt  es,  dass  die  Transformation  (11) 
solche  Flächen,  die  einander  berühren,  wenigstens  im  Allgemeinen  in 
'Flächen  überführt,  welche  in  derselben  Beziehung  stehen.  Bezeichnen 
wir  daher  mit  dem  Ausdruck  Flächenelement  den  Inbegriff  eines  auf 
einer  Fläche  gelegenen  FunMes  Xy  y,  z  und  der  hindurchgehenden  Tangential- 
ebene : 

^i-^=p{^i  —  ^)  +  a(yi-y)    {p^^^^    ^^4)' 

so  können  wir  sagen,  dass  unsere  Transformation  (11)  jedes  Flächen- 
element X,  y,  Zy  p,  q  in  ein  neues  Flächenelement  Xj  y,  z\  p\  q  verwandelt. 
Mit  andern  Worten,  es  müssen  gewisse  Gleichungen: 

(12)  /  =  77 {x,  y,  z, p,  q),     q  ==  K{x,  y,  z,  p,  q) 

bestehen,  welche  wir  weiter  unten  wirklich  aufstellen  werden.  Die 
Gleichungen  (11)  und  (12)  zusammengenommen  stellen  eine  Trans- 
formation dar,  welche  aus  der  Transformation  (11)  durch  Erweiterung 
entstanden  ist. 

Setzen  wir  nunmehr  voraus,  dass  oo^  Transformationen: 

(13)  X  =  S{x,y,z,a^"-  a,),    y  =  H,    z=Z 

vorgelegt  sind,  welche  eine  r  -  gliedrige  Gruppe  von  Punkttransforma- 
tionen des  Raumes  darstellen  und  denken  wir  uns  zu  jeder  dieser 
oo^  Transformationen  die  eben  definirte  erweiterte  Transformation 
aufgestellt.    Wir  behaupten,  dass  die  oo^  erweiterten  Transformationen : 

X  =  l^{x,  yjZ,a^-  -  -  ar),    y  =  H,     /  =  Z, 


(14) 

p  =  n{x,  y,  z,p,  q,a^-  '-ar),     2  =  K, 

welche  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  eine  r  -  gliedrige  Gruppe  in  den 
Veränderlichen  x, «/,  ^;  Py  q  bilden. 

Zum  Beweise  fassen  wir  die  oo^  Transformationen  (13)  als  Opera- 
tionen auf  und  bemerken,  dass  diese  Operationen  sowohl  die  Punkte 
X,  yj  z  als  die  Flächenelemente  x,  y,  z,  p,  q  unter  einander  vertauschen. 
Als  Vertauschungen  der  Punkte  angesehen  bilden  diese  Operationen 
eine  Gruppe,  folglich  müssen  sie  auch  als  Vertauschungen  der  Flächen- 
elemente aufgefasst  eine  Gruppe  bilden,  das  aber  findet  eben  darin 
seinen  analytischen  Ausdruck,  dass  die  Gleichungen  (14)  eine  Gruppe 
darstellen. 
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Die  bisherigen  Ueberlegungen  werden  wir  näher  prädsiren,  indem 
wir  sie  rein  analytisch  entwickeln. 

Es  sei 
(11)  ^'  =  Ä(^,  y,  ß)y    y'  =  H {x,  y,  z),    z  =  Z{x,  y,  z) 

eine  Transformation  zwischen  den  Veränderlichen  x,  y,  z  und  x,  y,  z. 
Denken  wir  uns  z  als  eine  beliebig  gewählte  Function:  z  =  (p(x,y) 
von  X  und  y,  so  existiren  partielle  DiflFerentialquotienten  erster  Ord- 
nung von  z  nach  x  und  y^  dieselben  sind  definirt  durch  die  Gleichung: 
dz  —  pdx  —  qdy  =  0. 

Andererseits  aber  verwandelt  unsere  Tran sformation  jedes  Abhängigkeits- 
verhältniss:  z  =  g)(x,  y)  zwischen  x,  y^  z  in  ein  eben  solches  zwischen 
/,  X,  ij,  welches  im  Allgemeinen  die  Form:  /  =  <^(x'j  y)  erhalten  kann; 
daher  hat  auch  /  zwei  partielle  Differentialquotienten  p  und  q,  welche 
ihrerseits  der  Bedingung: 

dz  —  2^'d^'  —  i^y'  =  0 

genügen. 

Setzen  wir  in  der  eben  geschriebenen  Gleichung  an  Stelle  von 
/,  Xj  y  ihre  Werthe  Z,  Ä,  H  ein  und  ordnen  wir  das  Resultat  nach 
dz^  dXj  dyj  so  kommt: 

/dz       rcs       ,^H\ ,    ,  /az       ,d!E:       ,aH\  .     . 


d^ 


cy 


)dy 


0 


oder  wegen:  dz  =  pdx  -\-  qdy: 

\dZ         ,d^         ,dH    .       (dZ  .dlHl         ,dH\\   .      . 


(15) 


+ 


dz 


ds 


,dH 


dy        P  dy         ^  cy 


.       (dZ  ,d!Hl  ,aH\\    , 


In  der  Gleichung  (15)  müssen  die  beiden  Faktoren  von  dx  und 
dy  für  sich  verschwinden,  weil  dx  und  dy  nicht  durch  eine  Relation 
verknüpft  sind.     Wir  erhalten  daher  die  beiden  Gleichungen: 


(16) 


,/a^  ,     ds\  .    ,/aH   ,     dH\ 

,/dS    .        dS\    ,      ,/aH     ,        dH\ 


dZ    .       dZ 


dx 
dZ 
dy 


,       dZ 


Dieselben    lassen    sich    nach    p    und    q    auflösen, 
nämlich  die  Determinante: 


Verschwände 


(17) 


d^  ~^PTz      Jy    '    ^ 


dz 


aH  ,     an 

d  x'^  P  dz 


aH  ,     an 

dy    '^  ^  dz 
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für  jede  beliebige  Function  z  von  x  und  y^  so  müsste  sie  an  und  für 
sich  identisch  verschwinden,  das  heisst,  für  jeden  Werth  der  Veränder- 
lichen x,yyZ,p,q.  Letzteres  kann  offenbar  nur  dann  eintreten,  wenn 
alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix 

d!sl      d!sj      cS 
dx       dy       Wz 

dH      oH      dH 

dx       dy      dz 

identisch  verschwinden,  wenn  also  Ä*  und  H  keine  unabhängigen 
Functionen  von  x,y,z  sind.  Das  aber  ist  von  vornherein  ausgeschlossen. 
Wir  sehen  also,  dass  die  Gleichungen  (16)  im  Allgemeinen  nach 
p  und  q  auflösbar  sind,  welche  Function  von  x  und  y  auch  das  z 
sein  mag,  und  dass  die  Auflösung  nur  dann  nicht  möglich  ist,  wenn 
die  Function  g=.(p{x,y)  die  partielle  Differentialgleichung  befriedigt, 
welche  durch  Nullsetzung  der  Determinante  (17)  entsteht.  Indem  wir 
die  Auflösung  der  Gleichungen  (16)  wirklich  ausführen,  erhalten  wir 
für/  und  q  ganz  bestimmte  Functionen  von:  x^y^s^p^q: 
p  =  n{x,  y,  z,p,  q),     g[=  K{x,  y,  z,p,  q). 

Biese  Bestimmung  ist  allgemein  gültig,  da  wir  über  die  Function  z=^(p{x,  y) 
besondere  Voraussetzungen  nicht  gemacht  haben. 

Alles  das  ist  übrigens  längst  bekannt. 

Die   Gleichung  (15)    zeigt,    dass    es    möglich    ist,    eine   Grösse   a 
derart  zu  bestimmen,  dass  die  Relation: 
(18)  dZ  —  pdS  —  qdH  =  ci(dz  —  pdx  —  qdy) 

in  dx,  dy,  dz  identisch  besteht.  Entwickelt  man  nämlich  (18)  nach 
dx,  dy,  dz,  so  erhält  man  zunächst  durch  Vergleichung  der  Faktoren 
von  dz  auf  beiden  Seiten: 

setzt  man  aber  diesen  Werth  in  die  Gleichung  (18)  ein,  so  verwandelt 
sich  dieselbe  in  (15). 

Die  Gleichung  (18)   ihrerseits  hat  einen  sehr  einfachen  Sinn,  sie 
sagt  aus,  dass  die  erweiterte  Transformation: 

^'==^,     !/'— H,     Z  =  Z,    p=n,     q'=K 
die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  invariant  lässt*) 

Für    das   Folgende    ist    es   sehr    wichtig    zu    bemerken,    dass   die 
erweiterte  Transformation:  a;'  =  ^, .  •  .  3'=  K  durch  diese  Eigenschaft 

*)  Lie,  Göttinger  Nachr.  1872,  S.  480,  Verhandl.  d.  G.  d.  W.  zu  Christiania 
•1873;  Math.  Ann.  Bd.  VIII. 
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vollkommen  defiiiirt  ist.  Mit  andern  Worten:  kennt  man  ^,  H,  Z,  so 
sind  n  und  K  durch  die  Forderung,  dass  die  Transformation:  x  ==IBJ, 
.  .  .  ^'  =  K  die  Pfaffsche  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  invariant 
lassen  soll,  eindeutig  bestimmt. 

Nunmehr   gehen    wir   wieder   zur   Betrachtung   einer  r-gliedrigen 
Gruppe : 

(19)  X  ==  S{x,y,z,a^'  ■'  ür),    /=H,     /=Z 

über  und  denken  uns  jede  der  oo^  Tiansformationen  dieser  Gruppe  in 
der  vo'rhin  angegebenen  Weise  durch  Hinzufügung  der  Gleichungen: 

(20)  P^n{x,tj,2,p,q,a,---a,),     q=K 

erweitert.      Dass    daiin    die    Gleichungen    (19)    und    (20)     zusammen- 
genommen eine  r-gliedrige  Gruppe  darstellen^  wissen  wir  schon   (vgl. 
S.  532),  wir  wollen  es  aber  jetzt  auch  analytisch  beweisen. 
Werden  die  Gleichungen: 

x"  =  lElix,  ij,  /,  \-  "hr),     y"  =^,     ^"  =  Z 
mit  (19)  verbunden,  so  erhält  man  in  bekannter  Weise: 

X   =  S{x,  ?/,  ^,  Ci  •  •  •  c,),     2/"  =  H ,     /'  =  Z, 
wo  die  c  nur  von  den  a  und  h  abhängen.     Andererseits  ergeben  aber 
die  beiden  Gleichungen 

dz  —  pdx  —  4^y  =  ^iß^  —  p<^^  ~  ^^y) 

dz"  —  p' dx"  —  q  dy"  =  a{dz  —pdx  —  qdy) 
die  analoge  Gleichung 

dz"  —  pdx    —  qdy"  =  aa  (dz  —  pdx  —  qdy), 

welche  nach  der  oben  gemachten  Bemerkung  zeigt,  dass  p>"  ^^^  4' 
gerade  so  von  x,  y,  z,  p,  q  und  den  c  abhängen,  wie  p  und  q  von 
Xj «/,  Zj  p,  q  und  den  a.     Wir  haben  somit  den 

Satz  4.     Stellen  die  Gleichungen 
(19)  x'  =  l^{x,  y,z,a^'--  ar),    y  =  H,    /  ==  Z 

eine  r-gliedrige  Gruppe  dar  und  bestimmt  man  die  Functionen  11  (x,  y,  z,a^--  -ar), 
K(x,  y,  z,  a^  •  • '  ttr)  derart,  dass  die  erweiterten  Transformationsgleichungcn : 

(21)  x=;e:,    y  =  H,    z^Z,    p=n,    q  =  K 

die  Pfaff'scJie  Gleichung:  dz  —  pdx  —  qdy  =  0  invariant  lassen,  dass 
also  eine  Relation  von  der  Form: 

dz  —  pdx  —  qdy  =  a  (x,  y,  z,  p,q,a^-  •  •  ctr)  •  {dz  —  pdx  —  qdy) 
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hesteht,  so  stellen  diese  Transformationsgleichungen  ehenfalls  eine  r-glicdrige 
Griijppe  dar  und  mar  eine  Gruppe,  welche  mit  der  ursprünglichen  Gruppe 
die  Parametergruppe  gemein  Jmt 

Wir  behaupten  nun:  Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  (19)  von  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  —  und  das  setzen 
wir  natürlich  wie  sonst  immer  auch  hier  voraus  —-,  so  gilt  dasselbe 
zugleich  von  der  erweiterten  Gruppe  (21). 

Wir  werden  diese  Behauptung  zunächst  für  den  einfachen  Fall: 
r  ==  1  beweisen.^  Es  sei  also  r=  1  und  die  Gruppe  (19)  sei  von  der 
infinitesimalen  Transformation 

erzeugt.  Um  nachzuweisen,  dass  auch  die  erweiterte  Gruppe  von  einer 
infinitesimalen  Transformation  erzeugt  ist,  brauchen  wir  blos  zu  zeigen, 
dass  aus  Xf  eine  erweiterte  infinitesimale  Transformation 

hergeleitet  werden  kann,  welche  die  Pfafi'sche  Gleichung: 
(22)  dz  —  pdx  —  qdy  =  0 

invariant  lässt.  Ist  das  gezeigt,  so  ist  klar,  dass  die  von  Z^D/  erzeugte 
eingliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  a;,  «/,  ^,  p,  2  mit  der  ein- 
gliedrigen Gruppe  (21)  identisch  ist,  sie  lässt  ja  die  Pfafi-sche  Gleich- 
ung (22)  invariant  und  entsteht  durch  Erweiterung  der  Gruppe  Xf, 
welclie  nach  Voraussetzung  eben  die  Gruppe  (19)  ist. 

Nach  S.  531  lässt  die  infinitesimale  Transformation  ZD/"  dann 
und  nur  dann  die  Pfafi-sche  Gleichung  (22)  invariant,  wenn  n  und  k 
eine  Gleichung  von  der  Form: 

dt,  —  pdl  —  qdri  —  Ttdx  —  Kdy  =  h{dz  ~ pdx  —  qdy) 

befriedigen,  unter  b  eine  Function  von  x,y,z,p,q  verstanden.  Diese 
Gleichung  zerlegt  sich  in  die  drei: 

""-dx-PWx-^Fx  +  ^P 

''  =  d^-^dy~^ry  +  ^^> 
also  ergeben  sich  für  jt  und  k  die  vollständig  bestimmten  Werthe: 

,       ""  dx         ^dx  ^dx>  ""^dy-^Ty-^-äy^ 
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wo  der  Abkürzung  wegen  gesetzt  ist: 

dx        "T"^        dz  ~dx>  dy        "^  ^       dz'^     ~~'^i' 

Hiermit  ist  die  Existenz  der  infinitesimalen  Transformation  X^^'^f 
bewiesen  und  damit  zugleich  die  Richtigkeit  der  oben  aufgestellten 
Behauptung  für  r  =  1. 

Nunmehr   sei  r  beliebig.      Ist   dann   e^XJ-\ \- CrXrf  irgend 

eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  (19),  so  gehört  offenbar 
diejenige  eingliedrige  Gruppe^  welche  von  der  erweiterten  infinitesi- 
malen Transformation:  e^X^^^^f -\-  •-•  +  CrX^^'if  erzeugt  wird,  der 
Gruppe  (21)  an,  denn  die  betreflPende  eingliedrige  Gruppe  entsteht  ja 
durch  Erweiterung  der  eingliedrigen  Gruppe:  e^XJ -{- -- - -\-  CrXrf. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  die  Gruppe  (21)  die  cx)^-i  eingliedrigen 
Gruppen:  e^X^^^^f -\ f- e^Z^^V  enthält,  dass  sie  also  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen:  X^^^^f-  •  -  Xr^^^f  erzeugt  ist. 

Selbstverständlich  erfüllen  die  Xk^^^^f  paarweise  Relationen  von 
der  Form: 

xpx.^^Y  -  x,(^)x,wf  =^.  4^x< Y ; 

1 

wir  werden  das  durch  Ausrechnung  verificiren,  und  so  überdies  er- 
kennen, dass  die  4^  hier  dieselben  Werthe  haben  wie  die  d^s  in  den 
Relationen: 

1 
Die    Pfaffsche    Gleichung:    d0  —  pdx  —  qdy  =  0    gestattet    nach 
Theor.  93,  S.  531  zugleich  mit  den  beiden  infinitesimalen  Transforma- 
tionen:   XPf  und  X^W/"  auch   die  folgende:    X^X^^^^f  —  Xk^^^Xf^^f) 
welche  augenscheinlich  die  Form  hat: 

X,a)X,Wf-X,a)Z/i)/-=  X,X,f-X,X,f+  «g  +  ^g. 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  infinitesimale  Transformation:  Xi^^^X^^^^^f 
—  Xk'^^^Xi^^'^f  durch  Erweiterung  von 

Z,Z,/-  X,X,f=^.ca.Xsf 
1 
erhalten  wird,  dass  also  die  Relationen: 

bestehen. 
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Wir  ersehen  hieraus  Doch,  dass  die  erweiterte  Gruppe  (21)  mit 
der  Gruppe  (19)  holoedrisch  isomorph  ist,  was  damit  stimmt,  dass 
beide  Gruppen  dieselbe  Parametergruppe  besitzen   (Satz  4,  S.  535). 

Die  Gruppe: 

(19)  X  =^  S(Xjy,0,ai--  -ar),    y  =  H,    /  =  Z 

kann  noch  mehr  erweitert  werden,  nämlich  dadurch,  dass  man  auch 
DifFerentialquotienten  von  höherer  als  der  ersten  Ordnung  mitnimmt. 
Wir  wollen  hier  nur  noch  auf  die  Erweiterung  durch  Hinzunahme  der 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  eingehen. 

Da  0  als  Function  von  x  und  ij  betrachtet  wird,  haben  wir  neben 
p  und  q  auch  die  drei  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung: 

die'  ~~  ^'      dxdy  ~  ^'      dy^  ~~ 
zu  be^jücksichtigen. 

Bei  den  Transformationen  unserer  Gruppe  hängen  Xj  y  ^  z  in  be- 
kannter Weise  von  x^  y,  ^  at  und  nach  dem  Früheren  ebenso  p\  q  von 
Xf  y,  z,  p,  q.  Wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  lassen  sich  auch  /,  s,  t'  als 
Functionen  von  Xj  y,  0,  p,  g,  r,  s,  t  darstellen: 

/  =  P{x,  y,  z, p,  q,  r,  s,  t-,  a^  -  -  •  (ir),     s'  =1,     t'  =  T. 
Die  Grössen  /,  s,  t'  sind  definirt  durch: 

dp  —  r  dx  —  sdy  ==  0,         dq  —  sdx  —  t'dy  =  0. 
Werden   hierin    die   dXj  dy  ,  dp,  dq    nach    dx,  dy,  dz,  dp,  dq   ent- 
wickelt und  dann  für  dg,  dp,  dq  ihre  Werthe  aus 

dz  —  pdx  —  qdy  =  0,    dp  —  rdx  —  sdy  =  0,    dq  —  sdx  —  tdy  ==  0 

eingesetzt,  so  ergeben  sich  zwei  Gleichungen  von  der  Form:  Adx-\-  Bdy 
=  0,  deren  Coefficienten  neben  x,  y,  z  und  ihren  Differentialquotienten 
nach  X,  y,  z  auch  noch  p,  q,  r,  s,  t',  p,  q,  r,  s,  t  enthalten.  Da  dx  und 
dy  von  einander  unabhängig  sind,  müssen  Ä  und  B  beide  Male 
einzeln  verschwinden  und  so  finden  wir  vier  Gleichungen: 

,{ds  ,      ds\   ,     r[dH   .     am      dn  .     dn  .     dn  ,     du 

,(dS   ,      dS\    ,     JdH    .      dH\       dn   .      du   .     dn    .    ,dn 

^  (äi  +  ^Tz)  + '  \dy  +  ^^Tz)  =  ä^  +  ^ä7  +  ^-a7  +  ^^ 

u.  s.  w. 
Von  diesen  Gleichungen  sind  die  beiden  ersten  nach  /  und  s  auf- 
lösbar, die  beiden  letzten  nach  s  und  t\  geradeso  wie  die  Gleichungen  (16) 
nach  p  und  q  auflösbar  waren.  Es  fragt  sich  nur  noch,  ob  die  beiden 
Werthe,  welche  wir  auf  diese  Weise  für  s  finden,  mit  einander  über- 
einstimmen.   Das  aber  ist  bekanntlich  der  Fall,  sonst  bekämen  wir  ja 
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eine  nicht  identische  Relation  zwischen  x,  y,  z^  p,  g,  r,  s,  t,  welche  bei 
der  Substitution:  z  =  (p{x,y)  identisch  befriedigt  sein  müsste,  und  das 
ist  unmöglich,  da  (p  gar  keiner  Beschränkung  unterworfen  ist. 

Aehnlich   wie   früher   erkennen  wir   auch    hier,    dass   die   Grössen 
/,  Sj  t '    dadurch   eindeutig    als   Functionen  von  x,  y,  2,  p,  q,  r,  s,  t  defi- 
nirt  sind,  dass  Gleichungen  von  der  Form: 
dp  —  rdx  —  sdy  =  a^{dz  —pdx  —  qdy)  +  ß^{dp  —  rdx  —  sdy)  + 

+  Vi  ißO.  —  sdx  —  tdy) 
dq  —  sdx  —  t'dij  =  ci^{dz  —  pdx  —  qdij)  +  ß^{dp  —  rdx  ~  sdy)  + 

+  y^iß^.  —  sdx  —  tdy) 
identisch   in  dp,  dq,  dz,  dy,  dx  bestehen.     Erinnern   wir   uns   dazu   der 
früheren  Identität: 

dz  —  pdx  —  qdy  ==  a(dz  —  pdx  —•  qdy), 
welche  p    und  q    bestimmte,  so  können  wir  sagen,  dass  bei  gegebenen 
^,  H,  Z  die  Transformationsgleichungen: 

(23)  X  =  S(x,  y,z,a,---  «,),  •  ■  •  t' =  l{x,  y,  z,p,  q,  r,  s,  t,  a,  -  •  -  a^) 
durch  die  Forderung,  dass  sie  das  System  von  Pfaffschen  Gleichungen: 

(24)  dz—pdx  —  qdy  =  0,  dp  — rdx  —  sdy  =  0,  dq  — sdx  ~  tdy  =^0 
invariant  lassen  sollen,  vollständig  und  eindeutig  definirt  sind. 

Hieraus  erhellt,  dass  durch  die  Aufeinanderfolge  zweier  Transforma- 
tionen (23)  wieder  eine  Transformation  entsteht,  welche  das  System  (24) 
invariant  lässt.     Nach  Voraussetzung  haben  aber  die  Gleichungen: 
x=^(x,y,z,a,---ar),         «/'=H,         /  ==  Z 

x'  =  ;e;(x,  y,  z',  \'--}>r),       2/"  =  H ,        /'  =  Z 
zur  Folge: 

(19')  x"=S{x,y,z,c,--'Cr),         2/"==H,        /'=Z, 

wo  die  c  nur  von  den  a  und  h  abhängen.  Mithin  ergeben  die  beiden 
Transformationen : 

X  =  ^{x,  y,z,ar"  ar),  •  •  •  ^  =  -\{x,  y,  z,p,  q,  r,  s,  t,  a^  ■  -  -  a,) 
x'=;E;{x,y,z,hr"hr),'"r=T(x\y,z,p,q,r\s,t',\---K) 

nach  einander  ausgeführt  eine  Transformation,  welche  aus  (19')  durch 
dieselbe  Erweiterung  hervorgeht,  durch  welche  (23)  aus 
(19)  00'  =  S(x,y,z,a,'-'ar),        y=H,        z' =  Z 

entstanden  ist,  eine  Transformation  also,  welche  ebenfalls  der  Schaar  (23) 
angehört.  Die  Transformationen  (23)  bilden  demnach  eine  r-gliedrige 
Gruppe. 

Wir  werden  uns  direkt  überzeugen,  dass  die  Gruppe  (23)  von  r  un- 
abhängigen infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist. 
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Setzen  wir  wiederum  zunächst  voraus,  dass  r  =  1  und  dass  die 
Gruppe  (19)  von  der  infinitesimalen  Transformation  Xf  erzeugt  ist. 
Dann  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  beweisen,  dass  es  eine  erweiterte 
infinitesimale  Transformation: 

X<^)/-=  Xf+  Tc^  +  4-  +  Q^  +  <^^  +  ^U 
'  '     ^       dp    ^       dq     ^    ^ er     '        CS    '        dt 

giebt,  welche  das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen  (24)  invariant 
lässt.  Das  aber  hat  keine  Schwierigkeit;  für  it  und  %  finden  wir  die- 
selben Werthe  wie  früher,  für  q,  (?,  t  ergeben  sich  in  ähnlicher  Weise 
Ausdrücke,  die  linear  und  homogen  von  den  |,  t^,  g  und  ihren  Dif- 
ferentialquotienten erster  und  zweiter  Ordnung  abhängen. 

Wir  finden  auch  hier  zunächst  vier  Gleichungen  für  (>,  (J,  t;  es 
lässt  sich  aber  leicht  nachweisen,  dass  diese  Gleichungen  mit  einander 
verträglich  sind.  Wir  verschieben  die  Durchführung  dieses  Nachweises 
auf  die  Betrachtung  des  allgemeinen  Falles,  wo  sich  derselbe  übersicht- 
licher gestaltet.  , 

Aus  der  Existenz  von  X^^^f  folgt  natürlich,  dass  die  Gruppe  (23) 
im  Falle  r  =  1  eben  von  X^^^f  erzeugt  ist. 

In  gleicher  Weise  erkennt  man,  dass  bei  beliebigem  r  die  Gruppe  (23) 
von  den  r  infinitesimalen  Transformationen:  X^^^^ f  •  •  •  XJ^^'^f  erzeugt 
ist,  welche  durch  Erweiterung  der  infinitesimalen  Transformationen: 
X^f  •  '  '  Xrf  der  Gruppe  (19)  erhalten  werden.  Damit  ist  zugleich  be- 
wiesen, dass  Relationen  von  der  Form: 

xp)x,^^f-  X,^^)XP)f  =^sc]lXp)f 

bestehen. 

Es  lässt  sich  leicht  einsehen,  dass  C/L  =  Cjks  ist.  In  der  That, 
das  System  der  Pfaffschen  Gleichungen  (24)  gestattet  mit  Xp^f  und 
Xk'^^^f  zugleich  auch  die  infinitesimale  Transformation:  XPXk^'^'if 
—  Xk^'^^XP'^f  =^  {Xp^Xjp)),  diese  aber  hat  offenbar  die  Form: 

(X/^)X.(^))  =  (X.X.)  +  «g  +  /3g  +  Ag  +  ^g  -f  .|{, 

also  entsteht  sie  aus  der  Transformation: 

r 

{Xi  Xk)  =^s  Ciks  Xs  f 

1 
durch  Erweiterung  und  lässt  sich  folgendermassen  darstellen: 

(X,(2)X,(2))=^.A-,.X(2)/'. 
1 
Hierin  liegt,   dass  die  erweiterte  Gruppe  (23)   mit  der  ursprüng- 
lichen Gruppe  (19)  gleichzusammengesetzt  ist. 
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Nach  der  Durchführung  der  speciellen  Untersuchungen  des  vorigen 
Paragraphen  wird  uns  die  allgemeine  Theorie  der  Erweiterung  einer 
endlichen  continuirlichen  Gruppe  durch  Hinzunahme  von  Differential- 
quotienten keine  Schwierigkeit  mehr  bereiten. 

Zunächst  betrachten  wir  eine  einzelne  Transformation  in  den 
n  -\-  m  Veränderlichen:  x^  ■  -  ■  Xn,  s^-  •  •  ^m,  etwa  die  folgende: 

X/  =  fi(Xi   '  ■  ■  Xn,    ^1  •  •  •  ^m)  (t  =  l...n) 


(25) 

_0k    =  Fk(x^  ■  ■  •  Xn,  ^i_  ■  •  •  Zrr^  (k  =  1  ■  ■  ■  m). 

Wollen  wir  dieselbe  durch  Hinzunahme  von  Differentialquotienten  er- 
weitern, so  müssen  wir  zunächst  festsetzen,  wieviele  und  welche  unter 
den  Veränderlichen  x^  -  •  -  Xn,  0i-  ■  -  ^m  als  unabhängig  betrachtet  werden 
sollen,  welche  als  abhängig.  Das  kann  auf  sehr  mannigfaltige  Weise 
geschehen  und  jeder  möglichen  Weise  entspricht  eine  ganz  bestimmte 
Erweiterung  der  Transformation  (25). 

Wir  werden  im  Folgenden  immer  x^  -  -  •  Xn  als  imahhängige  Ver- 
änderliche tetr achten  und  z^  -  ■  -  Zm  als  Functionen,  aber  als  beliebig  wähl- 
bare Functionen  von  x^-  -  •  Xn-  Unter  dieser  Voraussetzung  sind  dann 
x^  '  '  '  Xn  im  Allgemeinen  von  einander  unabhängig,  ivälirend  z^'  •  •  •  zj 
Functionen  von  x^  •  -  -  Xn    werden. 

Für  die  Differentialquotienten  der  z  nach  den  x  und  der  z  nach 
den  X    führen  wir  folgende  Bezeichnungen  ein: 


a^+'-- 

+  ""V_ 

Zt.t,  «^ 

a^;«i  • 

•  •  ?'<"» 

•••"« 

ch    x^  • 

•  •  Xn^  Z^  ' 

und 

und  behaupten,  dass  sich  die  z\i^a  ■  ■■  a 

die  Differentialquotienten  z^, ßi-'-^i^  von  der  ersten  bis  («i  + h  <^w)'^^^ 

Ordnung  ausdrücken  lassen: 

(26)  ^'^c,a^...a^  =  F^,a^...aS^^"  'Xn,Z^-"  Zm,  ^v,ß^...^,) 

(V  =  1  .  .  .  77Z,  /9^  +  .  .  .  +  ^„  4  «^  +  .  .  .  +  «^). 

Setzen  wir  «^  -|-  •  .  •  -f-  «„  =  JV^,  so  ist  das  Bestehen  von  Gleich- 
ungen von  der  Form  (26)  klar  für  JV=  0;  um  dasselbe  für  ein  belie- 
biges N  nachzuweisen,  brauchen  wir  daher  blos  zu  zeigen,  dass  Gleich- 
ungen von  der  Form  (26)  auch  für  «j  +•••  +  ««  =  ^  +  1  gelten, 
sobald  solche  für  cc^  -\-  •■'-[-  an  ^N  bestehen. 

Es  seien  also  die  Functionen  F^i^a  •  •  •  «„  («i  +  •  •  •  +  a„  <1  iV) 
bekannt;  die  Werthe  der  ^^,  „  ...  a^^  {a^  -\-  -  •  •  ccn  =  N  -\-  1)  sind  dann 
aus  den  Gleichungen 
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n 

(27)  dZu  ,  a^...  a^  ~^'  ^'"'  «^  •••«,  +  1.  ••  •  ««  ilXi'=  0  (a^-{ -^a^  =  N) 

1 

ZU  bestimmen    und   zwar  muss  (27)   vermöge   des  Gleichungensystems 

n 

(28)  d^r,  ß^...  ^,„  -^-  ^.,  ^^  . . .  ^.  +  1, . . .  ^^  ^:r;  =  0 

1 

{r  =  l"-ra;  0  <  /^^  +  .  .  .  +  ^^  ^  i\^) 

identisch  bestehen,  während  dx.---  dXn  völlior  von  einander  unabhäno-io- 
sind.      Für  ^^,  «^  ...«.  +  !,...  «^^  erhalten  wir  daher  die  Gleichungen  : 


(29)  2^^;,v-«.+v.-.J^+^... 


^Z".- 


t^i^. 


//,  a    •  •  •  a^ 


dx,. 


{k=l...n), 


WO  die  rechte  Seite  den  vollständigen  Differentialquotienten: 


dF  m  2)F 


dx. 


dF, 


Zv 


^■■■ßk-\-ir--ßnd7 


1       z*^ 


^''«.  •••«/ 


P'x  •••/^, 


von  JP^,  c,  . . .  «^  nach  iP^:  bedeutet. 

Wären  die  Gleichungen  (29)  nicht  nach  den  0'^,  a  ... «..f  1, ... «  0=1  •  •  •«) 
auflösbar,  so  müsste  die  Determinante: 


du 

d 


df. 


^^"-^V. 
^+^«%1^ 


^4 


gleich  Null  sein,  welche  Functionen  von  x^-'-Xn  man  auch  für 
^i'  ■  ■  0m  einsetzt,  das  heisst,  sie  müsste  identisch  verschwinden  für 
jeden  Werth  der  Veränderlichen  Xi^  0^,,  z^^i.  Man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  dies  nur  dann  eintreten  kann,  wenn  alle  w- reihigen  De- 
terminanten der  Matrix: 


IL 

dxi 


dxi 


df,        df\_ 

dx^     dz. 


dx^^       dz. 


dh 

dz... 


dz^ 
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identisch  verschwinden,  wenn  also  die  Functionen  fi'-'fn  nicht  von 
einander  unabhängig  sind.  Das  ist  ausgeschlossen,  folglich  sind  die 
Gleichungen  (29)  nach  den  -sj,,«  . . .  «.  +  1...«^  (i  =  1  •  •  •  ?i)  auflösbar. 

Noch  bleibt  ein  Bedenken  zu  beseitigen.  Die  Gleichungen  (29) 
liefern  anscheinend  für  die  Differentialquotienten  s^^a  . . .  a-\-i.-  a  ini 
Allgemeinen  verschiedene  Werthe.  Das  ist  in  Wirklichkeit  nur  schein- 
bar. Denn  sonst  ergäben  sich  ja  zwischen  den  Xi,  den  ^^<  und  den 
DifiPerentialquotienteu  der  letzteren  gewisse  nicht  identische  Relationen, 
die  für  ganz  beliebige  Functionen  0^^-  -  ■  -  s„t  von  x^  •  ■  -  Xn  identisch  er- 
füllt sein  müssten,  was  unmöglich  ist. 

Wir  sehen  also:  die  Gleichungen (29)  bestimmen  alle  Zu,a  ...«.+1...« 
vollständig    und    eindeutig,    folglich    bestehen    Gleichungen    von    der 
Form  (26)    unter   den   gemachten  Voraussetzungen   auch  für   «^  +  •  •  • 
-\-  an  ==  N -j-  1,  womit  ihre  allgemeine  Existenz  erwiesen  ist.    Ausser- 
dem aber  erkennen  wir  noch,  dass  die  Transformation: 

^^c'  =  F/,,  (X^-  "  Xn,  ^1  •  •  •  Z„) 


xl  = 

fii^l"  -^ny   ^1-  • 

•  ^m); 

3^1,  a^    . 

■  .  of„  =  -^H,a^-. 

-„(«. 

{i  =  1  . 

•  •  w;  ^t  = 

{i  ^  1  .  .  .  n;  jii  =  1  •  ■  ■  m;  0  <  a^  -\-  ■  ■  ■  a^  _<  N ) 

das  PfafiPsche  Gleichungensystem: 

n 

1 

invariant  lässt  und  dass  sie  durch  diese  Eigenschaft  vollständig  de- 
finirt  ist.  Endlich  ist  auch  noch  klar,  dass  die  Aufeinanderfolge  von 
zwei  Transformationen  (30),  welche  das  Pfaffsche  Gleichungensystem  (31) 
invariant  lassen,  wieder  eine  Transformation  von  dieser  Beschaffen- 
heit ergiebt. 

Setzen  wir  jetzt  voraus,  dass  die  ursprünglichen  Transformations- 
gleichungen (25)  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  r  Parameter  enthalten: 

(32)  1^''  ^  ^'^^1  '  •  '  Xn,  0r  '  •  ^m,    «1  •  •  •  ttr)  ii  =  l--n) 

[0^!  ==  Ff^(x^-  •  '  Xn,  01'  •  '  0mp  eil'  '  ■  Clr)      (/^=  1 '  "  "  ^^') 

und  eine  r-gliedrige  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen   erzeugte    Gruppe    darstellen.     Aus   (32)    denken    wir    uns   alle 

Gleichungen  von  der  Form  (26)  abgeleitet,  in  denen  «^  + \-  an<N 

ist;  wir  behaupten,  dass  dieselben  mit  den  Gleichungen  (32)  zusammen- 
genommen: 

Ix/  ==  fi{x,  0,  a),        z^/  ==  F^, (x,  0,  a) 
0!.,a^...a^  =  F^,a^...„^(x,0,  0r,ß^...ß,^y   o) 

wieder  eine  r-gliedrige  Gruppe  darstellen. 
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Der  Beweis  ist  sehr  einfach. 
Die  Transformationen: 

x;  =  fi  {x,  z,  d) ,       zi^  =  Fk  {x,  z,  a) 

x['  =  fi  {x\  z\  h) ,    Zk   ==  Fk  {x,  /,  h) 

ergeben  nach  einander  ausgeführt  eine  Transformation: 

xl'  =  fi (x,  z,  c) ,   Zk'  =  Fk {x,  z,c)j  " 

in  welcher  die  c  gewisse  Functionen  der  a  und  der  h  sind.  Nach  dem 
oben  Gesagten  drücken  sich  daher  die  z'^,^ «  . . .  «^  gerade  so  durch 
die  Xij  Zky  ^v,ß^...^^  und  die  Cj  aus,  wie  die  z'^^a  -..«,,  sich  durch  die 
Xij  Zk,  Zy^ß  ...ß^  und  die  a  ausdrücken.  Damit  ist  unsere  Behauptung 
bewiesen. 

Es  bleibt  noch  nachzuweisen,  dass  die  erweiterte  Gruppe  (33) 
ebenso  wie  die  ursprüngliche  Gruppe  (32)  von  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  erzeugt  ist.  Um  diesen  Nachweis  führen 
zu  können,  stellen  wir  zunächst  die  folgenden  Betrachtungen  an: 

Wir  gehen  aus  von  einer  beliebigen  infinitesimalen  Transformation: 


1  '       1  '' 

und   versuchen   aus   derselben  eine   erweiterte   infinitesimale  Transfor- 
mation : 

m 

xwf  =  xf + yi  V  g,  „ ,.  -g.  -  ^i—- 

(0   <  or.  +  .-.+r^^"    N) 

zu  bilden,  welche  das  Pfaffsche  Gleichungensystem: 

n 
(31)  dZr.,ß,...ß^^-^lZr,ß,...ß,+  l^...ßJXi^O 

1 
{.v^l-..m;Oj^ß^-\ \-  ßn^   N) 

invariant  lässt. 

Für  N  =  0  und  N  =  1  giebt  es  sicher  eine  infinitesimale  Trans- 
formation X^^^f  von  der  eben  geschilderten  Beschafi'enheit,  das  bedarf 
keiner  näheren  Begründung.  Wir  können  daher  den  allgemeinen  Be- 
weis für  die  Existenz  von  X^^^f  in  der  Weise  führen,  dass  wir  zeigen: 
sobald  Z(^-i)/'  und  X(^)/'  existiren,  existirt  auch  X^^+^^f 

Voraussetzung  ist  also,  dass  X^^^^^f  und  X'^^^f  existiren.  Soll 
es  nun  eine  infinitesimale  Transformation  X^^+^^f  geben,  welche  das 
Pfafi'sche  Gleichungensystem: 
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n 

(34)  <^^r,li,:..t^,-^i^r,ß,...ß,+  l,...ßJXi=0 

1 
invariant  lässt,  so  müssen  die  noch  unbekannten: 

gewisse  Gleichungen  von  der  Form: 

n  n 

d  lu,  a,.-.a^  ~~^'  ^'"^  u,  ...«.  +  1,  .. .  a^  d^i ^i  g^,,  a,  ■  ■  .  a- +  1,  .  ■ .  «„  clXi  == 

1  1 

"^  /■  n 

befriedigen  und  zwar  unabhängig  von  den  Differentialen:  dx,-,  ds,,, ß^  ...ß^^. 

Hieraus  bestimmen  sich  zunächst  die  Pv,ß,...ß^   eindeutig    und   es 
bleiben    nur    Gleichungen   zwischen    den    von    einander   unabhängigen 
Differentialen:  dx^- •  -  dXn.     Setzt  man  daher  die  Werthe  der  Pr,^,...^ 
ein    und    vergleicht    auf   beiden   Seiten    die   Coefficienten    der   dx],    so 
erhält  man  für  ^^,,«^...«.4.1,...^^  den  folgenden  Ausdruck: 

8t     ^''  «i  •  •  •  «t  +1,  •  •  •  «„  —  V,  «1  •  •  • «,-  +  1,  ■  •  •  a„  = 

dx.  ^  ^^''  ''^  ■  ■  •  ''^-  +  ^'  •  •  •  ««  rf^ 

^^  '^.  ^^^^^  vollständigen  Differentialquotienten    nach  Xi  bedeutet.*) 

Nun  aber  bleibt  noch  eine  Schwierigkeit;  im  Allgemeinen  erhalten 
wir  nämlich  für  jedes  S^,«, ...«.  + 1, ...  «^  eine  Reihe  anscheinend  ver- 
schiedener Ausdrücke. 

Der  Ausdruck  rechter  Hand  in  (35)  ist  seiner  Ableitung  nach  der 
Werth  von: 


*)  Die  Formel  (35)  ist  im  Grunde  identisch  mit  einer  von  Poisson  herrührenden 
Formel  der  Variationsrechnung. 

Theorie  der  Transfurmationsgruppen.  ok 
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Andererseits  ist  aber  auch: 


(36)  4-A 


dz^ 


h>  «1  •  •  •  «i  +  1,  •  •  •  a„  = 


.</,  ff, 


«A— 1,-     -ff^-f  1,  •  ..ff^ 


8t   -^^    '         '  '    '        "         8t  dx,^  — 

WO  h  irgend   eine   von  i  verschiedene  der  Zahlen  1,  2  •  •  •  w  bedeutet. 
Damit  sind  alle  Möglichkeiten  erschöpft.    Es  braucht  daher  blos  noch 
nachgewiesen  zu  werden,  dass  der  letzte  Werth  von  -^Zi^i^ar--a-\-i,..-a 
mit  dem  Werthe  (35)  übereinstimmt. 

Um    das   nachzuweisen,    erinnern   wir  daran,    dass   die   folgenden 
Gleichungen  bestehen: 

_  8  ^^/^,«.---«A-i,--ff„ 


dXj^ 


und: 


st               dx. 

n 

1 

•«A-l,- 

^1, 

s  ^',,«.- 

■■«A-l,- 

"« 

dx,  ■        ~         ^^  ^/^.«i--«7  +  l.-«A-l.--«n^. 


Setzen  wir  den  Werth  von  ^^,,  „, . . .  „^  in  (35)  ein,  so  bekommen  wir: 

^i  aa;,  ~~  dx,dXj}^''"^--"f-^'-"n         ^^'^/'.«i-    ■«i  +  l>---«A-l,-«.-+l-«„^ 


^'^ 


^i^^,ff,...ff^.+  l,...ff^^  ^;^/.,a,-.-a^.+  l,...ff,,-l,...«„   ^^-d^' 

1  '  1  '  '* 

Setzen  wir  andererseits  den  Werth  von  f^,, «, . . .  «^_  i, . . .  a^.  _|.  i, . . .  „^  in  (36) 

ein  und  berücksichtiejen  wir,  dass -5 j—  =  ^ 7 —  ist,  so  finden  wir: 

^  '  dx^  dXj^         dxj^  dx^        ' 

S    ^^ILl,  ff,  •  •  •  ff;,  -  1,  •  •  •  ff,-  +  1,  •  •  •  ff„  d   ^^/',  «i  •  •  •  «„ 


^<  dXf^  8t         dx. 

Das  aber  war  zu  zeigen. 

Nunmehr  ist  bewiesen,  dass  die  ?^,y,  -  •  y„  (^i  +  •  *  •  +  }^n  ===  ^+  1) 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  wirklich  existiren  und  eindeutig 
bestimmt  sind;  mithin  ist  nach  dem  oben  Gesagten  sicher,  dass  zu 
Xf  für  jeden  Werth  von  N  eine  ganz  bestimmte  erweiterte  infinite- 
simale Transformation  X'^^^f  gehört. 
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Die  Coefficienten  von  X^^^f  sind  offenbar  linear  und  homogen  in 
den  ^i,  ^k  und  ihren  Differentialquotienten  nach  den  x  und  0.  Sind 
daher  Xif  und  Xjf  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Form  Xf,  sind  ferner  Xi<^^^f  und  Xj^^^f  die  zugehörigen  in  der  an- 
gegebenen Weise  erweiterten  infinitesimalen  Transformationen,  so  geht 

CiXF^f+CjX/^^f 

aus  CiXif -\- CjXjf  durch  die  betreffende  Erweiterung  hervor.  Da 
ausserdem  mit  X/^)/*  und  Z/^)/*  zugleich  X/^)X/^)/'— X/^)X/^)/' 
das  Pfaffsche  Gleichungensystem  (31)  invariant  lässt,  muss  auch 

aus  XiXjf  —  XjXif  durch  jene  Erweiterung  entstehen. 

Nun  mögen  endlich  Zj/'.  • -X^/*  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  r-gliedrigen  Gruppe  (32)  sein  und  also  die  bekannten 
Relationen: 

X^Xjf-    XjXf=^s   Cy,X,f 

1 
befriedigen. 

Bilden    wir     die     erweiterten     infinitesimalen    Transformationen: 

Z^(^)/'.  .  .  X,(^Y,  so  geht  auch  X/^)X/^v)^  _  j^.Ca^x/^)/- aus  X,Xjf~ 
XjXif  und  folglich  aus  UdjsXsf  durch  diese  Erweiterung  hervor,  was 
wieder  heisst,  dass: 

1 

wird.  Die  r  infinitesimalen  Transformationen  Z/^)/'  erzeuo-en  daher 
für  jeden  Werth  von  N  eine  mit  der  Gruppe  der  X,/  gleichzusammen- 
gesetzte Gruppe;  dieselbe  ist  offenbar  identisch  mit  der  früher  be- 
sprochenen Gruppe  (33),  welche  durch  Erweiterung  der  endlichen 
Gleichungen  (32)  der  Gruppe:  XJ-  -  -  Xrf  erhalten  wird. 

Theorem  94.     Bilden  die  00^  Transformationen: 

Xl  =  fi{x^  •  '  ■  Xny    ^i'  •  -  0mf    %  •  •  •  6?r)         (^  =  1  •  •  •  «) 
^k   =  Fk{x^  '  •  '  Xn,    ^i"  '  0m,    «j  •  •  •  «r)      (^  =  1  •  -- m) 

in  den  V er  an  der  liehen  x^-  -  Xn,  z^-  •  -  z^  eine  r-gliedrige  Gruppe 
und  hetraehtet  man  die  0k  als  beliebig  wählbare  Functionen 
der  Xij  so  werden  auch  die  Differentialquotienten  der  Zk  nach 
den  Xi  transformirt  Nimmt  man  alle  Differentialquotienten 
von  der  ersten  bis  etwa  0ur  N-ten  Ordnung  mit,  so  erhält  man 
geivisse  Gleichungen: 

35* 
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^fi,  «,•••«„=  J^  fi,  ay  •  ■  ■  a^  V^l  •  ■  •  ^n  j    ^i'  '  '  ^mj    ^v,  ßi--  •  ßn'l    ^1  '  *  *  ^r) 
(/*!  +  •  •■ +/^n  ^  «1 +  •••  + «n  :4  ^), 

welche,  mit  den  Gleichungen  der  ursprünglichen  Gruppe  ver- 
einigt, eine  r-gliedrige,  mit  der  ursprünglichen  gleichsusammen- 
gesetzte  Gruppe  darstellen.'*) 

Schon  oben  erwähnten  wir,  dass  jede  vorgelegte  Gruppe  in  sehr 
vielen  verschiedenen  Weisen  erweitert  werden  kann;  es  ist  ja  ganz 
dem  Belieben  überlassen,  welche  Veränderliche  man  als  unabhängige 
wählen  will. 

Man  kann  ausserdem  von  vornherein  die  vorgelegte  Gruppe  durch 
eine  mit  ihr  gleichzusammengesetzte  ersetzen,  indem  man  eine  Anzahl 
von  Veränderlichen:  t^-  ■  •  ta  hinzufügt,  welche  bei  der  Gruppe  gar 
nicht  oder,  anders  gesagt,  nur  durch  die  identische  Transformation: 

^1   —  (^If    '  '  '  i'ö   —  *a 

transformirt  werden.  Indem  man  nun  von  den  ursprünglichen  Ver- 
änderlichen und  von  den  ti  irgend  welche  als  unabhängig,  die  übrigen 
als  abhängig  ansieht,  kann  man  Differentialquotienten  hinzufügen  und 
so  erweitern;  man  kommt  immer  auf  eine  gleichzusammengesetzte 
Gruppe. 

Wie  man  sieht,  ist  hierbei  die  Zahl  der  Möglichkeiten  sehr  gross. 

§  131. 

Die  früher  in  Kap.  13  gegebene  Theorie  der  Invarianten  einer 
beliebigen  Gruppe  lässt  sich  unmittelbar  auf  unsere  erweiterten  Gruppen 
anwenden.  ' 

Da  man  immer  die  Zahl  N  so  gross  wählen  kann,  dass  die  in- 
finitesimalen Transformationen  Xi^^^f  mehr  als  r  Veränderliche  ent- 
halten, lässt  es  sich  immer  so  einrichten,  dass  die  r  Gleichungen 
'Xj,{^)f==  0  ein  vollständiges  System  mit  einer  oder  mehreren  Lösungen 
bilden.  Diese  Lösungen  sind  Functionen  von  den  x,  den  z  und  den 
Difi*erentialquotienten  der  letzteren,  sie  gestatten  jede  endliche  Trans- 
formation der  erweiterten  Gruppe  X^^^^f  und  sind  daher  absolute  In- 
varianten dieser  Gruppe;  sie  sollen  als  Differentialinvarianten  der 
ursprünglichen  Gruppe  bezeichnet  werden. 

Eine  Function  fl  von  x^-  ■  -  Xn,  ^i  •  •  •  ^m  und  den  Differential- 
Quotienten  der  z  nach  den  x  heisst  eine  Differentialinvariante  der 
r-gliedrigen  Gruppe: 


x[  =  fi{x^'  • 

•  Xn,    Z,  •  . 

■  *  ^j/*;  c^Y '  ' 

•«.) 

zj:  =  f,{x,' 

"Xn,    ^1  • 

'  '  Zm'-,    Ö^i  • 

•  •  «r), 

*)  Lie,  Math.  Annalen  Bd.  XXIV,  1884;  Archiv  for  Math.,  Christiania  1883. 
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ivenn  eine  Relation  von  der  Form: 

identisch  besteht. 

Da  wir  N  beliebig  gross  wählen  können,  haben  wir  sogleich: 

Theorem  95.  Jede  endliche  continuirliche  Transformations- 
gruppe: X^f  •  •  •  Xrf  bestimmt  eine  unendliche  Reihe  von  Bif- 
ferentialinvariantenj  welche  sich  als  Lösungen  von  vollstän- 
digen Systemen  definiren  lassen.*) 

Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f-  •  •  Xrf] 
so  findet  man  in  der  oben  auseinandergesetzten  Weise  die  endlichen 
Gleichungen  der  erweiterten  Gruppe  und  sodann  nach  Anleitung  von 
Kap.  13  die  Differentialinvarianten  einer  jeden  Ordnung  ohne  Integra- 
tion. Im  xlllgemeinen  ist  aber  diese  Methode  zur  Bestimmung  der 
Differentialinvarianten  nicht  praktisch  anwendbar.  In  den  meisten 
Fällen  ist  die  direkte  Integration  des  vollständigen  Systems :  Xk^^^  f=  0 
vorzuziehen. 

Auf  diesen  Punkt  soll  hier  nicht  eingegangen  werden.  Nur  sei 
noch  bemerkt,  dass  aus  hinlänglich  vielen  bekannten  Differential- 
invarianten sich  neue  durch  Differentiation  und  Determinantenbildunff 
ableiten  lassen. 

Ist  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn,  %•  •  •  z,n  eine  Gruppe  vorgelegt, 
welche  durch  mehrere  Gleichungensysteme  mit  je  r  Parametern  dargestellt 
wird,  so  giebt  es  natürlich  ebenfalls  erweiterte  Gruppen,  deren  Invarianten 
Differentialinvarianten  der  ursprünglichen  Gruppe  sind.  Die  früheren  all- 
gemeinen Entwickelungen  zeigen  nicht  allein,  dass  jede  derartige  Gruppe 
Differentialinvarianten  besitzt,  sondern  zugleich,  wie  dieselben  gefunden 
werden  können. 

§   132. 

Man  kann  auch  nach  etwaigen  Systemen  von  Differentialgleichungen 
fragen,  welche  bei  einer  gegebenen  Gruppe  invariant  bleiben.  Die  Bestim- 
mung eines  jeden  derartigen  Systems  lässt  sich  offenbar  durchführen,  indem 
man  die  betreffende  Gruppe  in  geeigneter  Weise  erweitert  und  auf  die 
erweiterte  Gruppe  die  Entwickelungen  des  Kapitels  14  anwendet,  auf  Grund 
deren  alle  bei  der  erweiterten  Gruppe  invarianten  Gleichungensysteme  be- 
stimmt werden  können.  Jedes  so  gefundene  Gleichungensystem  stellt  dann 
ein  bei  der  ursprünglichen  Gruppe  invariantes  System  von  Differential- 
gleichungen dar. 

In  jedem  einzelnen  Falle  muss  allerdings  noch  besonders  untersucht 
werden,  ob  das  betreffende  System  von  Differentialgleichungen  die  Inte- 
grabilitätsbedingungen  erfüllt.   — 

Umgekehrt  kann  man  sich  ein  System  von  Differentialgleichungen 
vorgelegt   denken  —  integrabel    oder   nicht    integrabel  —   und   kann    sich 


^)  Lie,  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  1882;   Math.  Ann.  Bd.  XXIV,  1884. 
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die  Frage  stellen,  ob  dasselbe  eine  vorgelegte  Gruppe  gestattet.  Auch  die 
Beantwortung  dieser  Frage  hat  jetzt  keine  Schwierigkeit.  Man  hat  nur 
die  vorgelegte  Gruppe  in  der  richtigen  Weise  zu  erweitern  und  sodann  zu 
untersuchen,  ob  das  vorgelegte  Gleichungensystem  die  erweiterte  Gruppe 
gestattet;  diese  Untersuchung  kann  nach  Kap.  7  ohne  Integration  durch- 
geführt werden. 

§  133. 

Um  eine  einfache  Anwendung  der  vorhergehenden  Theorien  zu  geben, 
wollen  wir  die  Bedingungen  aufsuchen,  unter  welchen  ein  System  von 
Differentialgleichungen  von  der  Form: 


</) 


1  ' 

die  r-gliedrige  Gruppe: 

n 

^jf  =^^  ki  (^1  •  •  •  ^«)  ^  ^r      (i  =  1  •  •  •  r) 
1  ^ 

in   den   Veränderlichen    x^-- -  Xn    gestattet;    die    q   Gleichungen    A^cp  =  ^d 
werden  dabei  natürlich  als  von  einander  unabhängig  vorausgesetzt. 

Um  die  gestellte  Frage  beantworten  zu  können,  müssen  wir  zu  den 
Veränderlichen  x^- ■  -  Xn  der  Gruppe  X^^f  noch  die  Veränderliche  (p  hinzu- 
fügen, welche  offenbar  bei  der  Gruppe  gar  nicht  transformirt  wird.  Die  x 
sind  als  unabhängige  Veränderliche  zu  betrachten,  (p  als  abhängige  und 
die  Gruppe:  Xj-'Xrf  ist  demnach  durch  Hinzunahme  der  n  Differential- 
quotienten: 

dtp 

■^-^i         («•=!•••«) 

ZU    erweitern.     Sodann    ist    zu    untersuchen,    ob    das    Gleichungensystem: 
I^iaki(pi=  0  die  erweiterte  Gruppe  zulässt. 

Wir  berechnen  zunächst  das  unendlich  kleine  Increment  dtpi,  welches 
(pi  bei  der  infinitesimalen  Transformation  Xjf  erhält.  Dasselbe  ist  so  zu 
bestimmen,  dass  der  Ausdruck: 

dl  dcp  — ^  (Pv  dXy  \   =  dÖ(p   —  ^v    {  (py  ddXr  +   Ö(pr  dXr  } 

vermöge    d(p  =  IJtp^dXr    verschwindet.     Da    aber    öcp    wie    oben    bemerkt 
Null  ist,  so  erhalten  wir  für  die  öcpy  die  Gleichung: 

n 

^      {  (Pv   d'^jy   ■     Öt    -{-     ÖCpy   '     dXv\=     Oj 

1 
welche  identisch  bestehen  muss.     Folglich  wird: 

n       o  p 
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und  die  erweiterte  infinitesimale  Transformation  Xjf  hat  die  Gestalt: 

Soll  nun  das  Gleich imgensystem:  Si  aki  (x)  cpi  =  0  in  den  2n  Ver- 
änderlichen x^'  '  •  Xm  cp^'  ■  •  cpn  die  infinitesimale  Transformation  Xp^f  ge- 
statten, so  müssen  alle  q  Ausdrücke: 

^i  dkicpi  \  =2"  ^j^kr(Pi  ~^'  lS""  ''*'  "^1  ^^'       (^=i---?) 

vermöge  des  Gleichiingensysteras  verschwinden.  Diese  noth wendige  und 
zugleich  hinreichende  Bedingung  ist  nur  dann  erfüllt,  wenn  Relationen  von 
der  Form: 

bestehen,  wo  die  ^j;ta  Functionen  von  x^-  •  •  Xn  allein  bedeuten  und  nicht 
von  den  cpi  abhängen. 

Hiermit  haben  wir  die  gewünschten  Bedingungen  gefunden;  dieselben 
lassen  sich  schreiben: 

r  q  11 

N  /  {Xj  dki Äk  '^ji)  Cpi  =  ^o   Qjka  ^  i  C(ai  Cpi  , 

1  11 

o 

oder   wenn  wir  an  Stelle  von   (pi  wieder   ^ —  einsetzen: 

(J  x^ 

7 
Xj{Ak{(p))    —   Ak(Xj{(p))  =2  Qjko{x)-Aa(p. 

Solche  Relationen  müssen  für  jede  beliebige  Function  q){xi  ■  •  •  Xn) 
bestehen.  Stets  wenn  dieselben  bestehen,  aber  auch  nur  dann  bleibt  das 
System  der  q  linearen  partiellen  Differentialgleichungen:  Ä^^cp  =  0,  ••• 
Aq(p  =  0  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe:   X^f  •  •  •  Xrf  invariant. 

Dieses  Ergebniss  ist  uns  für  den  Fall,  dass  die  q  Gleichungen: 
Akq)  =  0  ein  ^7-gliedriges  vollständiges  System  bilden,  nichts  neues.  Das 
eben  gefundene  nothwendige  und  hinreichende  Kriterium  haben  wir  ja  für 
diesen  speciellen  Fall  schon  in  Kap.  8,  Theorem  20,  S.  140  angegeben. 
Unsere  gegenwärtigen  Entwickelungen  leisten  jedoch  insofern  mehr  als  die 
damaligen,  als  wir  jetzt  gezeigt  haben,  dass  das  betreffende  Kriterium  all- 
gemein gilt,  auch  wenn  die  Gleichungen:  ÄkCp  =  0  kein  ^-gliedriges  voll- 
ständiges System  bilden. 

Der  Ursprung  der  Theorie  der  Differentialinvarianten  geht  weit  zurück; 
denn  schon  Mathematiker  des  vorigen  Jahrhunderts  haben  die  zu  mehreren 
besonders  einfachen  Gruppen  gehörigen  invarianten  Differentialgleichungen 
betrachtet  und  integrirt. 
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So  ist  es  ja  z.  B.  längst  bekannt,  dass  jede  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  x  und  «/,  in  welcher  die  eine  Veränderliche  etwa  y  nicht 
explicite  vorkommt,  durch  Quadratur  integrirt  werden  kann;  offenbar  ist  aber: 


f  II) 


l!)  =  o  =  /fe,') 


nichts    anderes   als    die    allgemeinste   Differentialgleichung   erster   Ordnung, 
welche  die  eingliedrige  Gruppe: 

mit  dem  Parameter  a  gestattet.  Aus  einer  particulären  Integralgleichung: 
y  =  fp(x)  einer  solchen  Differentialgleichung  kann  die  allgemeinste  Integral- 
gleichung abgeleitet  werden  und  zwar,  so  können  wir  jetzt  sagen,  dadurch, 
dass  man  auf  die  betreffende  particuläre  Integralgleichung  die  allgemeine 
Transformation  der  eingliedrigen  Gruppe  (37)  ausführt;  hierdurch  erhält 
man  ja  die  Gleichung:  ^  =  (p{i)  -\-  a  mit  der  willkürlichen  Constanten  a. 
Ferner  ist  die  homogene  Differentialgleichung: 

<|.|l)-o  =  <f.^') 

die  allgemeine  Form  einer  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  welche  die 
eingliedrige  Gruppe:  i  =  ax,  \)  =  ay  gestattet;  hier  ist  f(~,y\  die  all- 
gemeinste zu  dieser  Gruppe  gehörige  Differentialinvariante  erster  Ordnung. 
Es  ist  längst  bemerkt  worden,  dass  jede  particuläre  Integralgleichung: 
F{x,y)=^0  einer  homogenen  Differentialgleichung:  /■=0  durch  Ausführung 
der  allgemeinen  Transformation:  i=>ax,  i)  =  ay  in  die  allgemeine  Integraf- 
gleichung : 

\a  ^    a  ) 

übergeht.     Von  der  Gleichung  xy  —  y  =  0  wird  doch  hier  abgesehen. 
Ein  dritte*  Beispiel  liefern  die  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

\dx"''  dx^'+^J  iKJ    ,y       j, 

es  wird  indess  nicht  nöthig  sein,  die  Gruppe  aller  Gleichungen  von  dieser 
Form  hinzuschreiben. 

In  der  Invariantentheorie  der  linearen  Transformationen  kommen  häufig' 
wirkliche  Differentialinvarianten  gegenüber  allen  linearen  Transformationen 
vor.  Dieselben  sind  zuerst  von  Cayley  betrachtet  worden.  Dabei  ist  indess 
zu  bemerken  erstens^  dass  die  Cayleyschen  Differentialinvarianten  nicht  die 
einfachsten  sind,  welche  zu  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 
gehören,  zweitens,  dass  Cayley  keine  invarianten  Differential^Zcic/wm/ym  be- 
trachtet und  noch  weniger   solche  integrirt. 

In   einer   1867    eingereichten   und   1871    gedruckten   Preisschrift  (Be 
Stimmung  einer  speciellen  Minimalfläche,  Akad.  d.  W.  zu  Berlin)  betrachtet 
H.  Schwarz  Differentialgleichungen  von  der  Form: 
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die,  wie  er  selbst  angegeben  hat,  schon  bei  Lagrange  gelegentlich  vor- 
kommen. Schwarz  bemerkt,  dass  aus  jeder  particulären  Lösung:  y  =  q){x) 
sich  die  allgemeinste  ableiten  lässt;    diese  letztere    hat  nämlich    die  Form: 

a  -\-hcp   ' 

^        c-{-d(p 

mit  den  willkürlichen  Constanten:  aihicid.  Es  ist  daher,  können  wir 
sagen,  der  Ausdruck  /  eine  Differentialinvariante  und  zwar  die  allgemeinste 
Differentialinvariante  dritter  Ordnung  der  Gruppe: 

*  '     ^         c-i-dij 

So  werthvoll  nun  aber  alle  diese  speciellen  Theorien  unzweifelhaft 
sind,  so  ist  doch  zu  bemerken,  dass  der  innere  Zusammenhang  zwischen 
ihnen,  das  allgemeine  Princip,  aus  dem  sie  alle  fliessen,  den  Mathematikern 
entgangen  war.  Sie  hatten  nicht  bemerkt,  dass  zu  jeder  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppe  Differentialinvarianten  gehören. 

In  den  Jahren  1869  — 1871  beschäftigte  sich  Lie  mit  Differential- 
gleichungen, die  vertauschbare  infinitesimale  Transformationen  zulassen,  und 
1874  veröffentlichte  er  eine  bereits  1872  angekündigte  allgemeine  Inte- 
grationstheorie von  getvöhnlichcn  Bifferentialgleichimgcn  ^  die  eine  heliebige 
continuirUche  Gruppe  von  Transformationen  gestatten."^) 

Sodann  berechnete  Halphen  die  einfachsten  Differcntialinvarianten  gegen- 
über allen  projeetiven  Transformationen  und  gab  überdies  schöne  Anwen- 
dungen auf  die  Theorie  der  linearen  Differentialgleichungen.**) 

Darnach  entwickelte  Lie  in  den  Jahren  1882  — 1884  eine  allgemeine 
Theorie  der  Bifferentialinvarianten  der  endlichen  und  unendlichen  continuir- 
lichen  Gruppen,  wobei  er  sich  besonders  eingehend  mit  endlichen  Gruppen 
in  zwei  Veränderlichen  beschäftigte.***)  Diese  allgemeine  Theorie  ist, 
soweit  sie  sich  auf  endliche  Gruppen  bezieht,  im  Vorangehenden  aus- 
einandergesetzt. 

Endlich  haben  nach  1884  Sylvester  und  mehrere  andere  englische  und 
amerikanische  Mathematiker  ausführliche  aber  specielle  Untersuchungen  über 
Differentialinvarianten  veröffentlicht. 

*)  Verhandlungen  der  Gesellsch.  d.  W.  zu  Christiania  1870—1874;  Math. 
Ann.  Bd.  V,  XI;  Gott.  Nachr.  1874. 

**)  These  sur  les  invariants  differentiels  1878;   Journal  de  Fecole  pol.  1880. 

Vgl.  auch  Comptes  rendus  Bd.  81,  1875,  p.  1053;  Journal  de  Liouville  Novbr.  1876. 

Memoire  sur  la  röduction  des  equat.  diff.  lin.  aux  formes  integrables  1880—1883. 

***)  Verh.   d.  Gesellsch.   d.  W.   zu   Christiania,    1882,  1883  und  Februar  1875; 

Archiv  for  Math.  1882,  1883;  Math.  Ann.  Bd.  XXIV,  1884. 
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Kapitel  26. 
Die  allgemeine  projective  Gruppe. 
Die  Gleichungen: 

bestimmen,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  eine  Gruppe,  die  sogenannte 
allgemeine  projective  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit  x^-  ■  -  Xn.  Wir  wollen 
diese  wichtige  Gruppe,  welche  auch  die  Gruppe  aller  CoUineationen 
des  Raumes  x^---  Xn  heisst,  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  etwas  näher 
untersuchen,  indem  wir  unsere  Aufmerksamkeit  insbesondere  auf  ihre 
Untergruppen  richten. 

§  134. 
Die  {n  +1)^  Parameter  a  sind  nicht  alle  wesentlich,  es  treten 
ja  blos  ihre  Verhältnisse  auf;  einer  der  Parameter,  am  besten  a„_f.i,  „4.1 
kann  daher  gleich  1  gesetzt  werden.  Die  Werthe  der  Parameter  sind 
der  Beschränkung  unterworfen,  dass  die  Substitutionsdeterminante 
^  i  ^11  ■  ■  •  ^«+1,  w+i  nicht  gleich  Null  sein  darf;  denn  gleichzeitig  mit 

^^ — T  ^  oc  t)  sc  ^ 

derselben  würde   auch  die   Functionaldeterminante :   >   + -ött  •  •  •  -  a—- 

verschwinden. 

Die   identische   Transformation   ist  in  unserer   Gruppe    enthalten, 
sie  gehört  zu  den  Parameterwerthen : 

für  welche  sich  ja  x{  =  Xi  ergiebt.  In  Folge  dessen  erhält  man  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe,  indem  man  den  a^^  die 
Werthe 

(Zw  ==   1   -j-  OJyy  ,    an-{-i,  M-}-i  =   1 ,    Cljiiv  =  COfiv 

ertheilt  und  dabei  die  co  infinitesimale  Grössen  bedeuten  lässt.  So 
findet  man: 

X;=  l  Xr  +^'   CO^cvOC^c  +   C3n+l,v  \  l   1   " ^  Of,,n+lX^c  -\ ) 

oder  bei  Weglassung  der  Grössen  von  zweiter  und  höherer  Ordnung: 

n  n 

Xv    —  Xy  =^  ^u  CO/UV  X/ii  +  Wrt+l,  V  —  Xv  ^Ji  (OjLi^  n-\-l  ^fi  • 

1  1 

Setzt  man  hierin  alle  w^^v  mit  Ausnahme  eines  einzigen  gleich  Null, 
so  erkennt  man  nach  und  nach,  dass  unsere  Gruppe  die  n{n  +  2)  un- 
abhängigen infinitesimalen  Transformationen: 
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(^)  ä^'  ^'dx^^  ^'2j'^'dx. 


{i,  k  ==  1 


enthält. 

Bie  allgemeine  projective  Gruppe  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes 
x^- '  -Xn  enthält  daher  n (n  +  2)  wesentliche  Parameter  und  ist  von  in- 
finitesimalen  Transformationen  erzeugt.  Die  analytischen  Ausdrücke  der 
letzteren  verhalten  sich  für  jeden  PunM  des  Raumes  regulär. 

Für   tJ-    iverden    ivir    von    jetzt    ah    in    der    Hegel    Pi    schreiben. 

ex. 

Ausserdem   wollen  wir  in   diesem  Kapitel  der  Bequemlichkeit   wegen 
die  Abkürzungen: 

n 

XiPk  =  Tu,  Xi  ^k  Xkpk  ==  Pi 
1 
einführen.  Endlich  wollen  wir  noch  festsetzen,  dass  Sik  jedesmal  Null 
bedeuten  soll,  wenn  i  und  k  von  einander  verschieden  sind,  während 
dagegen  Su  den  Werth  1  haben  soll;  eine  Festsetzung,  die  wir  ge- 
legentlich schon  früher  gemacht  haben.  Auf  Grund  derselben  können 
wir  die  Relationen,  welche  sich  durch  Combination  der  infinitesimalen 
Transformationen  pi,  Tik,  Pi  ergeben,  folgendermassen  schreiben: 

n 

(PiPk)  =  0,  (PPk)  =  0,  (p^P,)  =  T,,+  6,,^  T.,,, 

(TikT^i^?)  =  £k/iiTiv  —  £viTuk' 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  diese  Relationen  ungeändert 
bleiben,  wenn  man  darin  nach  dem  Schema: 

/gN  Ph  Tik,   Pi 

Pi,-Tk„Pi 
die  J9t,  Tik  und  Pi  bezüglich  durch  die  unter  ihnen  stehenden  Ausdrücke 
ersetzt.    In  dieser  Weise  lässt  sich  also  die  allgemeine  projective  Gruppe 
holoedrisch  isomorph  auf  sich  seihst  hedehen. 

Man  könnte  vermuthen,  dass  es  eine  Transformation:  x[  =  Oi{x^  ■  ■  •  Xn) 
giebt,  welche  die  infinitesimalen  Transformationen: 

n 
Pi,     XiPk,      Xi  ^  XkPk 

1 
in  bezüglich: 

n 
fl?/^  XkPk,      —  Xk  pl,     Pi 

1 
überführt.     Eine  solche  Transformation  giebt  es  aber  nicht,  aus  dem  ein- 
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fachen  Grunde,  weil  die  n  infinitesimalen  Transformationen  pj  •••  ^„  eine 
w-gliedrige  iransitive  Gruppe  erzeugen,  während:  x^ZxkPk'-'Xn^XkPk 
eine  «-gliedrige  intransitive  Gruppe  erzeugen. 

Erst  im  nächsten  Abschnitte  werden  wir  die  volle  Bedeutung 
jener  wichtigen  Eigenschaft  der  projectiven  Gruppe  einsehen  lernen, 
wenn  der  Begriff  der  Berührungstransformation  und  insbesondere  der 
Dualität  eingeführt  werden  wird. 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

^-  CiiPl  +^hkT,k  +^:  C,P, 
1  /,  k  1 

unserer  Gruppe  ist  nach  Potenzen  von  x^-  -  •  Xn  entwickelt  und  enthält 
offenbar  nur  Glieder  von  nullter,  erster  und  zweiter  Ordnung  in  den  x. 
Mau  erkennt  leicht,  dass  die  Gruppe  n  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  nullter  Ordnung  in  den  x  enthält,  aus  denen 
sich  keine  infinitesimale  Transformation  von  erster  oder  zweiter  Ord- 
nung in  den  x  linear  ableiten  lässt.  Zum  Beispiel  sind  i^i---i?« 
n  solche  infinitesimale  Transformationen.  Daraus  folgt,  dass  die  all- 
gemeine projective  Gruppe  transitiv  ist. 

Ferner  giebt  es  n^  infinitesimale  Transformationen  von  erster 
Ordnung  in  den  Xi^  zum  Beispiel  alle  XiPk  =  Tik,  aus  welchen  sich 
keine  von  zweiter  Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Endlich  ergeben  sich 
noch  n  Transformationen  von  zweiter  Ordnung  in  den  x: 


X, 


■^  XkPk  =  Pi 


In  Uebereinstimmung  mit  dem  Satze  9  des  Kap.  15,  S.  264  sind  die 
Pi  paarweise  vertauschbar  und  ausserdem  erzeugen  die  Tik  mit  den  P^ 
zusammen  eine  Untergruppe,  in  welcher  die  Gruppe  der  P/  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Wie  man  sieht  und  wie  auch  aus  unserer  obigen  Bemerkung  über 
das  Verhältniss  zwischen  den  pi  und  P,  folgt,  sind  auch  die  pi  paar- 
weise vertauschbar  und  erzeugen  mit  den  Tik  zusammen  eine  Unter- 
gruppe, in  welcher  die  Gruppe  der  pi  invariant  ist. 

§  135. 

Für    die    wichtigsten    Untergruppen    der    allgemeinen    projectiven 

Gruppe  empfiehlt  es  sich   besondere  Namen  zu  benutzen.     Lässt  man 

in  dem  allgemeinen  Ausdruck  (1)  einer  projectiven  Transformation  den 

Nenner  sich  auf  1  reduciren,  so  erhält  man  eine  lineare  Transformation: 
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ic/=  aivXi  -]-..•-(-  ünvOCn  +  Cin+1,  v       (i'-^l  •  •  •  "); 

alle  Transformationen  von  dieser  Form  bilden  die  sogenannte  allgemeine 
lineare  Gruppe.  Die  infinitesimalen  Transformationen  derselben  haben 
wir  schon  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  angegeben;  sie  lassen 
sich  alle  aus  den  folgenden  n{n  -j-  1): 

linear  ableiten. 

Deutet  man  x^-  •  -  Xn  als  Coordinaten  in  einem  n-fach  ausgedehnten 
Räume  Mn  und  überträgt  die  Ausdrucksweisen  aus  dem  gewöhnlichen 
Räume,  so  kann  man  sagen,  dass  die  allgemeine  lineare  Gruppe  aus 
allen  projectiven  Transformationen  besteht,  welche  die  unendlich  ferne 
{n  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  oder  kurz  die  unend- 
lich ferne  ebene  Mn-i  invariant  lassen. 

Erinnert  man  sich  daran,  dass  bei  Ausführung  zweier  endlicher 
linearer  Transformationen  nach  einander  die  Substitutionsdeterminanten: 
^  dh  '^ii  *  •  ■  ^nn  sich  multipliciren,  so  erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass 
der  Inbegriff  aller  linearen  Transformationen,  deren  Determinante: 
2^  +  ö^ii  •  •  •  ann  gleich  1  ist,  in  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  eine 
Untergruppe  bildet  und  zwar  eine  invariante  Untergruppe,  welche  wir 
die  specielle  lineare  Gruppe  nennen  wollen.  Man  findet  leicht,  dass  als 
die  n(7i~\-l) — 1  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  der- 
selben die  folgenden  gewählt  werden  können: 

Ph   XiPk,   XiPi—XkPk        (i%^)- 

Beschränkt  man  sich  unter  allen  linearen  Transformationen  auf 
die  in  den  x  homogenen,  so  erhält  man  die  allgemeine  lineare  homogene 
Gruppe: 

Xv  =  aivXi  -J-   .  .  .  -f-  ttnvXn       (r  =  1  ■  ■  ■  n) , 

deren  infinitesimale  Transformationen  sämmtlich  die  Form:  ZhikXiPk 
besitzen  und  sich  daher  aus  den  n^  Transformationen  XiPk  linear  ab- 
leiten lassen.  Auch  diese  Gruppe  enthält  offenbar  eine  invariante 
Untergruppe,  die  specielle  lineare  homogene^  für  welche:  2;  +  «^i-  •  •  a„„ 
den  Werth  1  hat.  Die  n^  —  1  infinitesimalen  Transformationen  dieser 
letzteren  sind: 

XiPky  XiPi— XkPk     ('<^'); 

die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  betrefi'enden  Gruppe 
hat  daher  die  Form:  S  aikXiPk,  wo  die  n^  willkürlichen  Constanten 
Uik  nur  der  Bedingung  2;a/,  =  0  unterworfen  sind. 

Da  der  Ausdruck:  {xiPk,  ^JXjPj)  immer  verschwindet,  so  liegt  es 
auf  der  Hand,  dass  die  beiden  letztgenannten  Gruppen  systatisch  und 
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folglich  imprimitiv  sind.     In  der  That,  setzt  man: 


so  bekommt  man 


r         f         «lv2/l  H h  «„-1,  vVn-l  +  «nv 

n     == ' (r=:l  .  .  .  n  — 1). 

«l,n-l  ^1  +  •  •  •  +  «n_l,  n-1  Vn-X  +  «„,„-1 

Hieraus  geht  überdies  hervor,  dass  in  beiden  ^Fällen  die  y  durch  die 
(n^  —  l)-gliedrige  allgemeine  projective  Gruppe  der  (?^— l)-fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  y^-  -  •  yn-i  transformirt  werden.  Mit  dieser 
Gruppe  ist  daher  sowohl  die  allgemeine  als  die  specielle  lineare 
homogene  Gruppe  einer  l^-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  isomorph, 
doch  ist  der  Isomorphismus  natürlich  nur  für  die  specielle  lineare 
homogene  Gruppe  holoedrisch,  da  dieselbe  n^ ■ — 1  Parameter   enthält. 

Theorem  96.     Die  specielle  lineare  homogene  Gruppe: 

OCiPk,  XiPi  —  XkPk      ('•  ^  i-  =  1  •  •  • «) 

in  den  Veränderlichen  x^- -  -  Xn  ist  imprimitiv  und  holoedrisch 
isomorph  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  eitler  (n —  1)- 
faeh  ausgedehnten  Mannigfaltigheit 

Die  formell  einfachsten  ^infinitesimalen  Transformationen  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  sind  p^- •  •  Pn'-)  dieselben  erzeugen,  wie 
schon  bemerkt,  an  und  für  sich  eine  Gruppe:  die  Gruppe  aller  Trans- 
lationen: 

Xl  =  Xi  -\-  ai        (i  =  1  •  •  •  n) , 

die  offenbar  einfach  transitiv  ist. 

üeberhaupt  erzeugen  beliebige  m  infinitesimale  Translationen,  etwa 
JPi---Pm,  stets  eine  m-gliedrige  Gruppe.    Für  alle  diese  Gruppen  gilt: 

Satz  1.  Alle  m-gliedrigen  Gruppen  von  Translationen  sind  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven,  ja  sogar  schon  innerhalb  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt. 

Die  m  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  einer  solchen 
Gruppe  haben  nämlich  immer  die  Form: 


^  h,^vPv 


(^l  =  l■^^m), 


wo  nicht  alle  w^-reihigen  Determinanten  der  h^r  verschwinden. 

Wir  können  aber  sehr  leicht  zeigen,  dass  vermittelst  einer  linearen 
Transformation  neue  Veränderliche  ic/  •  •  •  Xn  eingeführt  werden  können, 
für  welche: 
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n 

P^c  =^^  ^,'^^vPv       (,«  =  1  • 


m) 


wird.   Es  ist  ja  jp^,  =  i\  ^-r  +  •  •  •  -\-  Pn  ^—r]  mithin  brauchen  wir  nur 
zu  setzen: 

.-^—r  =  0^ir       iv  =  l-  •  ■  n,  ^1  =  1  •  •  •  m), 

während    die    ^-7 —  •  •  •  ^—r     beliebig    bleiben.      Wir    können    diesen 
letzteren  solche  Werthe  ertheilen,  dass  die  Gleichungen: 


1  w«+l 

eine  Transformation  bestimmen,  und  diese  führt  dann  die  vorgelegte 
Gruppe  von  Translationen  in  die  Gruppe  p^-'-pm  über.  Hieraus  folgt 
unser  Satz  unmittelbar. 

Einen  zweiten  Beweis  desselben  Satzes  wollen  wir  wenigstens  andeuten. 
Wie  schon  oben  bemerkt,  lässt  die  allgemeine  lineare  Gruppe  die  unendlich 
ferne  ebene  Mn—i  invariant,  und  zwar  ist  sie  sogar  die  allgemeinste  projective 
Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit.  Nun  ist  jede  infinitesimale  Translation 
nach  einem  unendlich  fernen  Punkte  gerichtet  und  durch  diesen  vollständig 
bestimmt;  jede  m-gliedrige  Gruppe  von  Translationen  lässt  sich  daher  durch 
eine  m-fach  ausgedehnte  unendlich  ferne  ebene  Mannig faltigJceit  Mm  darstellen. 
Aber  zwei  unendlich  ferne  ebene  M^  können  stets  durch  eine  lineare 
Transformation,  welche  ja  die  unendlich  ferne  Ebene  invariant  lässt,  in 
einander  übergeführt  werden.  Folglich  sind  alle  m-gliedrigen  Gruppen  von 
Translationen  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  und  ebenso  innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt. 

Das  früher  angegebene  Entsprechen,  welches  zwischen  den  pi  und 
den  Pi  stattfindet,  liefert,  wie  wir  sogleich  zeigen,  den 

Satz  2.  Alle  m-gliedrigen  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen die  Form  UeiPi  hesitzen,  sind  imwrhalh  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  gleichberechtigt. 

Beim  Beweise  gehen  wir  davon  aus,  dass  zwei  Untergruppen  dann 
innerhalb  einer  Gruppe  Gr  gleichberechtigt  sind,  wenn  die  eine  ver- 
mittelst einer  Transformation  der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  in  die 
andere  übergeführt  werden  kann;  die  Untergruppen  haben  wir  uns 
dabei  als  ebene  Mannigfaltigkeiten  in  dem  Räume  ßj  •  •  •  e^  zu  denken, 
welcher  bei  der  adjungirten  Gruppe  transformirt  wird  (vgl.  Kap.  16, 
S.  280).  Schreiben  wir  jetzt  die  Transformationen  der  projectiven 
Gruppe  einmal  in  der  Reihenfolge  pi,  T^k,  Pi  und  dann  in  der  Reihen- 
folge Pj,  —  Tki,  Pi,  so  erhalten  wir  beide  Male  identisch  dieselbe  ad- 
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jungirte  Gruppe.  Da  aber  zwei  m-gliedrige  Gruppen  von  Translationen 
stets  durcli  die  adjungirte  Gruppe  in  einander  übergeführt  werden 
können,  muss  dies  auch  stets  mit  zwei  solchen  m-gliedrigen  Gruppen 
der  Fall  sein,  deren  infinitesimale  Transformationen  sich  aus  den  Fi 
linear  ableiten  lassen.  Ja  es  ergiebt  sich  sogar,  dass  zwei  ??i-gliedrige 
Gruppen  dieser  Art  schon  in  der  Gruppe  P,,  Tik  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind.     Damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 

§  136. 

Wir  betrachten  jetzt  nach  einander  die  allgemeine  projective 
Gruppe,  die  allgemeine  lineare  und  die  lineare  homogene  Gruppe,  und 
zwar  wollen  wir  untersuchen,  ob  invariante  Untergruppen  und  welche 
in  diesen  drei  Gruppen  enthalten  sind. 

Zunächst  die  allgemeine  projective  Gruppe.     Es  sei: 

n  n  n  n  n 

S  =^:  CCiPi  +  2-  ^  ßif^-  ^iPk  +^:  Vi  Xi^  X,pk 
1  11  11 

eine  infinitesimale  Transformation  einer  invarianten  Untergruppe; 
(pvS)  und  ip^i{prS))  sind  dann  nothwendig  auch  Transformationen 
derselben.  In  unserer  invarianten  Untergruppe  käme  daher  sicher  eine 
infinitesimale  Translation  U^ipi  vor.  Da  aber  innerhalb  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  alle  infinitesimalen  Translationen  mit 
einander  gleichberechtigt  sind,  müssen  sie  alle  vorkommen.  Weiter 
enthielte  die  Untergruppe,  weil  sie  invariant  ist,  nothwendig  alle  Trans- 
formationen: (pk,  XiUJxjPj),  oder  ausgerechnet: 


XiPk    ii%k),        XiPi  +  ^jXjPj. 


Addirt  man  die  n  Transformationen :  Xipi  -\-  UJ  XjPj  zu  einander,  so 
erhält  man:  (n -}- 1) U Xj pj ,  hieraus  Xipi  und  damit  überhaupt  alle  Xipk. 
Endlich  enthielte  die  invariante  Untergruppe  noch  alle  Transforma- 
tionen: (XiPi,  XiU^XkPk),  also  alle  XjUxkPk  und  wäre  daher  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  selbst  identisch.  Unser  erstes  Er- 
gebniss  ist  daher: 

Theorem  97.     Die   allgemeine  projective    Gruppe  in  n   Ver- 
änderlichen ist  einfach.*) 

Dementsprechend  ist  auch  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe: 

(4)  XiPk,  XiPi—  XkPk     ii^k) 

einfach. 


')  Lie,  Math.  Ann.,  Bd.  XXV,  S.  130. 


Projective  Gruppen.  561 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  mit  den  w^  infinitesi- 
malen Transformationen  Xipjc  enthält,  wie  wir  oben  sahen,  eine  in- 
variante Untergruppe  mit  n^ —  1  Parametern,  nämlich  die  eben  ge- 
nannte Gruppe  (4). 

Giebt  es  noch  eine  zweite  invariante  Untergruppe,  so  kann  die- 
selbe o£fenbar  die  Gruppe  (4)  nicht  umfassen,  ebensowenig  aber  kann 
sie  mit  derselben  infinitesimale  Transformationen  gemein  haben,  denn 
solche  würden  (vgl.  Satz  10  des  Kap.  15,  S.  264)  in  der  einfachen 
Gruppe  (4)  eine  invariante  Untergruppe  bilden.  Mit  Berücksichtigung 
des  Satzes  7,  Kap.  12,  S.  211  folgt  daher,  dass  eine  etwaige  zweite 
invariante  Untergruppe  nur  eine  infinitesimale  Transformation  enthalten 
kann  und  zwar  eine  von  der  Form: 


n  1  •  •  •  -n 

1  ^  \  1  / 


Dieselbe  muss  ausserdem  nach  Satz  11,  Kap.  15,  S.  264  mit  jeder 
Transformation  der  Gruppe  (4)  vertauschbar  sein,  woraus  folgt,  dass 
die  Transformation: 


^  CCikXiPk 
ik 


(J.,  =  o) 


innerhalb  der  Gruppe  (4)  ausgezeichnet  sein  muss.  Eine  solche  Trans- 
formation giebt  es  aber  nicht,  also  verschwinden  alle  an,  und  es  zeigt 
sich,  dass  x^p^-}-  •  -  -\-  XnPn  und  (4)  die  beiden  einzigen  invarianten 
Untergruppen  der  Gruppe  XiPk  sind. 

Theorem  98.  Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  XiPk 
in  n  Veränderlichen  enthält  nur  zwei  invariante  Untergruppen, 
nämlich  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe  und  die  ein- 
gliedrige Gruppe:  x^p^-}-  -  -  ■  -{-  XnPn- 

Nunmehr  gelingt  es  leicht,  alle  invarianten  Untergruppen  der 
allgemeinen  linearen  Gruppe  aufzustellen.     Es  sei: 


S=^ia,p,+^;^kß.-kX, 


Pk 


eine  Transformation  einer  solchen  Untergruppe.  Zugleich  mit  S  gehört 
dann  auch  (pjS)  der  invarianten  Untergruppe  an;  dieselbe  enthält 
daher  sicher  eine  Translation  und  wegen  Satz  1,  S.  558  enthält  sie 
alle.  Die  kleinste  invariante  Untergruppe  besteht  somit  aus  den  Trans- 
lationen selbst;  jede  andere  muss  ausser  den  Translationen  noch  eine 
Reihe  infinitesimaler  Transformationen  von  der  Form:  U^ U^a^kX-iPh 
enthalten.  Diese  letzteren  aber  erzeugen  augenscheinlich  eine  invariante 
Untergruppe   der  linearen  homogenen  Gruppe  XiPk.     Also  finden  wir: 
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Theorem  99.  Die  allgemeine  lineare  Gruppe:  pij  XiPk  enthält 
nur  drei  invariante  Untergruppen'-^),  nämlich  die  drei: 

Pi  Pi,(X^ilh+ \-  ^nPn  Pi,XiPk,XiPi—  XkPk        0"^^) 

mit  bezüglich  7i,  n-{-l  und  n^  -\-  n  —  \  Parametern. 

Bedienen  wir  uns,  wie  schon  mehrmals,  der  Terminologie,  welche 
beim  gewöhnlichen  Räume  gebräuchlich  ist,  so  können  wir  sagen:  die 
drei  invarianten  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  sind 
erstens  die  Gruppe  aller  Translationen,  zweitens  die  Gruppe  aller 
Aehnlichkeitstransformationen :  (x^  —  Xi^)Pi  +  '  *  '  +  (^«  —  Xn)pn  und 
endlich  die  allgemeinste  lineare  Gruppe,  welche  alle  Volumina  unge- 
ändert  lässt. 

§  137. 

Bevor  wir  dazu  übergehen,  die  grössten  Untergruppen  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  zu  bestimmen,  schicken  wir  eine  Bemerkung 
voraus,  welche  im  Folgenden  vielfach  Anwendung  finden  wird. 

Es  seien  Xj/"- ••  X,/ unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  Gr,  und  es  möge  eine  Schaar  von  cx)^-"^*— ^ 
infinitesimalen  Transformationen  derselben  durch  m  unabhängige  Gleich- 
ungen von  der  Form: 


(5)  ^jaKjej  =  0     ik= 


1 
bestimmt  sein.  Man  wisse  ferner  aus  irgend  einem  Grunde,  dass  unter 
den  infinitesimalen  Transformationen:  e^  X^f  -\-  ■-•-{-  Cr  Xr  f  dieser 
Schaar  keine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form:  e^X^f -{-  •• 
•  •  +  ßmXmf  enthalten  ist.  Dann  lässt  sich  zunächst  schliessen,  dass 
die  Gleichungen  (5)  nach  ßj  •  •  •  em  auflösbar  sind;  denn  setzt  man  in 
diesen  Gleichungen:  Cm+i  ==•••  =  e^  =  0,  so  muss  folgen:  e^  =  •  •  • 
=  e^  ==  0,  was  nur  eintritt,  wenn  die  Determinante:  ^  +  «n  •  •  •  ccmm 
nicht  verschwindet.  Wählt  man  daher:  6^+1-  •  •  ^r  beliebig,  doch  nicht 
alle  gleich  Null,  so  erhalten  e^  •  •  •  e^  bestimmte  Werthe,  und  die  Schaar 
enthäl't  somit  r  —  m  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 

Demnach  gilt  der 

Satz 3.  Wird  unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  Ue^Xifder 
r-gliedrigen  Gruppe:  X^f - --Xrf  durch  m  unabhängige  lineare  Gleichungen: 


^J(^kjCj  =  0      a-^ 


1  •  •  •  m) 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  XXV,  S.  130. 
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eine  Schaar  ausgeschieden,  ivelche  heine  infinitesimale  Transformation  von 
der  Form:  e^X^f  -\-  -  ■  -  -{-  e,nX„tf  iimfasst,  so  enthält  dieselbe  r  —  m  in- 
finitesimale Transformationen  von  der  Gestalt: 


X 


m+j+  ^rCjrXrf     0  =  1 


§  138. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wenden  wir  uns  speciell  zu  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe.  Die  Parameterzalil  n(n-{-2)  derselben 
bezeichnen  wir  zur  Abkürzung  mit  N  und  suchen  zunächst  alle  Unter- 
gruppen mit  mehr  als  N—n  Parametern,  also  alle  Gw-7n,  für  welche 
m<n  ist.  Diese  Fragestellung  hat  natürlich  nur  dann  einen  Sinn, 
wenn  die  Zahl  n  grösser  als  1  ist. 

Nach  einer  früheren  Bemerkung  (vgl.  Kap.  12,  Satz  7,  S.  211) 
hat  die  gesuchte  Gjv-m  mit  der  w-gliedrigen  Gruppe  p^-'-Pn  wenigstens 
n  —  ni  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein.  Also  ent- 
hält G^T_„^  jedenfalls  n  —  m  unabhängige  infinitesimale  Translationen. 
Enthält  sie  nicht  mehr  als  n  —  m,  so  können  wir  wegen  Satz  1 
annehmen,  dass  2'>m+i---Pn  diese  Translationen  sind,  während  keine 
Translation  von  der  Form:  e^p^ -{-■•-  -^  e,nPm  vorhanden  ist.  Aus 
dem  Satze  3  folgt  dann,  dass  eine  Transformation: 

vorkommt,  diese  aber  würde  mit  p>m+i  combinirt  ^^  ergeben,  was  ein 
Widerspruch  wäre.  In  unserer  G,y^„,  sind  daher  sicher  mehr  als  n  —  m,, 
etwa  n  —  q{q<m)  infinitesimale  Translationen  vorhanden,  wir  wollen 
annehmen:  Pq+i-  ■  •  p,n-  -  - Pn]   dagegen  kommt,   wenn   g>0   ist,   keine 

Translation    von    der    Form:    e^p^-l f-  e.^p^    vor.      Nun    giebt    es 

(vgl.  Kap.  12,  Satz  7,  S.  211)  in  der  G^-m  jedenfalls  eine  Trans- 
formation : 

^nOCnlh  -\ h   ^q+lX^+ip^  +  e^p^j  ~\ (-   CiPi, 

in  welcher  nach  dem  Vorhergehenden  die  A  nicht  alle  verschwinden 
können.  Durch  Combination  mit  einer  der  Translationen  p^^i-'-p^ 
ergiebt  sich  daher  mindestens  einmal  p^,  was  doch  ausgeschlossen  war. 
Die  Zahl  q  kann  daher  nicht  grösser  als  Null  sein,  es  ist  ^  =  0  und 
die  gesuchte  G^-m  umfasst  mithin,  wenn  m<n  ist,  alle  Translationen. 
Durch  vollständig  analoge  Betrachtungen  erkennt  man,  dass  die 
G^-m  (m  <  n)  alle  Transformationen  P,-  enthalten  muss.  Diese  Be- 
trachtungen stimmen  sogar  wörtlich  mit  den  eben  durchgeführten 
überein,  wenn  man  nur  die  pi,  Xipk,  P,- 4)ezüglich  durch  P,-,  —  XkPiy  Pi 
ersetzt  und  sich  auf  den  Satz  2,  S.  559  bezieht. 

36* 
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Unsere  CrN—m  enthält  demnach  alle  pi  und  zugleich  alle  P,-,  dann 
aber  enthält  sie,  wie  schon  früher  (auf  Seite  560)  gelegentlich  ge- 
zeigt wurde,  auch  noch  alle  XiPk  und  ist  daher  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  selbst  identisch.     Folglich: 

Theorem  100.  Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Mannig- 
faltigheit x^'  ' '  Xn  enthält  keine  Untergruppe  mit  mehr  als 
n{n  -\-  2)  —  n  =  n(n  -{-  1)  Parametern. 

§  139. 

Jetzt  handelt  es  sich  darum,  alle  in  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  enthaltenen  Untergruppen  mit  N — n  =  n(n-\-  1)  Parametern 
zu  bestimmen.  Um  diese  Aufgabe  vollständig  erledigen  zu  können, 
müssen  wir  eine  Reihe  verschiedener  Möglichkeiten  einzeln  behandeln. 

Zunächst  suchen  wir  alle  n{n  +  l)-gliedrigen  Untergruppen,  welche 
keine  infinitesimale  Translation  I^e^Pk  enthalten.  Nach  Satz  3,  S.  562 
ist  dann  sicher  eine  Transformation: 

n  11  n 

1  1  1 

vorhanden   und   ebenso   giebt  es  für  jeden  Werth   von   i  und  h  eine 
Transformation  von  der  Form: 

n 

T  =  {Xi  —  a>)Pk  +^J  ßikjPj- 
1 
Durch    Combination    der    beiden    infinitesimalen    Transformationen    ü 
und  T  ergiebt  sich  der  Ausdruck:  (ÜT)  =  —  ZJ ßikjpj^  und  da  unsere 
Gruppe  keine   infinitesimale  Transformation   von  dieser  Form  enthält, 
müssen  alle  ßikj  verschwinden. 

Endlich  giebt  es  noch  n  infinitesimale  Transformationen: 

Pi  +  ^^UPk 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt: 

n  n 

Pi=  i^i  —  Ccd^J  fe  —  CCj)Pj  +^  ^'kPk* 

•     1  1 

Combiniren  wir  P/  mit  U (Xk  —  cck) Pk  =  Uy  so  ergiebt  sich: 

n  n 

{TJPi)  =   {Xi  —    a^)  ^j  {Xj  —    ttj)  Pj   —^   ^ikPky 
1  1 

SO  dass  alle  8ik  verschwinden. 

In  der  gesuchten  n(^n  -\-  l)-gliedrigen  Untergruppe  müssen  daher 
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die  folgenden  w(w+  1)  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
vorkommen: 


(6)  {Xi  —  a^pk,  {oci  —  cci)^j  (xj  —  aj)  pj 


{i,k  =  l-  ■  •«). 


Man  überzeugt  sich  leicht  durch  paarweise  Combination,  dass  diese 
infinitesimalen  Transformationen  auch  wirkhch  eine  n  {n  +  l)-gliedrige 
Gruppe  erzeugen.  Dies  folgt  übrigens  auch  daraus,  dass  die  infini- 
tesimalen Transformationen  (6)  alle  den  im  Endlichen  gelegenen  Punkt 
Xi  ==  ai  invariant  lassen.  Sie  sind  nämlich  von  einander  unabhängig 
und  n{n-{-l)  an  der  Zahl,  das  heisst  also  geradesoviel,  als  es  in  der 
^i(w  +  2)-gliedrigen  projectiven ,  Gruppe  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  giebt,  welche  den  Punkt  Xi  =  ai  invariant  lassen. 
Nach  Satz  2,  S.  205  erzeugen  daher  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (6)  eine  ?^(>^  +  l)-gliedrige  Gruppe. 

Jede  w(n-[- l)-gliedrige  projective  Gruppe  des  i?„,  in  welcher 
keine  infinitesimale  Translation  EßkPk  vorkommt,  besteht  somit  aus 
allen  projectiven  Transformationen,  welche  einen  im  Endlichen  ge- 
legenen Punkt  festhalten. 

Hätten  wir  in  der  obigen  Rechnung  überall  bezüghch  P,-,  —  Xtpu, 
Pi  an  Stelle  von  pi,  XkPiy  Pi  geschrieben,  so  hätten  wir  alle 
;^(^jj_|_  l^gliedrigen  Untergruppen  gefunden,  welche  keine  infinitesimale 
Transformation  Ze^Pk  enthalten.  Wir  können  daher  gleich  die  be- 
treffende Vertauschung  in  den  Ausdrücken  (6)  vornehmen  und  er- 
halten so: 

n  n 

XkPl  +  CiiPk,  pl  +  Ki^j  XjPj  +^J  (^ji^jPl  +  f^iPj)  ■ 
1  1 

Hier  darf  das  Glied  Uaj(xjPi+  aiPj)  ohne  Weiteres  weggelassen 
werden,  und  es  ergiebt  sich  daher  als  allgemeine  Form  der  n(n-\-^y 
gliedrigen  Untergruppen,  welche  keine  Transformation  EßkPk  enthalten, 
die  folgende: 

n 

(7)  pi  +  ai'^j  XjPj,    Xi'Pk  +  cckPi. 

1 

Dass  diese  infinitesimalen  Transformationen  eine  Gruppe  erzeugen, 
folgt  aus  ihrer  Herleitung,  man  könnte  es  natürlich  auch  direkt  be- 
stätigen. 

Verschwinden  alle  «^,  so  haben  wir  die  schon  früher  besprochene 
allgemeine  lineare  Gruppe,  welche  die  unendlich  ferne  ebene  Mn—i 
invariant  lässt.  Es  liegt  daher  die  Vermuthung  recht  nahe,  dass  im 
allgemeinen  Falle,  wo  nicht  alle   ai  gleich  Null  sind,  ebenfalls  eine 
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ebene  J/„_i:   ^1^1+  -  ■  -  +  KXn  +  A  =  0   existirt,   welche   alle   infini- 
tesimalen Transformationen  (7)  gestattet. 

Durch  Ausführung  der  infinitesimalen  Transformationen:  pi-^aiSXjPj 
ergeben  sich  für  die  A^  folgende  Bedingungen: 


A; 


'  "l"  ^'\S'  ^^^■'  =  0  ==  Xi—  aiX. 


Die  Grösse  A  darf  daher  jedenfalls  nicht  verschwinden  und  kann  gleich  1 
gesetzt  werden;   giebt  es   also  überhaupt  eine  invariante   ebene  Mn-i, 

so   kann   dieselbe  nur   die  Form   haben:    a^x^  + \-  anXn-{-  1=0. 

In    der    That    gestattet    diese    letztere    auch  noch  die  infinitesimalen 
Transformationen:  XiPk  +  o^kPi-  * 

Jede  Untergruppe  (7)  lässt  daher  eine  ebene  Mn-i  des  i?„  in- 
variant und  ist  ausserdem  die  allgemeinste  projective  Gruppe  des  7?„, 
welche  die  betreffende  ebene  Mn-i  in  Ruhe  lässt.  Jede  weitere 
infinitesimale    projective     Transformation,    welche    die    ebene    Mn-i: 

«1^1  H h  ««^«  +  1  =  0  invariant^  Hesse,  könnte  nämlich  die  Form 

erhalten : 

n  n  n 

"^  ekl\  =  ^  ekXk^i  Xipi. 
1  1  1 

Führt  man  aber  diese  infinitesimale  Transformation  auf  die  Mn-i  aus 
so  ergiebt  sich: 

^  ekXk^i  aiXi  =  0  ==  —  ^  CkXkj 
1  1  1 

woraus:  e^  =  -  •  •  6^  =  0. 

Enthält  also  eine  m(w  +  l)-gliedrige  projective  Gruppe  des  Bn 
keine  infinitesimale  Transformation  UCkPk,  so  besteht  sie  aus  allen 
projectiven  Transformationen,  welche  eine  nicht  durch  den  Coordinaten- 
anfang  gehende  ebene  Jf„_i  invariant  lassen. 

Aus  den  bisherigen  Resultaten  können  wir  durch  eine  einfache 
Transformation  noch  einige  andere  herleiten,  welche  uns  weiterhin  von 
Nutzen  sein  werden.  Verlegen  wir  nämlich  den  bisherigen  Coordinaten- 
anfaug  durch  die  Collineation: 


1  X.;  oc^ 

ins  Unendliche,  so  erhalten  wir: 


•^1         ^1  00, 


und  also: 


Xk 
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n 

i?;  =  —  x,^i  XiPi  =  —  p„ 
1 

n 

;>/  =     —    Xk^^i   XiPi  ==     -     Pk  (^-  =  2  .   .   .   «). 


Desgleichen  ergiebt  sich: 

n 
X^  ^-   X'll)'i    ==    —  i^l  ;        X^  'Pk    =    —  Pk  (*  =  2  .  .  .  «) , 

1 
wie  ja  überhaupt  bei  Einführung   der  x   jede  infinitesimale  projective 
Transformation  in  eine  ebensolche  übergeht  (vgl.  Kap.  4,  Satz  4,  S.  81). 

Wir  sehen  hieraus:  unsere  Collineation  (7')  verwandelt  jede  n{n-{-iy 
gliedrige  projective  Gruppe,  in  welcher  keine  infinitesimale  Transfor- 
mation UßkPk  vorkommt,  in  eine  solche,  welche  keine  Transformation 

^i2^i+^2^2äH \-enXnPi    enthält.     Ebenso    geht  jede   von    allen 

UejcPk   freie   projective   Gruppe  in   eine   über,  welche  keine  Transfor- 
mation: CiPi  +  e2^i_P2+  •  •  •  +  enX^Pn  enthält. 

Giebt  es  daher  in  einer  riO^+ l)-gliedrigen  projectiven  Gruppe 
keine  infinitesimale  Transformation:  e^p^-\-  e^x^p^+  -  -  -  +  ßnXnP^y  so 
besteht  diese  Gruppe  aus  allen  projectiven  Transformationen,  welche  eine 
gewisse  ebene  M^-i  invariant  lassen.    Giebt  es  dagegen  in  der  Gruppe 

keine  infinitesimale  Transformation:  e^P^  +  e^x^p.^  + \-  CnX^pny  so 

besteht   sie  aus   allen  projectiven  Transformationen,   welche  einen  ge- 
wissen Punkt  invariant  lassen. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  besitzt  die  Eigenschaft,  jeden 
Punkt  des  E„  in  jeden  andern  und  jede  ebene  Mn-i  in  jede  andere 
überführen  zu  können.  Daraus  geht  hervor,  dass  jede  n{n+l)- 
gliedrige  projective  Gruppe  des  i?„,  welche  einen  Punkt  invariant  lässt, 
mit  jeder  andern  Gruppe  derselben  Art  innerhalb  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  lln  gleichberechtigt  ist  und  dass  ebenso  jede 
.^i(^_|_  l)_gliedrige  projective  Gruppe  des  Bn,  welche  eine  ebene  Mn-i 
invariant  lässt,  mit  jeder  andern  projectiven  Gruppe  dieser  Art  gleich- 
berechtigt ist. 

Nunmehr  endlich  können  wir  daran  gehen,  alle  n{n+  l)-gliedrigen 
projectiven  Gruppen  des  Pn  aufzusuchen. 

Da  wir  alle  derartigen  Gruppen  kennen,  welche  keine  Trans- 
lationen enthalten,  bleibt  nur  übrig,  diejenigen  zu  finden,  in  welchen 
infinitesimale  Translationen  auftreten.  Wir  setzen  voraus,  dass  es 
deren  gerade  q  unabhängige  giebt,  etwa  pn-- - Pn-q-\-iy  tlass  also,  wenn 
j^_g>0  ist,  keine  Translation  von  der  Form:  e^p^A---  -]- Cn-^Pn-q 
vorhanden  ist. 
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In  unserer  Gruppe  ist  dann  sicher    eine  infinitesimale    Transfor- 
mation von  der  Form: 

<?                             n—q 
(8)  ^l  Xn-.,+i  ^k   XaPk  +   C',p,-] 1-  en~,Pn-q 

1  1 

vorhanden,  wenn  nur  die  Anzahl  (n~q){q-{-l)  der  in  dieser  infini- 
tesimalen Transformation  enthaltenen  Glieder  grösser  ist  als  n. 

Dies  ist  nur  der  Fall,  wenn  (n  ~  q)(q -{- 1) —  n  =  q(n  —  q  —  \) 
grösser  als  Null  ist,  woraus  folgt,  dass  wir  von  den  Fällen  q  =  n  —  l 
und  q  =  n  zunächst  absehen  müssen.  Setzen  wir  aber  q  kleiner  als 
n  —  1  voraus  und  combiniren  die  Transformation  (8),  in  welcher  offenbar 
die  Xik  nicht  alle  verschwinden,  mit  jeder  der  vorhandenen  Translationen 
Pn-q-\-i  ■  ■  'Pny  SO  crhalteu  wir  unter  allen  Umständen  eine  nicht  identisch 

verschwindende  Transformation  von  der  Form  ^iPi+ 1-  ^n-qPn~q 

und  das  ist  ein  Widel-spruch.  Die  Zahl  q  kann  daher  nicht  kleiner  als 
n  —  1  sein. 

Enthält  also  eine  n(n  +  1)-  gliedrige  projective  Gruppe  eine  in- 
finitesimale Translation  Eej,pk,  so  enthält  sie  mindestens  7i  —  1  un- 
abhängige Translationen. 

In  diesem  Resultate  können  wir  wieder,  wie  schon  so  oft,  die  pi 
durch  die  P,-  ersetzen  und  finden,  dass  es  in  jeder  Gruppe  der  ge- 
nannten Art  sicher  n—1  unabhängige  Transformationen  HekFk  giebt, 
sobald  nur  eine  einzige  von  dieser  Form  vorhanden  ist. 

Jetzt  suchen  wir  alle  ?^(>^  +  1) -gliedrigen  projectiven  Gruppen 
mit  gerade  n  —  1.  unabhängigen  infinitesimalen  Translationen  ZekPk, 
etwa  mit  p^  •  •  •  pn-  Keine  solche  Gruppe  kann  eine  Transformation  von 
der  Form 

e^p,  +  e^x.,p,  +  •  •  •  +  enXnP^ 

enthalten,  denn  durch  Combination  mit  p^- -  -  Pn  ergäbe  sich  ^^ ,  was 
ausgeschlossen  ist.  Nach  dem  Früheren  gehören  daher  alle  diese 
Gruppen  unter  die  Kategorie  derjenigen  n{n  -{-  1)  -  gliedrigen  pro- 
jectiven Gruppen,  welche  eine  ebene  ifcf„_i  invariant  lassen.  Entsprechend 
ergiebt  sich,  dass  jede  w  (?^  +  1)  -  gliedrige  Gruppe,  welche  gerade 
n—1  unabhängige  Transformationen  2JekPk  enthält,  einen  Punkt 
invariant  lässt. 

Noch  bleiben  die  n(n  +  1)-  gliedrigen  projectiven  Gruppen  zu 
bestimmen,  welche  alle  n  Translationen  Pi  -  •  - Pn  enthalten.  Die  P, 
können  nicht  ausserdem  noch  sämmtlich  auftreten,  weil  sonst  die 
Gruppe  mit  der  projectiven  Gruppe  selbst  zusammenfiele. 
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Es  giebt  daher  nach  dem  Früheren  nur  zwei  Möglichkeiten: 
entweder  ist  gar  keine  Transformation  U  ek  Pk  vorhanden  oder  es 
treten  deren  n  —  1  unabhängige  auf.  Beide  Fälle  sind  schon  oben 
erledigt. 

Damit  ist  unsere  Untersuchung  zum  Abschluss  gebracht.  Das 
Ergebniss  ist  folgendes: 

Theorem  101.  Die  grössten  Untergruppen  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  einer  n-fach  ausgedehnten  Mannig faltig- 
keit  enthalten  w(n+l)  Parameter.  Jede  solche  Untergruppe 
besteht  entweder  aus  allen  projectiven  Transformationen, 
welche  eine  ebene  Mn—i  oder  aus  allen,  tvelche  einen  PunJct  in- 
variant lassen.  Im  ersten  Falle  ist  sie  innerhalb  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  ■  mit  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  pi,  XiPk  gleichberechtigt,  im  zweiten  Falle  mit  der 
Gruppe  XiPk,  Pk-*) 

Weil  die  Gruppen  der  einen  Kategorie  aus  denen  der  andern 
durch  Vertauschung  von  pi,  XiPk,  Pi  mit  Pi,  —  XkPi,  pi  hervorgehen, 
sind  alle  n  (n  +  1)  -  gliedrigen  Untergruppen  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  mit  einander  holoedrisch  isomorph.  Aus  dem  Vorher- 
gehenden folgt  überdies  der 

Satz  4.  Die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Baumes  x^-  •  -  Xn 
lässt  sich  derart  auf  sich  selbst  isomorph  beziehen,  dass  die  grösste  Unter- 
gruppe, welche  einen  Punlct  invariant  lässt,  jedesmal  der  grössten  Unter- 
gruppe entspricht,  welche  eine  ebene  Mn—i  invariant  lässt. 

Ist  w  =  1,  so  fällt  der  Unterschied  zwischen  Punkt  und  ebener 
Mn—i  fort;  die  allgemeine  dreigliedrige  projective  Gruppe  der  ein- 
fachen Mannigfaltigkeit  enthält  daher  nur  eine  Kategorie  von  zwei- 
gliedrigen Untergruppen,  und  diese  sind  in  der  dreigliedrigen  alle  mit 
einander  gleichberechtigt. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  eines  n-hch.  ausgedehnten 
Raumes  enthält  nach  den  früheren  Entwickelungen  n(n  -{-  1)  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  die  einen  vorgelegten  Punkt 
in  Ruhe  lassen,  und  zwar  erzeugen  dieselben  eine  Untergruppe,  die  in 
keiner  grösseren  Untergruppe  enthalten  ist.  Hieraus  folgt  (Kap.  24, 
Theor.  91,  S.  521),  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe  primitiv  und 
umsomehr  asystatisch  ist. 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  XXV,  S.  130. 
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§  140. 

Wir   schliessen  hieran  einige   allgemeine   Betrachtungen  über  die 
Bestimmung    aller    Untergruppen    der    allgemeinen    linearen    Gruppe 

Pi,  OCiPk  ih  k=l---n)    des    Rn. 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  einer  linearen  Gruppe 
des  Rn  lässt  sich  schreiben: 


(9) 


^  aikXiPk  +^"  hi^iPi  —  ^nPn)  + 


ik 


-\-  c^k  XkPk  +^k  dkPk . 
1  1 

Combinirt   man   zwei  infinitesimale   Transformationen    von   dieser  Ge- 
stalt mit  einander,  so  erhält  man  eine  Transformation 

/  ^  k  w— 1  n  n 

^AikXiPk  +^   BiioCiPi  —  XnVr)   +  C^  XkPk  +^   I>kPk, 
ik  1  1  1 

in  welcher  die  Aiky  Bi  und   (7(0=0)   nur   von  den  aik,  hi  und  den  c 
abhängen.     Folglich  ist  die  verkürzte  infinitesimale  Transformation 

/ $  k  n—1  n 

(10)  ^  a,kXiPk  +^  hii^iPi  —  XnPn)   +  c'Sl  XkPk 

ik  1  1 

ihrerseits   die   allgemeine   infinitesimale  Transformation   einer  linearen 
homogenen  Gruppe  in  ^^  •  ■  •  Xn. 

Wir  erkennen  hieraus,  dass  das  Problem,  alle  Untergruppen  der 
allgemeinen  linearen  Gruppe  zu  bestimmen,  sich  in  zwei  Probleme  zer- 
legt, welche  nach  einander  erledigt  werden  müssen.  Zuerst  sind  alle 
Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  ^r^p^  (/, *=!•••  w) 
aufzusuchen;  sodann  müssen  zu  den  infinitesimalen  Transformationen 
jeder  der  gefundenen  Gruppen  in  allgemeinster  Weise  Glieder  U  ßkPk 
hinzugefügt  werden,  so  dass  man  wieder  eine  Gruppe  erhält.  Ist  also 
Xj/"-  •  •  Xrf  eine  der  gefundenen  linearen  homogenen  Gruppen,  so  hat 
man  alle  Gruppen  von  der  Form 

n  n 

Xkf  +^i  CCkiPi  ,  ^   ßiiäPi 

1  1 

(A;  =  1  .  •  .  r ,     ^  =  1  •  •  •  //i ,     m  ^n) 

zu  bestimmen. 

Ueber  die  weitere  Behandlung  dieser  beiden  reducirten  Probleme 
wollen   wir  hier  nichts  weiter  sagen;   wir  verweisen  vielmehr  auf  den 
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dritten  Abschnitt,  der  ausfülirliche  Untersuchungen  über  die  pro- 
jectiven  Gi-uppen  der  Ebene  und  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes 
bringen  wird. 

Dagegen  wollen  wir  nicht  unterlassen,  auf  die  geometrische  Be- 
deutung aufmerksam  zu  machen,  welche  die  eben  besprochene  Zer- 
legung des  betreffenden  Problems  hat. 

Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke  die  Gruppe  (9)  erweitert, 
indem  wir  wie  in  Kap.  25,  S.  524  ff.  die  x  als  Functionen  einer  Hülfs- 

veränderlichen  t  ansehen   und  die  Differentialquotienten  -j^  =  x-'  mit- 

dt 

nehmen.     Dabei  ergiebt  sich  die  Gruppe: 

^  aikXiPk  +^  h(XiPi  —  XnPn)  +  C^  Xk^k  +^  dkPk  + 
+  ^  ClikXlpk    +^hi(x[pi    —  XnPn)  +  C^  Xk  Pk  y 

in  welcher  die  Glieder  in  den  x/  an  und  für  sich  eine  Gruppe  be- 
stimmen, nämlich  genau  die  oben  gefundene  Gruppe  (10).  Nun  aber 
können  die  x/,  wie  wir  a.  a.  0.  gesehen  haben,  als  homogene  Coordi- 
naten  der  Richtungen  durch  die  Punkte  x^  -  •  ■  Xn  des  jR„  aufgefasst 
werden.  Dass  die  xf  bei  der  obigen  Gruppe  für  sich  transformirt 
werden,  bedeutet  daher  nichts  anderes,  als  dass  parallele  Gerade  bei 
jeder  linearen  Transformation  der  x  in  ebensolche  Gerade  übergehen; 
die  Richtungen,  welche  ein  bestimmtes  Werthsystem  x[  den  sämmt- 
lichen  Punkten  des  i?„  zuordnet,  sind  ja  mit  einander  parallel.  Jedes 
Bündel  von  Parallelgeraden  liefert  aber  einen  ganz  bestimmten  Punkt 
auf  der  unendlich  fernen  ebenen  lf„_i  des  i?„,  also  Immen  x(  -  -  •  Xn 
geradem  als  homogene  Coordinaten  der  Punkte  auf  der  unendlich  fernen 
ebenen  Mn—i  gedeutet  werden  und  die  Gruppe: 

(11)  ^  aikxlpk  -f  ^  hi  (xlpl  -  x;p:)  +  e^  xlpk 

giebt  daher  einfach  an,  wie  die  unendlich  fernen  Punkte  des  11^  von 
der  Gruppe  (9)  transformirt  werden.  Dabei  ist  noch  zu  bemerken, 
dass  die  infinitesimale  Transformation  EXkPk  alle  unendlich  fernen 
Punkte  stehen  lässt,  dass  also  diese  Punkte  von  der  zuletzt  geschrie- 
benen Gruppe  gerade  so  transformirt  werden,  als  wäre  c  gleich  Null. 
Jetzt  haben  wir  den  innern  Grund  für  die  oben  angegebene  Zer- 
legung des  Problems,  alle  linearen  Gruppen  des  i^„  zu  bestimmen.  Die 
betreffenden  Gruppen  sind  dabei  einfach  in  Classen  eingetheilt  ge- 
dacht, und  in  jede  Classe  sind  alle  Gruppen  gerechnet,  für  welche  die 
Gruppe  (11)  dieselbe  ist,  welche  also  die  unendlich  fernen  Punkte 
des  B.n  in  gleicher  Weise  transformiren.  (Vgl.  hierzu  Theorem  40, 
S.  233). 
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§  141. 
Um  wenigsteDS  eme  Anwendung  der  eben  entwickelten  allgemeinen 
Betrachtungen  zu  geben,  wollen  wir  alle  linearen  Gruppen  des  Bn  be- 
stimmen, welche  die  unendlich  fernen  Punkte  des  Rn  in  möglichst 
allgemeiner  Weise  transformiren.  Für  alle  diese  Gruppen  hat  die  zu- 
gehörige Gruppe  (11)  die  Form 

WOZU  unter  Umständen  noch  die  Transformation  x^ p^  _[_...  -|-  XnPn 
treten  kann,  welche  die  unendlich  fernen  Punkte  alle  einzeln  stehen 
lässt.  Die  unendlich  fernen  Punkte  werden  demnach  (n^ —  l)-gliedrig 
transformirt  und  zwar  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  eines 
{n — l)-fach  ausgedehnten  Raumes. 

Jede  der  gesuchten  Gruppen  muss  n^  —  1  infinitesimale  Trans- 
formationen enthalten,  aus  denen  keine  solche  linear  abgeleitet  werden 
kann,  welche  alle  unendlich  fernen  Punkte  invariant  lässt,  also  keine, 
welche  die  Form:  y  Uj  XjPj  -\-  2Jk  yi^p^  besitzt.  Die  Gruppe  enthält 
daher    sicher   n'^ — 1  infinitesimale  Transformationen    von   der  Form: 


(12) 


XiPk   +  CCik^j  Xj  Pj  +^vßikvPv  ('  ^  *) 

1  1 

n  n 

XiPi  —  XnPn  +  CCj  ^j  Xj Pj  +^  ßivPv  • 


Ausserdem  können  noch  eine  oder  mehrere  infinitesimale  Transforma- 
tionen von  der  Form:  yE}XjPj-\-  Uvy^p^  auftreten. 

Enthält  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Art  eine  Translation,  so 
enthält  sie  dieselben  alle.  Ist  nämlich  p^  +  <^2P2  +  •  •  •  +  enPn  die  be- 
treffende Translation,  so  combiniren  wir  dieselbe  mit 


,Pk  +  CClk^J  XjPj  +^v  ßikv  P. 


(A  = 


und  erhalten  auf  diese  Weise  P2  -  '  •  Pn  und  somit  alle  pi. 

Zunächst  wollen  wir  daher  annehmen,  dass  alle  Translationen 
auftreten.  Giebt  es  dann  noch  die  Transformation  U  XjPjj  so  haben 
wir  die  allgemeine  lineare  Gruppe  selbst.  Ist  dagegen  die  Trans- 
formation H  XjPj  nicht  vorhanden,  so  erhalten  wir  durch  Combination 
der  Transformationen  (12),  in  welchen  wir  vorher  die  ßikv  und  ßi^  gleich 
Null  setzen  können: 

(n  n  \ 

Xi  Pk  +   (^ik^J  XjPj,  XkPi  +  ^ki^j  XjPj  \  =  XiPi  —  XkPky 
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so  dass  also  die  a-,  alle  Null  sind.     Ausserdem  aber  kommt: 


/    Xi'^i   —   XkVky    Xi'Pk   +    (^ik  ^-    '^iVj   I 


"^XiW. 


Die  betreffende  Gruppe  ist  also  die  specielle  lineare. 

Giebt  es  in  der  gesuchten  Gruppe  gar  keine  Translation^  da- 
gegen aber  eine  Transformation 

n  n  n 

(13)  ^j  XjPj  +^v  y,p,  =^j  (xj  +  yj)pj , 

1  1  1 

so  können  alle  a^k  und  alle  «^  gleich  Null  gesetzt  werden.  Schreiben 
wir  noch  die  infinitesimalen  Transformationen  (12)  in  der  Form: 

n 
{^i  +  yi)Pk  +^^  ß'ikvPv  ('■  ^  ^■) 

1 

n  * 

(oCi  +  yi)pi  —  {Xn  +  yn)Pa  +  ^'  ß'^^P^  > 

1 

SO  erkennen  wir  durch  Combination  mit  U  (xi  +  y^jpi  sofort,  dass 
alle  ß'ikv  und  /3,>  verschwinden  und  finden  also  die  Gruppe: 

{Xi  +  y>)Pk         {i,k^l---n). 

Tritt  endlich  auch  keine  Transformation  von  der  Form  (13)  auf, 
so  ergiebt  sich  zunächst  aus  (12)  diych  Combination,  dass  alle  aik  und 
«j  gleich  Null  sind.     Weiter  kommt: 

(n  n  \ 

XiPk  +^vßikrPv,  XkPi  +^'  ßkivPv  J   =   XiPi  —  XkPk  +  ßikkPi   —   ßkiiPk, 

sm: 

(Xi  +  ßikk)Pi  —  {Xk  +  ßkii)Pk,  XiPk  +^ßikvPv\  == 

=  2  XiPk  +  2ßikkPk  —  ßikiPi, 
so  dass  alle  ßikv  verschwinden  mit  Ausnahme  der  ßikk  und  ßkuj   durch 
welche  sich  auch  die  ft^  ausdrücken. 

Ist  nun  »*>2,  so  könnte  ßikk  mit  Iz  variiren;  das  ist  jedoch 
nicht  der  Fall.     Ersetzen  wir  nämlich  in 

{Xi  +  ßikk)Pi  —  (Xk  +  ßkidPk 

i  und  Ic  einmal  durch  hj  j^  dann  durch  j,  i  und  addiren  die  erhaltenen 
drei  infinitesimalen  Transformationen  zusammen,  so  muss  die  Summe 
verschwinden,  weil  Translationen  nicht  auftreten  dürfen.  So  erhalten 
wir:  ßikk  =  ßijj  u.  s.  w.  Schreiben  wir  daher  für  ßikk  kurz  ft,  so  haben 
wir  die  Gruppe: 

{xi  +  ß;)Pk,  {xi  +  ßi)p,~~{xk  +  ßk)Pk  i'><^)- 


und  ausserdem: 


(' 
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Damit  sind  alle  Fälle  erledigt.  Indem  wir  noch  in  den  beiden 
letzten  Gruppenformen  bezüglich  x,  +  y^  und  Xi  +  ß^  als  neues  Xi  ein- 
führen, können  wir  unser  Resultat  zusammenfassen  wie  folö-t: 

o 

Theorem  102.  Die  allgemeine  lineare  Gruppe  in  n  Ver- 
änderlichen enthält  nur  drei  verschiedene  Arten  von  Unter- 
gruppen, welche  ebenso  wie  die  Gruppe  seihst  die  Punlcte  der 
unendlich  fernen  Ebene  (n^  —  1)  -  gliedrig  transformiren:  es 
sind  dies  erstens  die  specielle  lineare  Gruppe  und  ziveitens  alle 
mit  den  beiden  homogenen  Gruppen 

OCiPk'^  XiPk,   XiPi  —  XkPk     ii  ^  *) 

gleichberechtigten  Untergruppen."^) 

Hier  haben  wir  also  eine  charakteristische  Eigenschaft,  welche 
allen  diesen  uns  schon  bekannten  Gruppen  gemeinsam  ist.  Dagegen 
sind  die  Unterscheidungsmerkmale  der  betreffenden  vier  Gruppen  kurz 
die  folgenden:  Die  allgemeine  lineare  Gruppe  lässt  die  Verhältnisse 
aller  Volumina,  die  specielle  lineare  Gruppe  lässt  alle  Volumina  in- 
variant. Die  allgemeine  und  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 
unterscheiden  sich  bezüglich  von  der  allgemeinen  und  der  speciellen 
linearen  dadurch,  dass  sie  noch  den  Punkt  Xi  =  0  invariant  lassen. 

§  142. 

Wir  haben  zu  Anfang  des  vorigen  Paragraphen  gesehen,  dass  die 
Bestimmung  aller  linearen  Gruppen  des  jR„  wesentlich  gefördert  ist, 
sobald  alle  linearen  homogenen  Gruppen  des  jR„  bestimmt  sind.  Dieses 
letztere  Problem  zu  erledigen,  hat  keine  besondere  Schwierigkeit,  wenn 
man  alle  projectiven  Gruppen  des  B„^i  kennt.  Das  wollen  wir  jetzt 
noch  zeigen. 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  des  i?„:  Xipk  (/,i  =  i-«) 
enthält,  wie  wir  wissen,  eine  invariante  Untergruppe  mit  n^  —  1  Para- 
metern, nämlich  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 

00i2hf  XiPi  —   XkPk  iU^  =  i-  •  -n,    i>7c). 

Diese  letztere  ist  gleichzusammengesetzt  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  des  i?,,_i,  ihre  Untergruppen  lassen  sich  daher  sofort 
hinschreiben,  wenn  alle  projectiven  Gruppen  des  Rn-i  bekannt  sind 
(vgl.  darüber  das  nächste  Kapitel).  Darnach  findet  man  die  Unter- 
gruppen der  Gruppe  XiPk  durch  die  folgenden  Ueberlegungen  : 

*)  Lie,  Archiv  for  Math,  og  Nat.  Bd.  IX,  S.  103  und  104,  Christiania  1884. 
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Eine  r-gliedrige  Untergruppe  Gr  der  Gruppe  XiPk  ist  entweder 
zugleich  in  der  Gruppe  XiPk,  oCiPi — XkPk  (*<^')  enthalten  oder  sie  ist 
dies  nicht.  Im  ersten  Falle  wäre  sie  schon  bekannt,  im  zweiten  hätte 
sie  aber  nach  Satz  7,  S.  211  mit  der  speciellen  linearen  homogenen 
Gruppe  eine  Gr—i  gemein.  Um  daher  alle  linearen  homogenen  Gr  der 
zweiten  Art  zu  finden,  brauchen  wir  nur  zu  jeder  Gr—ii  X^f-'-Xr—if  der 
Gruppe  XiPkj  XiPi — XkPk  C^'^*)  eine  infinitesimale  Transformation  von 
der  Form 

n  1  ■•  •  n 

Y  f  =^  XiPi  +^  akj  XkPj        {Ek  cckk  =  o) 

1  kj 

hinzuzufügen  und  durch  Combination  mit  X-^^f--  -  Xr-if  alle  Werthe  der 
akj  zu  bestimmen,  welche  eine  Gruppe  liefern.  Zu  bemerken  ist  hierbei, 
dass  die  (r  —  1)  -  gliedrige  Gruppe  X^^f  ■  •  •  Xr—if  ofi'enbar  in  der  ge- 
suchten r-gliedrigen  Gruppe  invariant  sein  muss;  wir  finden  daher, 
können  wir  sagen,  die  allgemeinsten  Werthe  der  akj,  wenn  wir  die 
allgemeinste  lineare  homogene  infinitesimale  Transformation  Yf  suchen, 
welche  die  vorgelegte  (r  —  1)  -  gliedrige  Gruppe  invariant  lässt.  Eine 
r-gliedrige  Gruppe  erhalten  wir  übrigens  stets,  dann  nämlich,  wenn 
wir  alle  akj  gleich  Null  wählen. 

Bei  Berücksichtigung  der  infinitesimalen  Transformationen  X^f  •  - 
•  •  Xr—if  erkennt  man,  dass  r  —  1  von  den  akj  gleich  Null  gemacht 
werden  können.  Je  kleiner  daher  die  Zahl  r,  um  so  mehr  Constanten 
müssen  bestimmt  werden.  Für  kleine  Werthe  von  r,  aber  auch  sonst 
ist  häufig  die  folgende  Methode  bequemer: 

Die  r  -  gliedrigen  Untergruppen  der  Gruppe  XiPk  lassen  sich  näm- 
lich noch  in  einer  anderen  Weise  in  zwei  Kategorien  eintheilen;  erstens 
in  solche,  welche  die  Transformation  U  XiPi  enthalten  —  sie  können 
wir  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  augenblicklich  hinschreiben  — 
und  zweitens  in  solche,  welche  die  Transformation  ^iPi  +  •  •  •  +  oCn^hi 
nicht  enthalten.  Die  r  infinitesimalen  Transformationen  einer  Gruppe 
aus  der  letzteren  Kategorie  müssen  die  form  haben: 

(14)  Xkf+ak^ixn^i, 

1 

wo  die  Xkf  infinitesimale  Transformationen  der  speciellen  linearen 
homogenen  Gruppe  darstellen.  Weil  die  Transformation  2J  XiPi  mit 
allen  Xkf  vertauschbar  ist,  bleibt  es  bei  Ausführung  der  Klammer- 
operation gleichgültig,  ob  die  «,-  verschwinden  oder  nicht;  X^f-  •  •  Xrf 
müssen  daher  selbst  eine  Gruppe  erzeugen  und  zwar  eine  r-gliedrige 
Untergruppe    der    Gruppe   Xijyk,  ooipi  —  XkPk    (*"^*);    eine    von    denen, 
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welche  wir  als  bekannt  voraussetzten.  Es  bleibt  mithin  nur  übrig, 
die  a]c  in  allgemeinster  Weise  so  zu  bestimmen,  dass  die  infinitesimalen 
Transformationen  (14)  eine  Gruppe  erzeugen.  Unter  Umständen  kann 
man  ohne  Weiteres  erkennen,  dass  gewisse  von  den  a^-  verschwinden 
müssen  5  besteht  nämlich  eine  Gleichung  von  der  Form 

(X,Z.)  =  x/, 

so  muss  aj  nothwendig  Null  sein. 

Erzeugen  alle  (X/X^)  eine  ^-gliedrige  Gruppe  (Kap.  15,  Satz  6, 
S.  261),  so  können  wir  annehmen,  dass  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Xif  so  gewählt  sind,  dass  sich  alle  {XiXi)  aus  XJ''--X^f 
linear  ableiten  lassen.  Dann  sind  «j  =  •  •  •  =  «^  ==  0,  während  alle 
anderen  «^  von  Null  verschieden  sein  können.  Ist  daher  q  <  r,  so 
treten  willkürliche  Parameter  auf.  Ob  die  verschiedenen  W^erthe  dieser 
Parameter  verschiedene  Typen  von  linearen  homogenen  Gruppen  liefern, 
mit  andern  Worten,  ob  die  betrefi'enden  Parameter  wesentlich  sind,  das 
muss  in  jedem  einzelnen  Falle  besonders  untersucht  werden.  Die  Er- 
ledigung dieses  Problems  für  n  =  2  und  w  =  3  siehe  im  dritten 
Abschnitt. 

§  143. 

Ist  irgend  eine  lineare  homogene  Gruppe  Gr  vorgelegt,  welche 
nicht  in  der  speciellen  linearen  enthalten  ist,  so  umfasst  diese  Gry  wie 
wir  schon  oben  bemerkten,  eine  invariante  {r  —  1)  -  gliedrige  Unter- 
gruppe, deren  infinitesimale  Transformationen  dadurch  charakterisirt 
sind,  dass  sie  die  Form 

i^k  w— 1 

^  aikXiPk  +^'  <^i{^iPi  —  XnP^) 

i,  k  1 

besitzen. 

Wenden  wir  nun  diese  Bemerkung  auf  die  zu  einer  beliebigen  r-glied- 
rigen  Gruppe:  X^f-  •  •  Xrf  gehörige  adjungirte  Gruppe: 


i  •  •  •  / 

Er  f  =^  Ckvs  ßk 


df 


.  k,s 

an,  so  erkennen  wir  unmittelbar,  dass  dieselbe,  wenn  die  r  Summen 
Uk  Ckvk  nicht  alle  verschwinden,  eine  invariante  Untergruppe  enthält, 
deren  infinitesimale  Transformationen:  l^E^f-^  ..._[-  X^Erf  durch 
die  Bedingungsgleichungen:  ' 

r  r 

^Sj'  Xy  ^   Ckvk  =  0 
1  1 

definirt  sind. 
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Erinnern  wir  uns  endlicli,  dass  jede  Gruppe  mit  ihrer  adjungirten 
Gruppe  isomorph  ist,  so  erhalten  wir  den 

Satz  5.  Stehen  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
XJ'--Xrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe  paarweise  in  den  Beziehungen: 
(Xi  Xk)  =  2Js  dks  Xs  f  und  ist  mindestens  eine  unter  den  r  Summen 
UkCrkk  von  Null  verschieden,  so  erzeugen  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen l^XJ-\ \-  IrXrf,  welche  die  Bedingung 

r  r 

1  1 

erfüllen,  eine  invariante  (r  —  1)  -  gliedrige  Untergruppe.  *) 

Bei  einer  eingehenderen  Untersuchung  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  muss  man  natürlich  ihrer  adjungirten  Gruppe  Z  e^E^f,  sowie  den 
zugehörigen  invarianten  Gleichungensystemen  in  den  e^  eine  besondere  Auf- 
merksamkeit widmen.    Hier  nur  zwei  kurze,  aber  wichtige  Bemerkungen. 

Interpretirt  man  wie  gewöhnlich  die  ßk  als  homogene  Punktcoordinaten 
eines  Raumes  mit  *^2+  2w  —  1  Dimensionen,  so  giebt  es  unter  allen  in- 
varianten Mannigfaltigkeiten  dieses  Raumes  eine  bestimmte,  deren  Dimen- 
sionenzahl den  kleinsten  Werth  besitzt.  Diese  wichtige  Mannigfaltigkeit 
besteht  aus  allen  Punkten  e^.,  welche  entweder  Translationen  oder'' mit 
Translationen  gleichberechtigte  Transformationen  darstellen.  Dieselbe  ist 
in  keiner  ebenen  Mannigfaltigkeit  des  betreffenden  Raumes  enthalten.  Im 
Uebrigen  liefert  natürlich  die  bekannte  Classification  aller  projectiven  Trans- 
formationen ohne  Weiteres  alle  invarianten  Mannigfaltigkeiten  des  Raumes 

^1   •  •  *  Cr« 

Bei  jeder  infinitesimalen  projectiven  Transformation,  die  mit  einer 
Translation  gleichberechtigt  ist,  bleiben  im  Räume  ^  alle  Punkte  einer 
ebenen  Jf„_i  invariant  und  zugleich  alle  ebenen  Mn-i,  welche  durch  einen 
gewissen  Punkt  dieser  M^-x  hindurchgehen.  Jede  derartige  Transformation 
ist  durch  die  zuerst  besprochene  invariante  ebene  Mn-i  und  den  ausgezeich- 
neten invarianten  Punkt  derselben  vollständig  bestimmt. 

Ist  w=  2,  so  wird,  können  wir  sagen,  jede  mit  einer  infinitesimalen 
Translation  gleichberechtigte  projective  Transformation  der  Ebene  x^,  x^ 
durch  ein  Linienelement  vollständig  repräsentirt.  Dementsprechend  wird 
im  dreifachen  Räume  x^,  x^,  x^  jede  mit  einer  infinitesimalen  Translation 
gleichberechtigte  projective  Transformation  durch  ein  Flächenclemcnt  dar- 
gestellt u.  s.  w.  Diese  Bemerkungen  werden  im  dritten  Abschnitt  Ver- 
werthung  finden. 

*)  Lie,  Archiv  for  Math.,  Bd.  IX,  S.  89,  Christiania  1884;  Fortschritte  der 
Mathematik,  Bd.  XVI,  S.  325. 
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Kapitel  27. 

Lineare  homogene  Gruppen. 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in  n  Veränderlichen 
^1  •  •  •  Xn  haben  wir  im  vorigen  Kapitel,  S.  574  als  die  allgemeinste 
projective  Gruppe  des  n  -  fach  ausgedehnten  Raumes  x^-  •  -  Xn  oder 
kurz  Bn  bezeichnet,  welche  die  unendlich  ferne  ebene  Mn—i  und  zugleich 
den  Punkt  x^  =  -  -  -  =  Xn  =  0  invariant  lässt.  Eine  andere  Bedeutung 
erhält  diese  Gruppe,  wenn  man  x^*  -  -  Xn  als  homogene  Coordinaten 
in  einem  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Räume  -R„— i  deutet.  Diese  Auf- 
fassung soll  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  zu  Grunde  gelegt  werden. 

§  144. 

Den  üebergang  von  den  gewöhnlichen  Cartesischen  Coordinaten 
2/i  •  •  •  yn—i  des  {n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  Un-i  zu  den  homo- 
genen Coordinaten  x^-  -  •  Xn  desselben  Raumes  denken  wir  uns  ver- 
mittelt durch  die  Gleichungen: 

2/-fc  =  --*  (Ä  =  l...n-1). 

Der  n^  -  gliedrigen  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 

n 
(1)  xl  =  "^  «rt  X],  (;  =  !...«) 

1 

entspricht  dann  in  den  Veränderlichen  y^-  •  •  yn—i  tue  meroedrisch  iso- 
morphe Gruppe 

n—l 

(2)  y/  =  ii (/ = 1 . . . .  - 1), 

1 

die  (n^  —  1)  -  gliedrige  allgemeine  projective  Gruppe  des  Rn—i-  Jeder 
linearen  homogenen  Transformation  (1)  entspricht  demnach  eine  ein- 
zige projective  Transformation  (2),  also  eine  ganz  bestimmte  Collinea- 
tion  des  Rn—i,  während  umgekehrt  jeder  projectiven  Transformation  (2) 
im  Ganzen  oo'^  verschiedene  lineare  homogene  Transformationen  (1) 
entsprechen. 

Man  kann  übrigens  auch  einen  eindeutig  umkehrbaren  Zusammen- 
hang zwischen  linearen  homogenen  Transformationen  in  x^-  -  -  Xn  und 
projectiven  Transformationen  in  2/i  '  *  •  2/«— i  herstellen,  wenn  man  die 
Constanten  «/a    der  Bedingung  -^  +  ^ii  '  '  *  ^«»  =  1    uni erwirft,    wenn 
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man  also  statt  der  allgemeinen  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 
betrachtet,  welche  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  (2)  holo- 
edrisch isomorph  ist  (vgl.  Kap.  26,  S.  558).  Wir  wollen  diesen  Zu- 
sammenhang für  die  infinitesimalen  Transformationen  der  beiden 
Gruppen  ausführlich  entwickeln. 

Die    specielle   lineare  homogene   Gruppe    in   x^  •  -  ■  Xn  enthält   die 
folgenden  n^ —  1  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
(3)  XiPkf        XiPi  —  XkPk        O'^*)- 

Um  die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  in  y^  --  •  yn—i 
zu  finden,  haben  wir  nur  für  jede  einzelne  der  eben  geschriebenen  in- 
finitesimalen Transformationen  die  Incremente 

ZU  berechnen.     Wir  finden  auf  diese  Weise  die  folgende  Tabelle: 

iXnPk  ~  qk,        Xki\  =  —  VkiViqi  H h  yn-iQu-i) 

W  •  XkPk  —  XnPn  =  ykCLk  +  y^q,  -\ \-  ya-iqn-1,         XiPk  ~  yiqk 

{,i,k=l...n~l-         i>.k), 

in  der  qi  für  ^  geschrieben  ist.     Diese  Tabelle  liefei't  auch  umgekehrt 

zu  jeder  mfinitesimalen  Transformation  der  projectiven  Gruppe  (2)  die 
entsprechende  infinitesimale  Transformation  der  speciellen  linearen  homo- 
genen Gruppe  (3);  aus  den  Gleichungen  (4)  erhalten  wir  ja  ohne  Weiteres 
die  Formeln: 

^(2/1^1  H h  yn-iqn-l)  =  X,p^   H h  XnPn   —  n  Xn  P» 

nykqk  ~  nXkPk  —  (^li^i  +  •  •  •  +  XnPn). 
Nunmehr  ist  es  auch  leicht,  anzugeben,  welche   00^  infinitesimalen 
Transformationen  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  (1)  einer 
gegebenen    infinitesimalen  Transformation   der  projectiven  Gruppe  (2) 

entsprechen.  Nämlich  die  infinitesimale  Transformation  x^p^-] \-Xn Pn 

reducirt  sich  in  den  Veränderlichen  y^--- y^-i  auf  die  Identität,  da  für 
sie  alle  Zuwachse  der  y,,  verschwinden.  Entspricht  daher  der  infinitesi- 
malen Transformation  X/'der  speciellen  homogenen  Gruppe  (3)  die  infini- 
tesimale Transformation  Yf  der  projectiven  Gruppe  (2),  so  sind  alle  00^ 
infinitesimalen  Transformationen  der  allgemeinen  homogenen  Gruppe  (1), 

welche   Yf  entsprechen,  in  dem  Ausdruck  Xf  -\-  c{x^p^-\ 1-  XaPn) 

enthalten,  wo  c  eine  willkürliche  Constante  bedeutet. 

Gestattet  ein  Gleichungen  System: 

^k{yi' '  -yn-i)  =  0    (A=i...m) 

37*    • 
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in  2/r  •  •  Vn—i  eine  endliche  oder  infinitesimale  projective  Transformation, 
so  gestattet  das  entsprechende  Gleichungensystem  in  den  x: 


natürlich  die  entsprechende  endliche  oder  infinitesimale  Transformation 
der  Gruppe  (3);  ausserdem  aber  gestattet  es  wegen  seiner  Homo- 
geneität  auch  noch  die  infinitesimale  Transformation:  x^'p^-\ Vxn'Pn- 

Umgekehrt    ist    jedes    Gleichungensystem    in    x^-  -  -  Xn^    welches 

iCj^^iH \-XnPn  gestattet,  homogen.    Nun  kommt  es  uns  aber,  wenn 

wir  eine  projective  Gruppe  des  B„—i  in  den  homogenen  Veränderlichen 
Xi"'Xn  schreiben,  stets  nur  auf  die  Verhältnisse  der  x  an,  also  auch 
nur  auf  Gleichungensysteme,  welche  in  den  x  homogen  sind.  Deshalb 
werden  wir  stets,  wenn  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  einer 
projectiven  Gruppe  des  Rn-i  mit  Hülfe  der  Tabelle  (4)  homogen  ge- 
schrieben haben  und  die  zugehörigen  invarianten  Gleichungensysteme 
in  x^'^-Xn  aufsuchen  wollen,  noch  die  infinitesimale  Transformation 
^iPi  +  •  •  •  +  ^nPn  hinzufügen.  Die  so  erhaltene  Gruppe  in  x^-  -  •  x„ 
ist  die  wahre  analytische  Darstellung  der  betreffenden  projectiven 
Gruppe  des  Bn-i  in  homogenen  Veränderlichen. 

Will  man  bei  der  Untersuchung  einer  projectiven  Gruppe  auch 
das  Unendlichferne  mitnehmen,  so  muss  man  die  Gruppe  in  homo- 
genen Veränderlichen  schreiben. 

§  145. 
Wir  haben  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt,  dass  die  infinitesi- 
malen projectiven  Transformationen  des  Rn—i  durch  infinitesimale 
lineare  homogene  Transformationen  in  n  Veränderlichen  ersetzt  werden 
können.  Jetzt  wollen  wir  uns  eine  beliebige  Transformation  dieser 
Art  in  x^  -  -  -  Xn  vorgelegt  denken,  etwa: 

Xf=^akiXiPk 

ik 

und  wollen  dieselbe  einer  näheren  Untersuchung  unterwerfen.  Nament- 
lich wollen  wir  nach  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Rr,-i  fragen, 
welche  die  betreffende  infinitesimale  Transformation  gestatten.  Auf 
diese  Weise  wird  es  uns  gelingen,  zu  zeigen,  dass  Xf  durch  Einführung 
geeigneter  neuer  Veränderlicher:  ic/=  2JCikXk  stets  eine  gewisse  kano- 
nische Form  erhalten  kann. 

Gestattet  eine  ebene  Mn-2'  UCiXi=0  des  Rn-i  die  infinitesimale 
Transformation  Xf,  so  gestattet  sie  nach  Theorem  14,  S.  112  gleich- 
zeitig  alle   endlichen  Transformationen  der  zugehörigen   eingliedrigen 
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Gruppe.  Nun  gestattet  die  Jf„_2  die  infinitesimale  Transformation  Xf 
dann  und  nur  dann,  wenn  der  Ausdruck  X(Z!CiXi)  gleichzeitig  mit 
UCiXi  verschwindet.  Da  X{2CiXi)  in  den  Xi  linear  ist,  kommt  diese 
Bedingung  auf  das  identische  Bestehen  einer  Relation  von  der  Form: 

/  _^  \  _^ 

X I   'S!  CkXk  I  =  ^  '^-  CiXi 


n  \  n 

^  CkXk  \  =  ^^• 


hinaus,  wo  q  eine  Constante  bedeutet.   Die  hieraus  folgende  Bedingungs- 
gleichung: 


n       /     n  \ 


zerlegt  sich  in  die  7i  Gleichungen: 

(5)  au  Ci  + h  {Ciii  —  Q)Ci-\-  ■ h  üni  Cn=0      {i=l    --n), 

welche  nur  befriedigt  werden  können,  wenn  die  Determinante: 

an  —  Q       «21      •  •  •      ani       | 

0^12  «22  —   Q  '    '    '         Cin2 


(6) 


=  ^(9) 


(Xln  «2«         *    •    •  «ww  Q 

verschwindet.  Das  liefert  für  q  eine  Gleichung  n-ten  Grades  mit 
sicher  n  Wurzeln,  unter  denen  sich  allerdings  vielfache  befinden  können. 
Unter  allen  Umständen  giebt  es  also  wenigstens  eine  ebene  Mn-^' 
c^x^-\-  •  "  -\-  CnXn=  0,  welche  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  Xf  in- 
variant bleibt. 

Bekanntlich  sieht  man  genau  in  derselben  Weise  ein,  dass  eine  jede 
endliche  projective  Transformation  oder,  homogen  geschrieben,  jede  Trans- 
formation Xi=  ZhikXk  ebenfalls  mindestens  eine  ebene  31«- 2  stehen  lässt. 
Es  folgt  dies  übrigens  auch  daraus,  dass  jede  Transformation  Xi  =  Shi^Xk 
einer  eingliedrigen  Gruppe  Xf  angehört. 

Hat  die  oben  gefundene  Gleichung  z/(())  =0  gerade  n  verschie- 
dene Wurzeln  (>,  so  bleiben  bei  der  Gruppe  Xf  im  Ganzen  n  getrennte 
ebene  Mn—2  invariant;  zwei  verschiedene  Wurzeln  q^  und  q^  der  Gleich- 
ung für  Q  liefern  nämlich  wegen  der  Form  der  Gleichungen  (5)  stets 
auch  zwei  verschiedene  Werthsysteme  c^  :  Cg :  •  •  • :  c„.  Giebt  es  dagegen 
vielfache  Wurzeln  q,  so  können  verschiedene  Fälle  eintreten.  Ver- 
schwindet für  eine  m-fache  Wurzel  q  zwar  die  Determinante  (6)  selbst, 
nicht  aber  alle  ihre  (w  —  1)- reihigen  Unterdeterminanten,  so  bleiben 
für  den  betreffenden  Werth  von  q  gerade  n  —  1  unter  den  Gleich- 
ungen (5)  von  einander  unabhängig  und  die  Verhältnisse  der  Ci  sind 
dann  alle  bestimmt.  Zu  der  m-fachen  Wurzel  gehört  daher  nur  eine 
einzige  invariante   ebene  i)tf«_2,   diese   eine   aber  zählt  m-fach.     Wird 
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dagegen  für  eine  m- fache  Wurzel  nicht  blos  die  Determinante  (6) 
selbst  gleich  Null,  sondern  verschwinden  auch  alle  ihre  Unterdetermi- 
nanten (n—  l)-ten  •  ■  -  (n  -  g+  l)-ten,  jedoch  nicht  alle  (n  -  (/)-ten 
Grades  (q^m),  so  reduciren  sich  die  Gleichungen  (5)  gerade  auf 
n—tj  unabhängige,  und  unter  den  Verhältnissen  der  d  bleiben  g—  1 
willkürlich  wählbar.  Die  m-fache  Wurzel  q  ergiebt  daher  in  diesem 
Falle  eine  Schaar  von  oo^-i  einzeln  invariant  bleibenden  ebenen  Jf„_2. 
Es  ist  leicht  zu  erkennen,  dass  eine  Wurzel  der  Gleichung 
^(q)  =  0  wenigstens  g-fach  ist,  wenn  für  dieselbe  alle  (n  ~  q -{-  1)- 
reihigen  ünterdeterminanten  von  ^  (q)  verschwinden.  Nämlich  die 
Differentialquotienten  (q  —  l)-ter  Ordnung  von  ^(q)  nach  q  drücken 
sich  als  Summen  der  (n  —  q  +  1)- reihigen  Unterdeterminanten  von 
z/(())  aus. 

Wollten  wir  schon  an  dieser  Stelle  die  Dualitätstheorie  als  be- 
kannt voraussetzen,  so  könnten  wir  sofort  schliessen,  dass  die  infini- 
tesimale Transformation  Xf  in  dem  R^-i  auch  wenigstens  einen  PimU 
invariant  lässt.  Wir  ziehen  es  aber  vor,  auch  dies  direkt  nachzuweisen, 
zumal   wir   dabei   eine  tiefere  Einsicht  in   den  Sachverhalt  gewinnen. 

In  den  homogenen  Veränderlichen  Xj^'--Xn  wird  ein  Punkt  durch 
n—  1  Gleichungen  von  der  Form  XiXk^—XkxP=0  dargestellt;  der 
Punkt  wird  daher  alle  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppe 
X/'  gestatten,  wenn  Xxi-  Xk"^  ~  Xxk- xP  vermöge  der  Gleichungen 
XiXk^  —  XkxP=  0  verschwindet,  wenn  also  n  Relationen  von  der  Form: 

XXi=aXi         (t  =  l...n) 

bestehen.    Für  die  Xi  und  für  6  erhalten  wir  daher  die  n  Bedingungs- 
gleichungen: 

anx^  -\ h  {au—  6)Xi-\ \-  ai,^Xn=0     a^i.-.n). 

Sehen  wir  von  der  nichtssagenden  Lösung    x^  =  -  ■  -  =  x^  =  0   'ah     so 
muss  a  eine  Wurzel  der  Gleichung: 

«11  —6       «12      •  •  •      am 

<^21         «22  —  ^  •    •    •        «2» 


^{ö) 


0 


Ctnl  ««2         •    •    •  (tnn <? 

sein,  und  jede  solche  Wurzel  liefert  einen  invarianten  Punkt.  Die 
Bestimmung  der  Punkte,  welche  bei  Xf  stehen  bleiben,  führt  also  auf 
dieselbe  algebraische  Gleichung,  wie  die  Bestimmung  der  invarianten 
ebenen  Jf„_2:  qa;^  +  •  •  •  +  CnXn=  0. 

Hat  daher  diese  Gleichung  n-ien  Grades  n  verschiedene  Wurzeln, 
so  bleiben  in  dem  Bn-ii  x.:x,:-":x^  nicht  blos  n  verschiedene  ebene 
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Mn-2'  2JCkXk=  0,  sonclerD  zugleich  auch  n  getrennte  Punkte  invariant. 
Diese  n  Punkte  liegen  dabei  nicht  alle  in  ein  und  derselben  ebenen 
Mn-2'',  denn  bleiben  in  einer  ebenen  Mn-2  t^  verschiedene  Punkte  fest, 
so  behalten  nothwendig  unendlich  viele  Punkte  der  Mn-2  ihre  Lage, 
was  unter  der  gemachten  Voraussetzung  ausgeschlossen  ist.  Wir 
können  diese  Eigenschaft  der  n  invarianten  Punkte  kurz  ausdrücken, 
indem  wir  sagen,  dass  bei  Xf  ein  nicht  ausgeartetes  n- Flach  in- 
variant bleibt. 

Treten  mehrfache  Wurzeln  auf,  so  müssen  wieder  zwei  Fälle 
unterschieden  werden.  Verschwinden  für  eine  w -fache  Wurzel  nicht 
alle  Unterdeterminanten  (w— l)-ten  Grades  der  Determinante  (6),  so 
erffiebt  diese  Wurzel  eine  m-fach  zählende  invariante  ebene  Mn-2  und 

o 

einen  m-fach  zählenden  invarianten  Punkt.  Sind  dagegen  für  die  be- 
treffende Wurzel  alle  Unterdeterminanten  {n  —  l)-ten -"{n  —  q-\-  l)-ten 
Grades  gleich  Null  {c[<^m),  ohne  dass  alle  {n  —  g)-ten  Grades  ver- 
schwinden, so  gehört  zu  dieser  Wurzel  eine  Schaar  von  cx)5— ^  einzeln 
invarianten  ebenen  Mn—2  und  eine  ebene  Mannigfaltigkeit  von  00*?-^ 
einzeln  invarianten  Punkten.     Also  gilt: 

Satz  1.     Jede  infinitesimale  Transformation: 

^  au  XiPk 

ik 

in  den  homogenen  Veränderlichen  x^-  •  -  Xn  oder,  was  dasselbe  ist,  jede 
infinitesimale  projective  Transformation  in  n  —  1   Veränderlichen: 


lässt  eine  Reihe  von  FirnUen  x^:  x^:  -  -  • :  Xn  und  eine  Reihe  von  ebenen 

Mn-2:  GiXi-\ \-  CnXn=  0  invariant.   Die  Fimhte,  welche  fest  Ueihenj 

erfüllen  eine  endliche  Anzahl  und  mar  höchstens  n  getrennte  ebene  Mannig- 
faltigheiten. Die  invarianten  ebenen  Mn-2  bilden  ebenso  eine  endliche 
Anzahl  und  zivar  höchstens  n  getrennte  lineare  Büschel. 

Hat  die  infinitesimale  Transformation  Xf  die  Form:  Sx^Pk,  so 
lässt  sie  überhaupt  alle  Punkte  Xj^ix^'.'-'iXn  und  natürlich  auch  alle 
ebenen  Mn-2'  2JCiXi=0  invariant. 

Aus  dem  bisher  Gefundenen  lassen  sich  nun  weitere  Schlüsse 
ziehen.  Betrachten  wir  zunächst  einmal  den  speciellen  Fall,  dass  die 
oben  besprochene  Gleichung  n-ten  Grades  n  verschiedene  Wurzeln  hat. 
Es  giebt  da  n  getrennte  invariante  ebene  Mn-2'  2^^CkiXi=0,  welche 
nach  dem  Früheren  ein  wirkliches  w-Flach  bilden.    Wir  können  daher; 
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^k  =      >»•     Cki  Xi  (i-  =  1  .  .  .  7.) 


n 

1 


als  neue  homogene  Veränderliche  einführen  und  müssen  dabei  in 
x^'"x:  eine  infinitesimale  Transformation  erhalten,  welche  die  n 
Gleichungen  x{  =  0  invariant  lässt,  welche  also  die  Form: 

x/'=  a;x;p;-\ 1-  a^x;^; 

besitzt.  Auf  diese  kanonische  Form  lässt  sich  Xf  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  bringen.  Natürlich  sind  hier  keine  zwei  von  den 
Grössen  <•••«„'  einander  gleich,  denn  die  Gleichung: 

muss  offenbar  n  verschiedene  Wurzeln  haben. 

Aehnliche  kanonische  Formen  von  Xf  existiren  nun  auch,  wenn 
die  Gleichung  für  q  vielfache  Wurzeln  besitzt.  Wir  wollen  jedoch 
auf  die  Betrachtung  derselben  uns  nicht  einlassen,  sondern  nur  zeigen, 
dass  es  eine  kanonische  Form  giebt,  auf  welche  ^ede  infinitesimale 
Transformation: 


1- 


'^f  ='^.   (^kiXi^^k 


ik 


durch  eme  geeignete  Variabeinänderung:  Xk^Zh^Xi,  das  heisst  also 
durch  eine  geeignete  CoUineation  des  i^„_i  gebracht  werden  kann, 
ganz  ohne  Rücksicht  auf  die  Beschaffenheit  der  Gleichung  z/(^)  =  o! 
Da  Xf  stets  einen  Punkt  invariant  lässt,  können  wir  unsere 
Coordinaten  so  gewählt  denken,  dass  der  Punkt:  x^=  --  -  ==  Xn-i  =  0 
fest  bleibt.     Dabei  finden  wir: 


1—1 
(7) 


111  ^ 

Auf  die  lineare  homogene  infinitesimale  Transformation  X' f  in  den 
n  —  l  Veränderlichen  x^- ^  •  Xn-i  können  wir  dasselbe  Verfahren  an- 
wenden, welches  uns  die  Reduction  von  Xf  auf  die  Form  (7)  lieferte, 
und  erhalten  so: 


1—2 


-      —     —      -  " J-  n 

1     1  1  V 

Hier  können   wir   wieder   das    erste   Glied  rechts  in    analoger  Weise 
behandeln.     So  ergiebt  sich  schliesslich: 

Theorem  103.  In  jede  lineare  Jiomogene  infinitesimale  Trans- 
formation mit  n  Veränderlichen  lann  man  n  solche  lineare 
homogene    Functionen    dieser   Veränderlichen    als   neue    unah- 
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hängige   Veränderliche  einführen,  dass  die  betreffende  infini" 
tesimale  Transformation  die  hanonische  Form: 

«11^1  Pl  +   («21^1  +  «22^2)1^2  -\ h  Kl^l  +   •  •  •  +  CfnnXn)Pn 

annimmt. 

Es  hat  ein  gewisses  Interesse,  den  Weg,  auf  welchem  dieses 
Resultat  gewonnen  worden  ist,  geometrisch  zu  deuten. 

Da  Xf  jedenfalls  einen  Punkt  invariant  lässt,  wählten  wir  oben 
einen  solchen  invarianten  zum  Coordinateneckpunkt :x^  =  "'  =  Xn—i  =  0. 
Die  Verhältnisse  Xy^ix^:  •  -  • :  Xn-i  stellen  dann  die  Geraden  durch  den 
gewählten  Punkt  dar;  diese  Geraden  werden  bei  der  Transformation 
Xf  gleichzeitig  mit  den  Punkten  x^:  "•  :Xn  unter  einander  vertauscht 
und  zwar  durch  die  lineare  infinitesimale  Transformation  X'f  in  den 
n  —  1  Veränderlichen  x^---  Xn-i.  Bei  X'f  muss  aber  nach  dem  Früheren 
ein  System  von  Verhältnissen  x^:  •  •  - :  Xn-i,  das  heisst  eine  Gerade 
durch  den  oben  genannten  Punkt  ungeändert  bleiben.  Diese  Gerade 
wählen  wir  als  Kante  x^  =  "-  =  Xn-2  =  0  unseres  Coordinatensystems, 
dann  stellen  die  Verhältnisse  x^:-  --  :  Xn~2  die  ebenen  M^  durch  die 
Kante  dar.  Diese  M^  werden  von  Xf  ebenfalls  unter  einander  ver- 
tauscht, eine  unter  ihnen  bleibt  sicher  invariant  und  giebt  wieder  eine 
nähere  Bestimmung  des  Coordinateusystems  u.  s.  f. 

Auf  diese  Weise  erkennt  man,  dass  sich  das  Coordinatensystem 
so  wählen  lässt,  dass  Xf  die  oben  angegebene  Normalform  erhält. 
Wir  wollen  jedoch  die  eben  durchgeführten  Betrachtungen  noch  in 
einen  besonderen  Satz  zusammenfassen,  denn  sie  sprechen  ja  eine  all- 
gemeine Eigenschaft  der  infinitesimalen  projectiven  Transformationen 
des  Hn—i  aus: 

Satz  2.  Bei  jeder  infinitesimalen  projectiven  Transformation  des 
B,t—i  bleibt  mindestens  ein  Bmtkt  invariant,  durch  jeden  invarianten  BunU 
geht  mindestens  eine  invariante  Gerade,  •  •  •  endlich  durch  jede  invariante 
ebene  Mn-3  mindestens  eine  invariante  ebene  Mn—2. 

§  146. 

Die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  sind  dem  Wesen  der 
Sache  nach  längst  bekannt  und  decken  sich  in  der  Hauptsache  mit 
der  von  Gauchy  herrührenden  Reduction  eines  Systems  linearer  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  mit  constanten  Coefficienten  auf 
eine  Normalform. 

Wir  werden  im  Folgenden  die  bisherigen  Entwickelungen  wesent- 
lich verallgemeinern,  müssen  jedoch  vorher  einige  Bemerkungen  anderer 
Art    einschalten,    welche  sich  allerdings  genau    genommen   unter    die 
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allgemeinen  Entwickelungen  in  Kapitel  23,  S.  479  ff.  unterordnen.  Doch 
können  wir  hier  die  Ueberlegungen  in  etwas  einfacherer  Weise  durch- 
führen. 

Es  sei  irgend  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  mit  einer  (r  —  m)- 
gliedrigen  invarianten  Untergruppe  Gr—m  vorgelegt  und  T  bedeute  eine 
beliebige  Transformation  der  Gr,  S  dagegen  eine  beliebige  Transfor- 
mation der  Gr-m-  Nach  Voraussetzung  bestehen  dann  gewisse  Gleich- 
ungen von  der  Form: 

wo  Si  wiederum  eine  Transformation  der  Gr—,n  ist  und  zwar  eine  ganz 
beliebige,  wenn  man  nur  das  S  geeignet  wählt. 

Lässt  nun  jede  Transformation  S  eine  gewisse  Punktfigur  M 
invariant,  gilt  also: 

(M)S=iM), 

SO  besteht  auch  die  folgende  Gleichung: 

welche  zeigt,  dass  die  Figur  (M)T  jede  Transformation  T-^ST,  mithin 
überhaupt  jede  Transformation  S  gestattet. 

Satz  3.  Ist  Gr  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  Gr—m  eine  invariante 
Untergruppe  derselben,  ist  endlich  M  eine  PunJctftgur,  ivelche  alle  Trans- 
formationen der  Gr-m  gestattet,  so  bleibt  auch  jede  Lage,  welche  M  ver- 
möge einer  Transformation  der  Gr  annimmt,  bei  allen  Transformationen 
der  Gr—m  invariant. 

Insbesondere  seien  jetzt  die  beiden  Gruppen  Gr  und  Gr—m  prb- 
jective  Gruppen  des  Bn-i  und  zwar  geschrieben  in  w  homogenen  Ver- 
änderlichen. Die  Figur  M  sei  ein  Punkt.  Dann  geht  jeder  einzelne 
bei  allen  S  invariante  Punkt  bei  Ausführung  aller  Transformationen  T 
in  lauter  solche  Punkte  über,  welche  wieder  alle  Transformationen  >S' 
gestatten.  Folglich  bleibt  der  Inbegriff  aller  bei  der  Gruppe  Gr-m 
invarianten  Punkte  auch  bei  der  Gruppe  Gr  invariant,  doch  werden 
allerdings  im  Allgemeinen  von  der  Gr  die  einzelnen  Punkte  dieses  In- 
begriffs unter  einander  vertauscht. 

Oben  sahen  wir,  dass  die  sämmtlichen  Punkte,  welche  bei  einer 
eingliedrigen  projectiven  Gruppe  invariant  bleiben,  sich  in  höchstens  n 
endlich  von  einander  verschiedene  ebene  Mannigfaltigkeiten  anordnen. 
Das  gilt  natürlich  auch  von  den  Punkten,  welche  bei  unserer  Gr-?». 
ihre  Lage  behalten.  Es  seien  daher  M^,  M^'-M^,  {q  ^n)  endlich 
verschiedene  ebene  Mannigfaltigkeiten,  deren  Punkte  sämmtlich  bei  der 
Gr-m  fest  bleiben,  während  es  ausserhalb  dieser  Mannigfaltigkeiten 
keinen  bei  der  Gr-m  invarianten  Punkt  giebt.    Wäre  nun  die  Gruppe 
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Gr  discontinuirlich  —  die  gemacliten  Ueberlegungen  bleiben  auch  für 
diesen  Fall  gültig  — ,  so  würden  die  Mannigfaltigkeiten  3I^--  M,^,  bei 
der  Gr  unter  einander  vertauscht  werden  können.  Nicht  so^  wenn  die 
Gr  continuirlich,  also  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist. 
Denn  nähme  etwa  M^^  vermöge  der  in  Gr  enthaltenen  Transformationen 
neue  Lagen  an,  so  müssten  dieselben  eine  continuirliche  Schaar  bilden. 
Nun  aber  haben  wir  eben  gesehen,  dass  M^  höchstens  die  endlich  von 
einander  verschiedenen  Lagen  M^--  M^,  erhalten  kann.  Folglich  kann 
keine  Transformation  der  Gr  die  Lage  von  M^  ändern.  Ebenso  bleibt 
natürlich  jedes  andere  der  q  Mk  bei  allen  Transformationen  der  Gr 
an  seiner  Stelle. 

Wir  wollen  jetzt  noch  die  Voraussetzung  hinzufügen,  dass  m  den 
Werth  1  hat.  Es  seien  Xj/'- • -X^-i/"  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen der  in  Gr  invarianten  Gr-i  und  X^f-'-Xr-if)  Yf  die 
Transformationen  der  Gr\  es  sei  ferner  x^  =  0,  -  •  -  Xq  =  0  eine  von 
den  ebenen  Mannigfaltigkeiten  M^-M^,  deren  Punkte  sämmtlich  bei 
X^f  ■  •  •  Xr—if  invariant  bleiben. 

Da,  wie  wir  wissen,  Yf  sicher  die  Mannigfaltigkeit  x^  =  0,  -  •  - 
Xq  =  0  invariant  lässt,  muss  es  die  Form  haben: 

1  •  •  •  7  n  n 

Yf  =^  üki  Xilh  +^j  ^  ajrXrPj, 
i,  k  2+1        1 

Die  Punkte  der  betreffenden  Mannigfaltigkeit  werden  bei  Yf  trans- 
formirt  (vgl.  Theorem  40,  S.  233  ff.)  und  zwar  durch  die  Transfor- 
mation, welche  aus  Yf  bei  der  Substitution  x^  =  -  -  •  =  Xq  =  0  her- 
vorgeht, nämlich: 

n  n 

(8)  ^J^^ajrXrPj] 

2+1     2+1 

die  Veränderlichen  Xq+i"-Xn  sind  hier  als  Coordinaten  für  die  Punkte 
der  Mannigfaltigkeit  zu  betrachten.  Nun  lässt  die  Transformation  (8) 
innerhalb  der  Mannigfaltigkeit  Xj^  =  ■  -  •  =  Xq  =  0  mindestens  einen 
Punkt  Xq^i:'--:Xn  invariant,  weiter  eine  durch  diesen  Punkt  gehende 
Gerade  u.  s.  f. 

Hiermit  haben  wir  das 

Theorem  104.  Enthält  eine  (r-\-l)-gliedrige  projective  Gruppe 
X^f-'-Xrf,  Yf  des  Rn-i  eine  r-gliedrige  invariante  Untergruppe 
XJ  - '  ■  Xrf  und  gieht  es  Funhte  des  Rn-i,  tvelche  bei  allen  X^f 
invariant  bleiben,  so  gestattet  jede  aus  solchen  invarianten 
Punlden  bestehende  ebene  Mannigfaltigkeit,  welche  in  keiner 
grösseren  von  dieser  Art  enthalten  ist,  auch  alle  Transforma- 
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Honen  der  (r  +  l)-gliedrigen  Grtippc.  Die  FunUe  jeder  solchen 
Mannigfaltigheit  werden  dabei  unter  einander  vertauscht ^  jedoch 
sOj  dass  wenigstens  einer  dieser  Punhtc  hei  allen  Transforma- 
tionen der  (r  +  l)-gliedrigen  Gruppe  seine  Lage  behält. 

Dieses  Theorem  werden  wir  jetzt  auf  eine  specielle  Kategorie 
linearer  homogener  Gruppen  anwenden. 

Es  seien  X^f-  -  -  Xrf  die  infinitesimalen  Transformationen  einer 
r-gliedrigen  linearen  homogenen  Gruppe  und  es  mögen  stets,  wenn  q 
kleiner  als  r  ist,  X^f  •  •  •  X^,f  eine  ^-gliedrige  Untergruppe  erzeugen, 
welche  in  der  ((>  +  l)-gliedrigen  Untergruppe  Xj^f  -  •  •  X^,_|_i/*  invariant 
ist.  Analytisch  finden  diese  Voraussetzungen  durch  gewisse  Relationen 
von  der  Form: 

(XiXi^jc)  =^|«  ^'-ks  Xsf      (*•  =  1  •  •  •  r  -  1 ,  i  =  1  .  .  .  r  -  0 
1 

ihren  Ausdruck. 

Deuten  wir  nun  wie  bisher  x^  -  -  -  Xn  als  homogene  Coordiuaten 
eines  Bn-i,  so  sehen  wir,  dass  es  in  diesem  Bn—i  jedenfalls  einen  bei 
X^f  invarianten  Punkt  giebt,  ferner  jedenfalls  einen,  der  sowohl  bei 
X^f  als  bei  X^^f  seine  Lage  behält,  schliesslich  einen,  welcher  über- 
haupt alle  Transformationen  X^f  -  •  •  Xrf  gestattet,  für  welchen  also 
Relationen  von  der  Form: 

XkXi  =  akXi        (A  =  l---r,  f  =  l  .  ••«) 

bestehen.  Wählen  wir  die  Veränderlichen  Xi  derartig,  dass  x^==  -  •  . 
==  Xn—i  =  0  dieser  invariante  Punkt  ist,  so  hängen  in  jedem  der  r 
Ausdrücke: 

Xkf=  liclPi  -I h  ihnPn 

die  n  —  1  ersten  Coefficienten  |h  •  •  •  Ia,  «— i.  nur  von  x^-  ■  -  Xn—i  ab. 
Folglich  stehen  auch  die  verkürzten  Ausdrücke: 

Xkf=  hlPi  + \-  ^k,  n-lPn-l 

wiederum  in  den  Beziehungen: 

i+k—l 


(Xi  Xi^jc)  ==  ^>  CiksXsf. 


Freilich  brauchen  X//*  •  •  •  Xr  f  nicht  mehr  von  einander  unabhängig 
zu  sein,  nichtsdestoweniger  können  wir  aber  auf  sie  dieselben  Ueber- 
legungen  anwenden  wie  oben  auf  X^f  ■  -  •  Xrfj  denn  dabei  wurde  ganz 
und  gar  nicht  von  der  Unabhängigkeit  der  X^f  Gebrauch  gemacht. 
Aehnlich  wie  oben  können  wir  uns  daher  die  Veränderlichen  x^'-'Xn—i 
so  gewählt  denken,  dass  alle  Iti •  •  •  |t, «—2  nur  von  x^--- Xn—2  abhängen. 
Geradeso  lassen  sich  jetzt  die  Ausdrücke: 
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XkY=  iklPi   -I h  ^k,n-2Pn-2 

behandeln  u.  s.  w. 

Wir  erhalten  somit  das 

Theorem  105.  Sind  XJ-'-Xrf  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  einer  r-gliedrigen  linearen  homogenen  Gruppe 
in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn  und  bestehen  Eelationen  von  der 
besonderen  Form: 

i+k—l 
(Xi Xi^]c)  =  ^s  CiksXsfj     (/  =  1  .  .  .  r  -  1 ,  Ä  =  1  .  .  .  r  -  Ü, 
1 

SO  Icann  man  stets  solche  lineare  homogene  Functionen  von 
x^'  '  '  Xn  als  neue  unabhängige  Veränderliche  einführen^  dass 
alle  Xkf  gleichzeitig  die  Icanonische  Form: 

erhalten."^) 

Erinnern  wir  uns  andererseits  daran,  dass  XJ'-'Xrf  auch  eine 
projective  Gruppe  des  Rn-i  ist,  so  können  wir  sagen: 

Satz  4.  Ist  X^f'--  Xrf  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  des  Rn~i 
von  der  besonderen  Zusammensetzung: 

i+k—l 

(XiXi^k)  =  ^s  CasXfff, 
1 
so  giebt  es  in  dem  Rn-i  wenigstens  einen  bei  der  Gruppe  invarianten 
Punkt  Mq,  durch  jeden  invarianten  PimU  geht  wenigstens  eine  invariante 
Gerade  M^,  -  •  durch  jede  invariante  ebene  Mns  geht  ivenigstens  eine  in- 
variante ebene  Mn-2.  Unter  Umständen  gehören  zu  der  Gnq^pe  mehrere, 
ja  unendlich   viele  derartige  Reihen   von   invarianten   Mannigfaltigkeiten 

üfo,    ^1  •  •  •  Mn-2. 

Behalten  wir  die  Voraussetzungen  des  letzten  Satzes  bei  und 
nehmen  wir  überdies  an,  dass  im  Räume  x^:x^:- "-.Xr,  schon  mehrere 
invariante  ebene  Mannigfaltigkeiten  M^^  •  •  •  M^  bekannt  sind,  von 
denen  jede  in  der  nächstfolgenden  enthalten  ist,  so  giebt  es  unter  den 
im  Satze  4  erwähnten  Reihen  von  invarianten  Mannigfaltigkeiten  Jf^, 
Jfj  •  •  •  Mn-2  oflPeubar  mindestens  eine,  bei  welcher  M^^  mit  M^,,  M^^ 
mit  M^^,  •  •  •  M^^  mit   M^^  zusammenfällt. 

§  147. 
Die  im  Vorangehenden  entwickelten  Untersuchungen  tragen  zwar 
anscheinend   einen   ziemlich   speciellen   Charakter,    sie   besitzen  jedoch 

*)  Lie,  Archiv  for  Math.,   Bd.  3,  S.  110  u.  111,  Theorem  3:  Christiania  1878. 
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für  eine  jede  endliche  continuirliche  Gruppe  deswegen  eine  allgemeine 
Bedeutung,  weil  sich  zu  jeder  solchen  eine  isomorphe  lineare  homogene 
Gruppe  angeben  lässt,  nämliÖh  die  zugehörige  adjungirte  Gruppe 
(Kapitel  16). 

Unter  anderm  können  wir  unsere  obigen  Theorien  benutzen,  um 
nachzuweisen,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  zwei  Parametern  zwei- 
gliedrige Untergruppen  enthält  und  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei 
Parametern  dreigliedrige. 

Es  sei  X^f'--  Xrf  eine  beliebige  r-gliedrige  Gruppe  und: 

1  •  •  •  r 

die  zugehörige  adjungirte  Gruppe,  so  dass  gleichzeitig  die  Relationen: 

r  r 

(XjXyfc)   =  ^s  dksXgff      (EiEjc)   =  ^s  CikaEsf 
1  1 

bestehen. 

Wir  behaupten,  dass  X^f  jedenfalls  einer  zweigliedrigen  Gruppe 
angehört,  dass  also  eine  infinitesimale  Transformation  Ag^g/'-j---- 
+  IrXrf  existirt,  für  welche  sich  ergiebt: 

(X„  A,X,  +  •  •  •  +  XrX,)  =  9X,/-+  ^^*  hX,f. 
Diese  Bedingung  stellt  sich  in  der  Form: 

r  r  r 

2  1  -2. 

dar  und  zerlegt  sich  in  die  n  Gleichungen: 

r 

^|-  hCiki  ==  Q 


(9) 


^^  hCus=  ^^s      ■('  =  ' 


r). 


Hier  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an,  die  letzten  r  —  1  Gleichungen 
zu  befriedigen;  dass  dies  möglich  ist,  sieht  man  allerdings  direkt  am 
einfachsten  ein.     Für  ^  ergiebt  sich  ja  die  Gleichung: 

Cj22  ^  ^132  '  ^1''2 


^133  ^  *         ^^rS 


0. 


Cl2r  CiSr         '  Cirr  —  ^ 

welche  immer  Wurzeln  besitzt;   deshalb  existirt  auch  ein  System  von 
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nicht  sämmtlicli  verschwindenden  Xky  welche  den  obigen  Bedingungen 
genügen  und  welche  auch  q  bestimmen. 

Dass  die  Gleichungen  (9)  erfüllt  werden  können,  ist  jedoch  auch 
eine  unmittelbare  Consequenz  unserer  obigen  Theorien;  wenn  diese 
Bemerkung  auch  hier,  wo  die  Verhältnisse  so  einfach  liegen,  kaum 
nöthig  erscheint,  wollen  wir  doch  nicht  daran  vorübergehen,  weil  wir 
bei  den  allgemeineren  Fällen,  welche  nachher  zu  behandeln  sind, 
nicht  ohne  jene  Theorien  auskommen. 

In  der  infinitesimalen  Transformation: 


EJ=±,^ 


'' ^'^'^' -dj—y} '' T^. 


der  adjungirten   Gruppe   sind  alle  Si  von  e^   frei,    da   Cm   immer   null 
ist.     Die   abgekürzte   lineare   homogene    infinitesimale   Transformation 


^2^2  H 

+  ^ 

rPr 

in   den   r  — 

1 

Variabein   e^  -  •  -  ßr 

lässt  nun 

sicher 

ein  System 

e^' 

"•: 

ßr  invariant; 

es 

ist 

also  möglich, 

den  Gleichungen: 

r 

2 

•■Ö€i 

0-  =  2  .  •  •  r) 

zu  genügen,  diese  unterscheiden  sich  aber  gar  nicht  von  den  letzten 
r  —  1  Gleichungen  (9),  denn  es  ist  ja  Cku  =  —  Cu/. 

Nunmehr  können  wir  unsere  obige  Behauptung,  dass  jede  Gruppe 
mit  mehr  als  zwei  Parametern  zweigliedrige  Untergruppen  enthält, 
genauer  folgendermassen  aussprechen: 

Satz  5.  Jede  infinitesimale  Transformation  einer  Gruppe  mit  mehr 
als  zwei  Parametern  ist  in  mindestens  einer  zweigliedrigen  Untergruppe 
enthalten."^) 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  X^f  und  X^f  eine  zweigliedrige 
Untergruppe  erzeugen,  dass  also  eine  Relation  von  der  Form: 

(Z1Z2)  =  Cj2iX/+  0^22X2  f 

besteht;  wir  behaupten,  dass  sobald  r  grösser  als  3  ist,  es  auch  immer 
eine  dreigliedrige  Untergruppe  giebt,  in  welcher  X^f  und  X^f  ent- 
halten sind. 

Zunächst  können  wir  von  den  Constanten  c^gi  und  C1227  wenn  sie 
nicht  schon  beide   null  sind,  immer  eine   gleich  Null  machen.    In  der 

That,  ist  etwa  c^^i  verschieden  von  Null,  so  führen  wir  XJ+  ^'^  X./ 

121 
als  neues  X^f  ein  und  erhalten  so: 


0  Lie,    Archiv  for  Math.  Bd.  1,  S.  192,     Christiania  1876. 
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Auf  diese  Form  lässt  sich  also  jede  zweigliedrige  Gruppe  bringen. 

Soll  X^X^f-\-' — \-  XrXrf  mit  X^f  und  Xg/"  zusammen  eine  drei- 
gliedrige Gruppe  erzeugen,  so  muss  werden: 

Hieraus  erhalten  wir  folgende  Bedingungsgleichungen: 


(11) 


3  3 

f.  r 

3  3 

r  r 


^     3  3 

Wie  man  bemerken  wird,  braucht  nur  nachgewiesen  zu  werden, 
dass  die  2(r  —  2)  Gleichungen  in  der  letzten  Reihe  befriedigt  werden 
können,   die  übrigen  Gleichungen  lassen  sich  alsdann  immer  erfüllen. 

Um  nun  diese  Frage  zu  entscheideu,  bilden  wir  die  infinitesimalen 
Transformationen : 


1       1 

r 


E. 


df        srr        df 


^2f=^i^^C,,^e,  -^  =2^-  8,i  -^ 


welche,  wie  wir  wissen,  in  der  Beziehung: 

stehen.  Da  alle  Cn;,  c^^i  und  die  C122  •  '  •  Ci2r  gleich  Null  sind,  kommen 
Cj  und  ^2  beide  in  £13  •  •  •  £ir,  £23  •  •  •  f2r  gar  nicht  vor.  Die  verkürzten 
Ausdrücke: 


E^  f  ==^^  f  l^•  -J^y  E^f=  ^i  S2i 


sind  daher  lineare  homogene  infinitesimale  Transformationen  in  63  •  •  •  Cr 
und  befriedigen  die  Relation: 

(E,E,)  =  c,,,EJ. 
Daraus  folgt  nach  dem  Früheren  die  Existenz  wenigstens  eines  Systems 
63  :  •  •  •  :  er,  welches  beide  infinitesimale  Transformationen  E^^f  und  i'g/^ 
gestattet,  welches  also  Bedingungen  von  der  Form: 
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r  r 

Nj:   C;tl/  ^Ä-  =  <?  ^i  ;  ^  C;t2t  Gk  =  t  ei        (i  =  3  .  •  .  r) 

3  3 

erfüllt.  Das  aber  war  gerade  zu  beweisen,  denn  diese  letzten  Gleich- 
ungen sind  keine  andern  als  die  Gleichungen  (11),  um  deren  Befrie- 
digung es  sich  eben  handelte.  Mit  den  li  sind  natürlich  auch  die 
Grössen  a^,  cc^^  ß^j  ß^  bestimmt. 

Da  wir  also  unter  allen  Umständen  Ag  •  •  •  A^  so  wählen  können, 
dass  Gleichungen  von  der  Form  (10)  bestehen,  können  wir  sagen: 

Theorem  106.  Jede  infinitesimale  Transformation  und 
ebenso  jede  zweigliedrige  Untergruppe  einer  Gruppe  mit  mehr 
als  drei  Parametern  ist  in  wenigstens  einer  dreigliedrigen 
Untergruppe  enthalten.*) 

Man  könnte  auf  die  Vermuthung  kommen,  dass  auch  jede  drei- 
gliedrige Untergruppe  in  mindestens  einer  viergliedrigen  enthalten 
ist  u.  s.  w.,  allein  diese  Vermuthung  bestätigt  sich  nicht.  Unser  ße- 
weisverfahren  würde  nur  dann  weiter  angewendet  werden  können,  wenn 
jede   dreigliedrige  Gruppe  X/,  X^f^  X.J  sich  auf  die  Form: 

(X,X,)  =  e,,,XJ,         {X,X,)  =  c,,,XJ+  c,,,XJ 

(XgXg)     =    C231X/+     C^^^X^f 

bringen  liesse,  wenn  also  nicht  blos  XJ  in  der  Gruppe  Z^/*,  X^f 
invariant  wäre,  sondern  auch  diese  letztere  in  der  ganzen  dreigliedrigen 
Gruppe. 

Das  ist  aber  für  alle  dreigHedrigen  Gruppen  von  der  Zusammen- 
setzung 

(X,X,)  =  XJ,        (X,X,)  =  2 X,f,        {X,X,)  ^  XJ 

nicht  der  Fall  (Kap.  15,  Satz  12,  S.  270). 

Wir  wollen  noch  kurz  bei  einem  speciellen  Falle  verweilen,  in 
welchem  eine  m-gliedrige  Untergruppe  wirklich  in  einer  (m  -f  1)- 
gliedrigen  enthalten  ist. 

Es  sei  eine  r-  gliedrige  Gruppe  XJ---  X^f  vorgelegt,  welche  eine 
m-gliedrige  Untergruppe  XJ"-X,af  Non  der  schon  oben  erwähnten 
eigeuthümlichen  Zusammensetzung 

i-\-k—i 

{Xi  Xi^k)  =^^  Ci,  i+jc,  s  Xs  f  {i  <m,i  +  k^  m) 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.  Bd.  1,  S.  193,  Bd.  3,  S.  114—116,   Christiania  1876 
und  1878. 
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enthält.     Wir  behaupten,    dass   stets    eine   (m  +  1)  -  gliedrige   Unter- 
gruppe von  der  Form: 

X^f'  '  •  Xtnff  Xm^iXm-\-lf  -jr  *  *  *  +  KXff 

existirt. 

Unsere  Behauptung  kommt  darauf  zurück,  dass  gewisse  Relationen 
von  der  Form: 

m  r 

(Xjj  km+lXm-^i  -[-...  -j-  X^Xr)  =  /*  CCjkXkf -{-  jlj  ^s  hXsf 

1  m+l 

(;•  =  1  .  .  .  m) 

bestehen.     Durch  Zerlegung  ergiebt  sich: 

r 
y-i  hCjik  =  CCjk  0',*  =  1  •  •  •  rn) 


(12) 


in-\-l 


^  i  hCjis  =  ilj^s        0'  =  1  •  •  •  m ;     s  =  TO  +  1,  •  .  ■  r). 

jn-\-l 

Es  fragt  sich  also,  ob  die  letzten  m(r  —  m)  Gleichungen  befriedigt 
werden  können;  die  ersten  m^  können  es  dann  immer. 

Um  diese  Frage  zu  entscheiden,  bilden  wir  die  m  infinitesimalen 
Transformationen : 


r 


df      %rf      ^f 


Ekf  =^i  ^j  cjkiej-^^  =^i  Ekijj- 


1      1 

(A-  =  1  •  •  .  m)  , 

welche  paarweise  den  Relationen: 

i-\-k-l 

1 

genügen.  Wir  bemerken,  dass  alle  Cj,k,7n-\-i-  •  ■  Cjkr  verschwinden,  in 
denen  j  und  k  kleiner  sind  als  m  +  1,  und  daraus  folgern  wir,  dass  in 
E^f--  ■  Ernf  alle  Coefficienten  £k,m-i-i  •  •  •  ^kr  von  e^-  -  -  e,n  frei  sind.  Die 
verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

r  o  /. 

Ekf=^i  Bmj^  {k=l...  m) 

in  den  Veränderlichen  Cm^i  -  •  -  ßr  stehen  daher  paarweise  in  der  Be- 
ziehung : 

(EiEk)  ==^.  Ci,i^k,s  Est  {i  +  lc^  m) 

1 
und  es  giebt  somit  nach  Satz  4,  S.  589  ein  System  e^+i :  •  •  • :  ^r,  welches 
alle  infinitesimalen  Transformationen  E^f-'-Emf  gestattet.    Das  heisst 
aber  nichts  anderes,  als  dass  es  möglich  ist,  die  Gleichungen 
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r 

^/  Cjjcsej  =  Ökßs  (*  =  1  .  .  .  m  ;    s  =  7«  +  1, .  .  .  r) 

ZU  befriedigen.  Diese  Gleichungen  sind  aber  genau  dieselben  wie  die 
oben  gefundenen  (12)  und  somit  ist  alles,  was  wir  zeigen  wollten, 
wirklich  nachgewiesen. 

Theorem  107.  Giebt  es  in  einer  r-gliedrigen  Gruppe  Xj'-'Xrf 
eine   m-gliedrige    Untergruppe  XJ'--Xmf  von   der   besonderen 

Zusammensetzung: 

i+k-i 

{Xi  XiJ^]^  =  ^s  Ci^  i^jc,  s  Xsf  a-hk^m), 

1 
so  ist  diese  m-gliedrige  Untergruppe  stets  in  mindestens  einer 
(m  +  l)-gUedrigen  enthaltend) 

§  148. 

Wir  wollen  das  soeben  aufgestellte  Theorem  auch  noch  durch 
begriffliche   Betrachtungen    ableiten,    indem    wir   wie  in   Kap.  16    die 

infinitesimalen  Transformationen  e^X^f-] f-  erXrf  unserer  Gruppe 

als  Punkte  eines  (r  —  1)  -  fach  ausgedehnten  Raumes  mit  den  homo- 
genen Coordinaten  e^  -  "  er  interpretiren. 

Da  die  Gruppe  XJ  -  --  X^f  -  -  -  Xrf  mit  ihrer  adjungirten: 
E'i/'- ••^^/.  .  .^^/"  isomorph  ist,  so  erfüllen  EJ-'-E,nf  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  Relationen  von  der  Form: 

i+k—l 
{Ei Ei^k)   =  ^s  Ci, f+jt, , Esf  {i  +  k^m), 

1 

sie  erzeugen  daher  eine  Untergruppe,  welche  im  Räume  e^  durch  die 
(m— l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit: 

^7^+1  =  0,    •   •   •    er  =  0 

dargestellt  wird.  Diese  ebene  Mannigfaltigkeit  gestattet  natürlich  die 
Untergruppe  EJ^-Emf,  und  offenbar  gilt  dasselbe  von  der  Schaar 
aller  ^w  -  fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeiten: 


^m+l  __    ^m+2  ^r 

e^n+i  W2  ^r  ' 


welche  durch  die  Mannigfaltigkeit  e,n+i  =  0,  •  •  •  e,  =  0  hindurchgehen. 
Da  aber  die  Parameter  tm^ii  •  •  •  :  e^.  durch  eine  mit  der  Untergruppe 
^1 /'•••£';„/' isomorphe  lineare  homogene  Gruppe  transformirt  werden 
(Kap.  23,  Satz  5,  S.  472),  so  giebt  es  unter  den  w-fach   ausgedehnten 

*)  Lie,  Archiv  for  Math.,  Bd.  3,  S.  114-116,  Christiania  1878. 

88* 


596  Kapitel  28,  §  148. 

Mannigfaltigkeiten  unserer  invarianten  Schaar  mindestens  eine,  welche 
bei  der  Untergruppe  E^f  -  •  •  Emf  invariant  bleibt.  Diese  m-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  ist  das  Bild  einer  (w  +  1)  -  gliedrigen 
Untergruppe  der  Gruppe:  X^f  •  •  •  Xrf  (vgl.  Satz  5,  S.  288). 

Die  soeben  angestellten  begrifflichen  Betrachtungen,  die  uns 
wiederum  zum  Theorem  107  geführt  haben,  sind  im  Wesentlichen 
mit  den  früher  entwickelten  analytischen  Betrachtungen  identisch. 
Doch  ist  die  synthetische  Begründung  durchsichtiger  als  die  ana- 
lytische. 

Es  ist  überhaupt  zweckmässig,  bei  Untersuchungen  über  die  Zu- 
sammensetzung von  Transformationsgruppen  die  Interpretation  aller 
infinitesimalen  Transformationen  e^X^f-\-  •  •  +  ßrXrf  als  der  Punkte 
eines  Raumes,  welcher  durch  die  lineare  homogene  adjungirte  Gruppe 
transformirt  wird,  zu  Grunde  zu  legen.  Wir  werden  die  Fruchtbarkeit 
und  Einfachheit  dieser  Methode,  die  auch  im  dritten  Abschnitte 
mehrfache  Anwendung  finden  soll,  durch  noch  ein  Beispiel  ins 
Licht  setzen  und  gleichzeitig  einen  bemerkenswerthen  neuen  Satz 
ableiten. 

Wir  betrachten  eine  r-gliedrige  Gruppe  X^f  •  •  •  X,/,  deren  infini- 
tesimale Transformatioi^en  durch  Relationen  von  der  Form: 

(Xi  Xi^k)    =  ^S  Ci,  i-^k,  S  Xsf 
1 

Verknüpft  sind.  Die  infinitesimalen  Transformationen  E^f-  •  •  Erf  der 
adjungirten  Gruppe  erfüllen  dann  die  analogen  Gleichungen: 

{EiEiJ^l)  =  ^s  Ci^i+Jc,sEsf- 
1 

Also  (Satz  4,  S.  589)  enthält  der  Raum  et  mindestens  einen 
bei  der  adjungirten  Gruppe  invarianten  Punkt.  Durch  jeden  der- 
artigen invarianten  Punkt  geht  mindestens  eine  invariante  Gerade 
ilfj,  durch  jede  derartige  M^  geht  mindestens  eine  invariante  ebene 
Jfg   u.  s.  w. 

Deuten  wir  jetzt  die  Punkte  Ck  als  infinitesimale  Transformationen, 
so  sehen  wir,  dass  unsere  r-gliedrige  Gruppe:  X^f"-Xrf  mindestens 
eine  invariante  eingliedrige  Untergruppe  enthält;  ferner  dass  jede  in- 
variante eingliedrige  Untergruppe  in  mindestens  einer  invarianten  zwei- 
gliedrigen Untergruppe  enthalten  ist;  dass  jede  invariante  zweigliedrige 
Untergruppe  in  mindestens  einer  invarianten  dreigliedrigen  Untergruppe 
enthalten  ist  u.  s.  w.  (vgl.  S.  280). 
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Es  gilt  daher  das 

Theorem  108.  Enthält  eine  r  -  gliedrige  Gruppe  r  unab- 
hängige infinite  Signale  Transformationen  Y^f---Yrfj  ivelche 
Belationen  von  der  Form: 

1 

erfüllen,  so  enthält  sie  zugleich  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  ZJ'-'Zrf,  zwischen  denen  Belationen  von 
der  Form: 


(Zi  Zi^k)  =^'  ^', ^-^k,  s Zs  f 


bestehen;  dann  erzeugen  ZJ'-  •  •  Zif  für  jedes  i  <r  eine  i-gliedrige 
Untergruppe  ^i,  und  zwar  ist  jede  @,  in  jeder  (55,_j_/,,  soivie  in 
der  Gruppe  YJ'-  •  •  Yrf  selbst  invariant."^-) 

Behalten  wir  die  Voraussetzungen  dieses  Theorems  bei,  und  setzen 
wir  überdies  voraus,  dass  zufällig  schon  mehrere  invariante  Unter- 
gruppen, etwa  6fj,^,  G^>^_  •  •  •  G^,^  bekannt  sind,  von  denen  jede  die 
nächstfolgende  umfasst,  so  leuchtet  ein  (vgl.  die  Schlussbemerkuugen 
des  §  146),  dass  die  im  Theoreme  108  besprochenen  Untergruppen  (^i 
so  gewählt  werden  können,  dass  Q^o^  mit  G^,^,  (^^^  mit  Gq,,  •  •  •  Q^^^  mit 
G()    zusammenfällt. 

Wenn  andererseits  eine  r- gliedrige  Gruppe:  X^f  ■  •  -  Xj^f  you  der 
hier  betrachteten  besonderen  Zusammensetzung  vorliegt,  so  ist  es  immer 
möglich,  gewisse  invariante  Untergruppen  durch  Differentiation  abzu- 
leiten. Es  erzeugen  ja  alle  (XiXjc)  eine  erste  abgeleitete  invariante 
Untergruppe  mit  etwa  r^  <  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen. Bezeichnen  wir  dieselben  wie  in  Kap.  15,  S.  266  mit 
Xj^f'  •  '  Xr^'f,  so  erzeugen  alle  (X/X/)  eine  zweite  abgeleitete  invariante 
Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  mit  etwa  r2<^i  unabhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen  X/'/"-  •  •  X^/Y  u.  s.  w. 

Es  ist  daher  möglich,  unsere  Gruppe  auf  eine  solche  Form 
Ulf-  •  •  Uif-  '  •  Urf  zu  bringen,  dass  erstens  für  jedes  i  die  infinitesi- 
malen Transformationen  U-^^f-  •  •  Uif  eine  invariante  Untergruppe  er- 
zeugen, dass  ziveitens  alle  (UiUk)  sich  aus  U^f  •  •  •  /Tr/ linear  ableiten 
lassen,  dass  drittens  alle  {{UiU]^{UaU^))  aus  UJ'---  £7^,/' linear  ab- 
geleitet werden  können  u.  s.  w. 


*)  Lie,  Archiv  for  Math.,  Bd.  3,  S.  112  u.  113,  Christiania  1878;  vgl.  auch 
Bd.  IX,  S.  79-82. 
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Kapitel   28. 


Ansatz  zur  Bestimmung  aller  endlichen  continuirliclien  Gruppen 
des  n  -  fach  ausgedehnten  Raumes. 

Es  ist  nicht  wahrscheinlich,  dass  man  so  bald  im  Stande  sein 
wird,  alle  endlichen  continuirlichen  Transformationsgruppen  zu  be- 
stimmen; ja  es  ist  sogar  fraglich,  ob  das  jemals  gelingen  wird.  Man 
thut  daher  gut,  wenn  man  an  Stelle  des  allgemeinen  Problems,  alle 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  zu  bestimmen,  zunächst  speciellere 
Probleme  in  Angriff  nimmt,  welche  sich  auf  die  Bestimmung  gewisser 
Kategorien  von  endlichen  continuirlichen  Gruppen  beziehen.  Solche 
speciellere  Probleme  sind  namentlich  die  folgenden  drei: 

Erstens  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  in  n  Ver- 
änderlichen. 

Zweitens  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  überhaupt. 

Drittens  die  Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
in  n  Veränderlichen. 

In' Kapitel  22,  S.  429  ff.  haben  wir  gezeigt,  dass  die  Erledigung 
des  ersten  dieser  Probleme  ausser  ausführbaren  Operationen  jedenfalls 
nur  die  Integration  simultaner  Systeme  von  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen verlangt.  Wir  fanden  ferner,  dass  das  zweite  unserer  drei 
Probleme    sich    auf  das   erste   zurückführen  lässt   (Theor.  84,  S.  458). 

Dagegen  ist  das  dritte  Problem  durch  die  Entwickelungen  des 
Kapitels  22  keineswegs  erledigt.  Ist  nämlich  n  >  1,  so  giebt  es  für 
jeden  Werth  von  r,  wie  gross  derselbe  auch  sein  mag,  stets  r-gliedrige 
Gruppen  in  n  Veränderlichen.  Wählt  man  z.B.  r  Functionen  jF;  ...  JP, 
von  a?i  •  • .  Xn-i  derart,  dass  zwischen  ihnen  keine  lineare  Relation  von 
der  Form: 

mit    Constanten    Coefficienten    besteht,    so    sind    die    r    infinitesimalen 
Transformationen : 

von   einander  unabhängig    und    paarweise   vertauschbar,    sie    erzeugen 
daher  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  n  Veränderlichen  x^ --  -  x„. 

Trotz  der  wichtigen  Ergebnisse  des  Kapitels  22  harrt  also  das 
dritte  der  oben  angegebenen  Probleme  noch  der  Erledigung.  Im 
gegenwärtigen  Kapitel  werden  wir  deshalb  dieses  Problem  in  Angriff 
nehmen  und  wenigstens  einen  Ansatz  zu  seiner  Erledigung  geben. 
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Bas  Prohlem  der  Bestimmung  aller  Gnijopen  eines  n-fach  aus- 
gedehnten Baumes  Bn  verlegen  wir  im  Folgenden  in  eine  Beihe  von  ein- 
zelnen Problemen,  die  von  einander  unabhängig  sind.  Wir  erreichen 
das  durch  eine  naturgemässe  Eintheilung  der  Gruppen  des  Bn  in 
Classen,  welche  so  gewählt  sind,  dass  die  Gruppen  einer  jeden  Classe 
hestimmt  werden  können,  ohne  dass  von  den  Gruppen  der  übrigen 
Classen  etwas  bekannt  zu  sein  braucht.  Freilich  können  wir  keine 
allgemeine  Methode  angeben,  welche  in  jedem  Falle  die  Bestimmung 
aller  Gruppen  einer  Classe  leistet;  doch  geben  wir  wichtige  Sätze 
über  die  zu  einer  Classe  gehörigen  Gruppen  und  entwickeln  anderer- 
seits eine  Reihe  Betrachtungen,  welche  die  Bestimmung  aller  Gruppen 
einer  Classe  wesentlich  erleichtern;  im  nächsten  fepitel  soll  das  durch 
specielle  Anwendungen  erläutert  werden.  Bei  diesen  allgemeinen  Aus- 
einandersetzungen beschränken  wir  uns  im  Wesentlichen  auf  transitive 
Gruppen,  weil  unsere  Classification  gerade  für  die  transitiven  Gruppen 
von  besonderer  praktischer  Bedeutung  ist. 

Wenn  wir  später  (im  dritten  Abschnitt)  bei  der  Bestimmung 
aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  in  einer  oder  zwei  oder  drei 
Veränderlichen  die  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Kapitels  nur 
theilweise  verwerthen,  so  hat  das  seinen  guten  Grund.  Bei  der 
Bestimmung  der  primitiven  Gruppen  eines  Raumes  ist  das  hier  aus- 
einandergesetzte Verfahren  entschieden  zweckmässig;  nicht  so  bei  der 
Bestimmung  der  imprimitiven  Gruppen;  da  empfiehlt  es  sich  mehr, 
einen  andern  Weg  einzuschlagen.  Jede  iraprimitive  Gruppe  des  Bn 
zerlegt  ja  diesen  Raum  in  eine  invariante  Schaar  von  Mannigfaltig- 
keiten und  transformirt  die  Mannigfaltigkeiten  dieser  Schaar  durch 
eine  isomorphe  Gruppe  in  weniger  als  n  Veränderlichen.  Hieraus  er- 
giebt  sich,  dass  man  gut  thut,  die  Bestimmung  aller  imprimitiven 
Gruppen  des  Bn  erst  dann  in  Angriff  zu  nehmen,  wenn  man  schon 
alle  Gruppen  in  weniger  als  n  Veränderlichen  kennt.  Nach  diesem 
Grundsatz  werden  wir  in  Abschnitt  III  die  Bestimmung  aller  imprimi- 
tiven Gruppen  des  JRg  ^^^  gewisser  des  B^  durchführen. 


§  149. 

Es  sei 


df 


X,f==^ilu{Xr"Xn)^^      (.  =  1 


eine    ganz    beliebige    r-gliedrige    Gruppe    des    n-  fach    ausgedehnten 
Raumes  x^-  -  -  -  Xn  oder  kurz  des  Bn. 

Nach  Anleitung  von  Kap.  25,  S.  522  ff.  erweitern  wir  diese  Gruppe, 
indem  wir  x-^-  -  -  Xn  als  Functionen  einer  Hülfs veränderlichen  t  ansehen, 
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welche  bei  unserer  Gruppe  gar  nicht  transformirt  wird,  und  indem  wir 
berücksichtigen,  dass  die  Differentialquotienten :  -^ ,'  =  x-  bei  der  Gruppe 
transformirt  werden.  Wir  erhalten  so  in  den  2n  Veränderlichen:  x^--- Xn, 
xl  •  '  •  Xn    die  erweiterte  Gruppe : 


x./'=|i^„(.)ii;+|!(|?||.;)^.  .=. 


r). 


Dieselbe  giebt  wie  wir  wissen  an,  in  welcher  Weise  die  cx)^"— i 
Linienelemente:  x^-  -  ■  Xny  x^:x^  :  -  -  - : xü  des  Raumes  x^-  ■  -  Xn  von  der 
Gruppe:  X^f  -  •  ~  Xrf  unter  einander  vertauscht  werden  (vgl.  S.  525). 

Jeder  Punkt:  xj^-  ■  •  Xn^  von  allgemeiner  Lage  bleibt  bei  einer 
ganz  bestimmten  Anzahl  von  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: e^X^f-]^  .  .  .  -j-  ßrXrf  invariant  und  zwar  mindestens  bei  r  —  n 
und  höchstens  bei  r  —  1.  Wir  wollen  die  Anzahl  dieser  unabhängigen 
infinitesimalen  Transformationen  mit  r  —  q  bezeichnen  und  annehmen, 
dass:  X^Y"  '  ^/•-(z/' solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
sind;  dieselben  erzeugen  dann  sicher  eine  (r  —  g)  -  gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gruppe:  XJ---  Xrf  (vgl.  Kap.  12,  S.  205  f.). 

In  den  Reihenentwickelungeu  von  Xj^/'- •  •  X;.%/'  nach  Potenzen 
der  Xi  —  xP  fehlen  natürlich  alle  Glieder  nullter  Ordnung  und  es 
kommen  nur  Glieder  erster  und  höherer  Ordnung  vor: 

Die  Gruppe:  X^^f-  •  •  X%  lässt  den  Punkt  rr/'-  •  •  Xn^  invariant, 
vertauscht  aber  die  Linienelemente,  welche  durch  diesen  Punkt  gehen, 
unter  einander;  wie?  das  zeigt  die  zugehörige  erweiterte  Gruppe: 

x,«/ =^  j^.  „,,,(^^0. . .  ^__«) .  (^^  _,^,3  + . . .  j  g:  + 

n      ,      n  ■»     o 

1^1  j  ^ 

welche  die  oo'-^"'—^  Linienelemente  des  Raumes  x^-  -  -  Xn  genau  so  trans- 
formirt wie  die  Gruppe:  X^f-'-X^-^f.  Will  man  daher  sich  auf  die 
Linienelemente  durch  den  Punkt  x^^  ■  •  -  Xn  beschränken  und  von  den 
übrigen  ganz  absehen,  so  hat  man  nach  Anleitung  von  Kap.  14, 
S.  233  f.  aus  den  X^^/*  alle  Glieder  mit  den  Diiferentialquotienten  von 
f  nach  x^'  ■  '  Xn  wegzulassen  und  in  den  übrigen  Gliedern  die  Sub- 
stitution: x^  =  x^ ^  •  ••  Xn  =  Xn^  zu  maclicn.  Die  so  erhaltenen  ver- 
kürzten infinitesimalen  Transformationen: 
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(1)  Lkf='^  «yfc/r  (^1^  •  •  'Xn^)  '  x/  j~,  {k^l-..r-q) 

iv 

erzeugen  eine  lineare  homogene  Gruppe  in  den  n  Veränderlichen  x/  •"  Xn] 
diese  Gruppe,  die  mit  der  Gruppe:  X^^f-  -  -Xr-qf  und  natürlich  auch 
mit  der  Gruppe:  Z^Y- ••  X^^/  isomorph  ist,  giebt  an,  in  welcher 
Weise  die  beiden  eben  genannten  Gruppen  die  oo"~^  Linienelemente: 
Xi  :  X2  :  ■  '  '  :  Xn    durch  den  Punkt  x^  -  -  -  Xn^  transformiren. 

Die  lineare  homogene  Gruppe:  L^f  ■•- Lr-qf  ist  augenscheinlich 
durch  die  Glieder  erster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen  von 
Xj^/'-'-X;.^^/' vollkommen  bestimmt,  sie  enthält  mithin  soviele  wesent- 
liche Parameter  als  die  Gruppe :  X^^f-  •  •  Xr-qf  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  1,  0.,  aus  denen  sich  keine  Transformation 
von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  in  den  Xi  —  xp  linear  ableiten  lässt. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  die  Gruppe:  L^  f  •  -  ■  Lr—qf  SiuhieWen 
kann,  sobald  man  weiss,  wie  viele  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine  Transformation 
von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  die  Gruppe: 
X^f'  •  •  Xrf  in  der  Umgebung  von  x^^  -  -  ■  Xn^  enthält  und  sobald  man 
ausserdem  die  Glieder  erster  Ordnung  in  den  Reihenentwickelungen 
dieser  infinitesimalen  Transformationen  kennt.  Umgekehrt  kann  man, 
sobald  man  die  Gruppe:  LJ'-  •  •  Lrf  kennt,  die  Zahl  und  die  Glieder 
erster  Ordnung  derjenigen  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erster  Ordnung  der  Gruppe:  X^f-'-Xrf  angeben,  aus  denen 
sich  keine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  in  den 
Xi  —  xP  linear  ableiten  lässt. 

Man  kann  die  lineare  homogene  Grnppe:  L^f-"Lr—qf  auch  folgender- 
massen  ableiten: 

Da  es  sich  nur  um  die  Art  und  Weise  handelt,  in  welcher  die  Rich- 
tungen durch  den  festgehaltenen  Punkt:  Xj^  •  •  -  Xn^  transformirt  werden,  sso 
darf  man  die  Gruppe:   X//"-  •  •  Xr-qf  durch  die  nachstehende: 

l...n 

^  CCkir(Xj^  •  •  •  Xn^)  ■  (X-i  —  Xi^)  ^  (k  =  1  .  .  .  r  -  q) 

iv 

ersetzen,  welche  durch  Weglassung  aller  Glieder  von  zweiter  und  höherer 
Ordnung  erhalten  wird.  Hier  lassen  sich  nun  x^  —  x^^^  •  •-  x„—  Xn^  direkt 
als  homogene  Coordinaten  der  Linienelemente  durch  den  Punkt  Xj^  •  •  ■  Xn^ 
auffassen,  die  Gruppe: 

^  C^kiv  (^i'  •  •  •  ^/)  •  (Xi  -  Xi'')  ^-(^4r-^  ik=l....r-q) 

iv 

giebt  also  an,  wie  diese  Linienelemente  transformirt  werden.  Das  stimmt 
mit  dem  Obigen. 
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Wir  haben  gesehen,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe:  X^^f-'-X^f 
jedem  Punkte  x^^  ■  -  -  Xn  von  allgemeiner  Lage  eine  ganz  bestimmte 
lineare  homogene  Gruppe  (1)  zuordnet,  die  freilich  im  Allgemeinen 
für  verschiedene  Punkte  verschieden  ausfällt.  Untersuchen  wir  jetzt, 
wie  sich  diese  lineare  homogene  Gruppe  bei  Einführung  neuer  Ver- 
änderlicher verhält. 

An  Stelle  von  x^- •  -  Xn  führen  wir  die  neuen  Veränderlichen: 

n 

(2)  Vi  =  IJi^  +^  ^^X^»'  ~  ^v^)  -\ (*  =  1  .  .  •  n) 

1 

ein,  welche  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x^  —  x^,  •  •  •  Xn —  Xn    sind; 
wie  immer  setzen  wir  dabei  voraus,  dass  die  Determinante: 

^  dz  ^11 ' '  *  ^«« 

von  Null   verschieden    ist,   damit   auch   umgekehrt   die  Xi   gewöhnliche 
Potenzreihen  von  y^  —  ?/j^,  •  -  •  yn  —  yn    werden. 
In  ?/i  •  •  •  yn  möge  Xj^f  die  Form: 


l'*Y=2?{2^^^--(2''-2"°)  +-"[|^,        " 


r-q) 


erhalten.  Dann  ist  zunächst  klar,  dass  die  Gruppe,  welche  aus: 
Xj/'-  •  •  Xrf  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen:  y^-  •  •  yn  ent- 
steht, dem  Punkte  y^^'-yn    die  lineare  homogene  Gruppe: 

(1')  £./=^"ft,>2//i|;  (.  =  l...r-,) 

iv 

zuordnet.  Andererseits  ist  aber  klar  (vgl.  Kap.  11,  S.  196  f.),  dass  die 
Glieder  erster  Ordnung: 

iv 

von   Ykf  aus  den  Gliedern  erster  Ordnung : 

^^HriXi^xP)^^ 
iv 

von  Xjc^f  durch  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

n 

1 

erhalten  werden.  Mithin  ergiebt  sich,  dass  die  lineare  homogene 
Gruppe  (1')  aus  der  linearen  homogenen  Gruppe  (1)  entsteht,  wenn 
man  in  (1)  vermöge  der  linearen  homogenen  Transformation: 
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(»•  =  1  . .  .  n) 


die  neuen  Veränderlichen:  y^  -  -  -  yn    an  Stelle  der  x'  einführt. 

Hierin  liegt,  dass  die  lineare  homogene  Gruppe  (1)  von  der  ana- 
lytischen Darstellung  der  Gruppe:  Xj/'-'-X^/',  das  heisst  von  der  Wahl  der 
Veränderlichen  wesentlich  unabhängig  ist;  denn  führt  man  vermöge  einer 
Transformation  (2)  in  die  Gruppe:  X^f---  Xrfneue  Veränderliche  ein,  so 
verwandelt  sich  die  lineare  homogene  Gruppe  (1)  in  eine  andere  lineare 
homogene  Gruppe  (1'),  welche  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  homo- 
genen Gruppe  des  B^  mit  (1)  gleichberechtigt  ist  (vgl.  Kap.  16,  S.  280). 
Durch  geeignete  Wahl  der  Constanten  aiy  in  der  Transformation  (2) 
kann  man  offenbar  erreichen,  dass  die  dem  Punkte  yk^  zugeordnete 
Gruppe  (r)  jede  beliebige  mit  (1)  gleichberechtigte  Gruppe  wird. 

Nehmen  wir  jetzt  iusbesondere  an,  dass  die  Transformation  (2) 
der  Gruppe:  X^f  -  •  -  Xrf  selbst  angehört.  In  diesem  Falle  ist  (1') 
augenscheinlich  diejenige  lineare  homogene  Gruppe,  welche  die  Gruppe: 
X^f'  '  •  Xrf  dem  Punkte:  ^i^  •  •  •  y«^  zuordnet,  folglich  geht  (!')  aus  (1) 
hervor,  wenn  man  in  den  ccuvipc^^ •  -  -  x,P)  die  x^  durch  die  y^  ersetzt. 
Da  aber  die  beiden  Gruppen  (1)  und  {!')  innerhalb  der  allgemeineu 
linearen  homogenen  Gruppe  des  Bn  gleichberechtigt  sind,  so  haben 
wir  das  folgende 

Theorem  109.  Jede  r-gliedrige  Gruppe:  X^f- '-Xrf  des  Baumes 
x^' •  '  Xn  ordnet  jedem  FunJcte  x^^  -  ■  ■  Xn^  von  allgemeiner  Lage 
eine  ganz  lestimmte  lineare  homogene  Gruppe  des  Bn  0u,  die 
angiehtj  in  welcher  Weise  die  Linienelemente  durch  diesen 
Punkt  transformirt  werden,  sohald  derselbe  festgehalteil  tvird. 
Zu  solchen  Bunhten,  tuelche  durch  Transformationen  der  Gruppe: 
X^f'  •  •  Xrf  in  einander  übergeführt  iverden  liönnen,  gehören 
lineare  homogene  Gruppen^  welche  innerhalb  der  allgemeinen 
linearen  homogenen  Gruppe  des  Bn  gleichberechtigt  sind.  Ist  die 
Gruppe:  X^f  •  -  -  Xrf  insbesondere  transitiv,  so  ordnet  sie  allen 
FunJcten,  welche  aufJceiner  invarianten  Mannigfaltiglzeit  liegen, 
solche  lineare  homogene  Gruppen  zu,  die  mit  einander  innerhalb 
der  allgemeinen  linearen  homogenenGruppe gleichberechtigt  sind. 

Das  vorstehende  Theorem,  welches  die  wichtigsten  der  bisherigen 
Ergebnisse  zusammenfasst,  liefert  nun  die  in  der  Einleitung  angekün- 
digte Classification  aller  Gruppen  des  i?„. 

Betrachten  wir  zunächst  die  transitiven  Gruppen. 

Zwei  transitive  Gruppen  G  und  F  des  Bn  rechnen  wir  in  dieselbe 
Classe,    wenn   die   lineare  homogene  Gruppe,   welche  G  irgend  einem 
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Punkte  von  allgemeiner  Lage  zuordnet,  mit  derjenigen  linearen  homo- 
genen Gruppe  gleichberechtigt  ist,  welche  F  irgend  einem  solchen 
Punkte  zuordnet.  Im  entgegengesetzten  Falle  rechnen  wir  G  und  F 
zu  verschiedenen  Classen. 

Wir  unterscheiden  demnach  ebensoviele  Classen  von  transitiven 
Gruppen  des  i?„,  als  es  Typen  von  Untergruppen  der  allgemeinen 
linearen  homogenen  Gruppe  des  jR«  giebt  (vgl.  S.  281).  Nachher 
werden  wir  sehen,  dass  jeder  solchen  Classe  jedenfalls  eine  transitive 
Gruppe  des  i?„  angehört. 

Gehören  zwei  transitive  Gruppen  G  und  F  des  Raumes  x^-  -  ■  Xn 
derselben  Classe  an,  so  enthalten  sie  offenbar  in  der  Umgebung  eines 
jeden  Punktes  x^^  •  •  -  Xn  von  allgemeiner  Lage  gleichviele  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  in  den  Xi  —  xP, 
aus  denen  sich  keine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ord- 
nung linear  ableiten  lässt.  Da  man  übrigens  F  stets  durch  Einführung 
neuer  Veränderlicher  so  umformen  kann,  dass  es  dem  Punkte  x^^--'Xn 
genau  dieselbe  lineare  homogene  Gruppe  zuordnet  wie  Gj  so  kann 
man  jedes  Mal  erreichen,  dass  die  Glieder  erster  Ordnung  in  den  be- 
treffenden infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  für  beide 
Gruppen  dieselben  sind.  Ausserdem  enthalten  G  und  F,  weil  sie 
transitiv  sind,  in  der  Umgebung  von  x^^  •  •  •  Xn^  je  n  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  nullter  Ordnung,  aus  denen  sich  keine 
Transformation  von  erster  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt; 
dagegen  können  die  Zahlen  und  die  Anfangsglieder  der  infinitesimalen 
Transformationen  von  zweiter,  dritter  •  •  •  Ordnung  sehr  gut  für  F 
andere  sein  als  für  G.  Hierin  liegt,  dass  zwei  transitive  Gruppen  des 
Baumes  x^-  -  -  Xn^  welehe  derselben  Classe  angehören^  Jceinestvegs  gleiehviele 
Parameter  zu  haben  brauchen. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zu  den  intransitiven  Gruppen. 

Zu  jeder  transitiven  Gruppe  des  Bn  gehörte  ein  ganz  bestimmter 
Typus  von  linearen  homogenen  Gruppen  des  Bn'-,  bei  intransitiven  Gruppen 
ist  das  im  Allgemeinen  nicht  der  Fall.  Jede  intransitive  Gruppe  G  des  Bn 
zerlegt  diesen  Raum  in  eine  Schaar  von  oo^—i  (0  <  g  <  w)  einzeln  inva- 
rianten (/-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  Mq^  jedoch  so,  dass  sie 
die  Punkte  jeder  einzelnen  dieser  Mq  transitiv  transformirt  (vgl.  Kap.  13, 
S.  216).  Hieraus  folgt,  dass  G  allen  Punkten  ein  und  derselben  Mg  stets 
gleichberechtigte  lineare  homogene  Gruppen  zuordnet,  nicht  jedoch  noth- 
wendig  den  Punkten  verschiedener  Mq. 

Unsere  oo"""^  Mq  ordnen  sich  im  Allgemeinen  derart  in  continuirliche 
Schaaren,  dass  nur  solchen  Punkten,  welche  den  Mq  derselben  Schaar  an- 
gehören, gleichberechtigte  lineare  homogene  Gruppen  zugeordnet  sind.  Be- 
steht jede  solche  Schaar  aus  gerade  oo'"  Mq^  so  zerfällt  der  ganze  Bn  in 
(^n—q—m    (g-j-m).fach    ausgedehnte    Mannigfaltigkeiten  Mg+m    und  jeder 
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M^-i-m  ist  ein  ganz  bestimmter  Typus  von  linearen  homogenen  Gruppen 
zugeordnet,  während  verschiedenen  M^+jn  auch  verschiedene  Typen  zu- 
geordnet sind.  So  gehört  zu  unserer  Gruppe  G  eine  Schaar  von  oo"~'^~"^' 
verschiedenen  Typen;  der  Inbegriff  aller  dieser  Typen  kann  natürlich  durch 
gewisse  analytische  Ausdrücke  mit  n  —  q  —  m  wesentlichen  willkürlichen 
Parametern  dargestellt  werden.  Wir  können  das  auch  so  ausdrücken:  alle 
die  betreffenden  Typen  gehören  derselben  TypengaUung  an  (vgl.  Kap.  22, 
;S.  448  oben). 

Zwei  intransitive  Gruppen  des  i?„  rechnen  wir  nun  zu  derselben 
Classe,  wenn  zu  beiden  dieselbe  Typengattung  von  linearen  homogenen 
Gruppen  des  Bn  gehört. 

§  150. 

Die  eben  beschriebene  Classification  aller  Gruppen  des  Bn  können 
wir  benutzen,  um  einen  Ansatz  zur  Bestimmung  dieser  Gruppen 
zu  geben.  Wir  werden  das  aber  nur  für  die  transitiven  Gruppen 
ausführen. 

Denken  wir  uns  die  Yeränderlichen  x^-  •  ■  Xn  so  gewählt,  dass  der 
Coordinatenanfang:  x-^=  0^  •  •■  Xn==  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
ist,  so  enthält  jede  transitive  Gruppe  des  Bn  in  der  Umgebung  des 
Coordinatenanfangs  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  nullter  Ordnung  in  den  Xi'. 

2'..(0)  =  |^+     ..        (,  =  ....„,, 

aus  denen  sich  keine  Transformationen  von  erster  oder  höherer  Ordnung 
linear  ableiten  lassen. 

Weiter  enthält  jede  transitive  Gruppe  des  Bn  im  Allgemeinen 
auch  gewisse  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  in 
den  Xi\  welche,  das  hängt  nach  dem  Früheren  von  der  Classe  ab,  der 
sie  angehört.  Da  nun  zu  jedem  Typus  von  linearen  homogenen  Gruppen 
des  Bn  eine  ganz  bestimmte  Classe  von  transitiven  Gruppen  dieses 
Raumes  gehört,  so  wollen  wir  irgend  einen  solchen  Typus  auswählen 
und  uns  auf  die  Betrachtung  derjenigen  transitive^  Gruppen  be- 
schränken, welche  der  entsprechenden  Classe  angehören. 

Die  Wii-gliedrige  Gruppe: 


(3)  ^  ^y. 


df 


sei  ein  Repräsentant  des  gewählten  Typus  von  linearen  homogenen 
Gruppen.  Dann  kann  nach  dem  Früheren  jede  transitive  Gruppe 
des  Bn,  welche  zu  der  entsprechenden  Classe  gehört,  durch  ge- 
eignete   Wahl    der    Veränderlichen    x^  -  ■  ■  Xn    auf   eine    solche    Form 
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gebracht  werden,  dass  sie  in  der  Umgebung  von:  x^  =  0  ■  -  -  Xn  =  0 
die  folgenden  m^  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  erster 
Ordnung  enthält: 


T.ai^^j^I  «,>...+  ...} 


df 


Diese  m^  infinitesimalen  Transformationen  T/^)  sind  so  beschafi'en,  dass 
sich  aus  ihnen  keine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ord- 
nung linear  ableiten  lässt  und  dass  andererseits  in  jeder  infinitesi- 
malen Transformation  er^er  Ordnung  der  Gruppe  die  Glieder  erster 
Ordnung  sich  aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  von  T^^i)  •  -  ■  T^^D  linear 
ableiten  lassen. 

Wir  sehen  übrigens  schon  jetzt,  dass  es  unter  allen  Umständen 
wenigstens  eine  transitive  Gruppe  giebt,  welche  der  von  uns  gewählten 
Classe  angehört;  eine  solche  Gruppe  lässt  sich  nämlich  sofort  angeben, 
die  (w  +  m^)-gliedrige: 

sie  wird  durch  Weglassung  aller  Glieder  erster  bezüglich  zweiter  und 
höherer  Ordnung  aus  den  P,-  und  den  Tp  erhalten. 

Ausser  den  bereits  angegebenen  infinitesimalen  Transformationen 
von  nullter  und  erster  Ordnung  kann  jede  Gruppe,  welche  unserer 
Classe  angehört,  in  der  Umgebung  von:  x^  =  0,  •  --  rr„  =  0  noch  eine 
gewisse  Anzahl  von  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
zweiter  Ordnung  enthalten,  aus  denen  sich  keine  Transformation  von 
dritter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  ferner  eine  gewisse 
Anzahl  von  infinitesimalen  Transformationen  dritter,  vierter  •  •  •  Ord- 
nung; immer  aber  giebt  es  nach  Theor.  29,  S.  192  eine  der  Gruppe 
eigenthümliche  ganze  Zahl  5^1  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die 
Gruppe  infinitesimale  Transformationen  zweiter,  dritter,  •  •  •  s-ter  Ord- 
nung enthält,  dagegen  keine  Transformationen  (s  +  l)-ter  oder  höherer 
Ordnung.*)  Hieraus  folgt,  dass  der  Inbegriff  aller  Gruppen  unserer 
Classe  in  eine  Reihe  von  Unterclassen  zerfällt:  jedem  Werthe  von  s 
entspricht  eine  Unterclasse. 

Da  es  unendlich  viele  ganze  Zahlen  s  giebt,  welche  >  1  sind,  so 
ist  die  Anzahl  der  eben  definirten  Unterclassen  unendlich  gross,  doch 
braucht  keineswegs  jede  Unterclasse  wirklich  durch  Gruppen  vertreten 
zu  sein.    Wir  werden  zeigen,  wie  sich  für  jeden  einzelnen  Werth  von  s 


*)  Was  wir  in  Theorem  29  mit  s  bezeichneten,  nennen  wir  hier  s  +  1 ! 
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entscheiden  lässt,  ob  Gruppen  in  die  betreffende  Unterclasse  gehören; 
dabei  handelt  es  sich  im  Grunde  nur  um  solche  Zahlen  5,  die  grösser 
sind  als  1,  denn  dass  die  Unterclasse:  s=l  Gruppen  enthält,  wissen 
wir  bereits. 

Es  sei  So  ^  1  ßi^6  beliebig  gewählte  aber  bestimmte  ganze  Zahl; 
wir  fragen,  ob  es  in  unserer  Classe  Gruppen  giebt,  welche  der  Unter- 
classe: s  =  s^y  angehören. 

Giebt  es  derartige  Gruppen,  so  möge  etwa  G  eine  sein.  Lassen 
wir  dann  für  ^  =  0,  1,  2  •  •  •  5^  aus  den  infinitesimalen  Transformationen 
Jc-ier  Ordnung  von  G  alle  Glieder  (Je  +  l)-ter  und  höherer  Ordnung 
weg,  so  erhalten  wir  offenbar  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen, die  eine  gewisse  Gruppe  J"  erzeugen  und  zwar  eine  Gruppe, 
welche  ebenso  wie  G  der  Unterclasse:  s  =  Sq  angehört. 

Hieraus  folgt,  dass  die  Unterclasse:  s  ==  Sq,  sobald  sie  überhaupt 
Gruppen  umfasst,  mindestens  eine  Gruppe  F  von  der  folgenden  beson- 
deren Beschaffenheit  enthält:  F  ist  erzeugt  von  dem  n -\- m^  infinitesi- 
malen Transformationen  nullter  und  erster  Ordnung;: 

T-(0)  =  IL       T.(i)  ==  V"  «••  X-  -^ 

(J=l  ■  •  -  n ;  j  =  l  ■  ■  ■  rrii) 

und  ausserdem  von  m^  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
zweiter,  von  m^  unabhängigen,  dritter,  •  •  •  von  m^^  unabhängigen  s^-ter 
Ordnung;  die  allgemeine  Form  dieser  Transformationen  ist: 

T^-'^  =  ^  M*)  r^  . . .  ^  V  -^ 

wo  die  J(^')  gan^e  homogene  Functionen  Ic-ter  Ordnung  ihrer  Argumente 
sind.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  jeder  Gruppe  G^  welche  der  Unter- 
classe s  =  Sq  angehört,  eine  ganz  bestimmte  Gruppe  F  von  der  eben 
geschilderten  Beschaffenheit  zugeordnet  ist. 

Es  lässt  sich  durch  ausführbare  Operationen  entscheiden,  ob  es 
eine  Gruppe  F  giebt,  welche  die  eben  beschriebenen  Eigenschaften 
besitzt;  es  lassen  sich  sogar  alle  etwa  vorhandenen  Gruppen  F  durch 
ausführbare  Operationen  bestimmen. 

In  der  That,  zunächst  ist  die  Anzahl  aller  möglichen  Systeme: 
m^j  m^j-'-ms^  endlich.  Hat  man  ferner  ein  solches  System  gewählt,  so 
kann  man  stets  durch  algebraische  Operationen  in  allgemeinster  Weise 
^2  +  •  •  •  -f-  ms^  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 
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bestimmen,  welche  zusammen  mit  den  T/^^,  T/^^  eine  (w  +  mj-l 1-**^^0* 

gliedrige  Gruppe  erzeugen.  Dazu  braucht  mau  nämlich  nur  die  unbe- 
kannten Coefficienten  in  den  Functionen  |(^)  in  allgemeinster  Weise 
derart  zu  bestimmen,  dass  jede  Transformation: 


(TS'Ti:') 

(ä:,  /t  =  0,  1  •  -  -  So) 

sich   aus: 

(7r  =  l...m;t+/<-l) 

linear  ableiten  lässt,  sobald  h-\-  ^  —  1  ^  ^o;  ^^^  identisch  verschwindet, 
sobald  Iz  -\-  II  —  1  >  Sq.  Es  ist  klar,  dass  man  dabei  für  die  unbe- 
kannten Coefficienten  nur  algebraische  Gleichungen  erhält. 

Im  Vorstehenden  ist  gezeigt,  dass  sich  für  jede  einzelne  ganze  Zahl 
Sq  >  1  durch  ausführbare  Operationen  fesstellen  lässt,  ob  es  in  unserer 
Classe  Gruppen  giebt,  welche  der  Unterclasse:  s  =  Sq  angehören. 
Wir  besitzen  aber  keine  allgemeine  Methode,  die  das  entsprechende 
für  alle  ganzen  Zahlen  s  >  1  mit  einem  ScJdage  leistet.  Nur  in 
speciellen  Fällen,  bei  besonderer  Beschaffenheit  der  linearen  homogenen 
Gruppe  (3)  gelingt  es  uns  zu  erkennen,  wieviele  und  welche  von  den 
unendlich  vielen  ünterclassen  durch  Gruppen  vertreten  sind.  Dabei 
kommt  es  vor,  dass  für  die  Zahl  s  ein  Maximum  existirt,  dass  also 
nur  solche  ünterclassen,  deren  Zahl  s  ein  gewisses  Maximum  nicht 
übersteigt,  wirklich  Gruppen  enthalten  (vergl.  das  Kapitel  29);  jedoch 
haben  wir  auch  für  die  Existenz  eines  solchen  Maximums  kein  allge- 
meines Kriterium.  Nichtsdestoweniger  glauben  wir,  dass  es  möglich 
ist,  solche  Kriterien  aufzustellen. 

Wir  werden  uns  in  Folge  dessen  darauf  beschränken,  auseinander- 
zusetzen, wie  alle  Gruppen  unsrer  Classe  gefunden  werden  können, 
welche  in  einer  bestimmten  Unterclasse,  etwa  in  der:  s  =  Sq^I  ent- 
halten sind. 

Nach  S.  607  gehört  zu  jeder  Gruppe  der  Unterclasse:  s  =  Sq  eine 
ganz  bestimmte  Gruppe  P  derselben  Unterclasse  mit  infinitesimalen 
Transformationen,  die  eine  besondere  damals  beschriebene  Form  haben. 
Da  nun,  wie  wir  wissen,  alle  derartigen  Gruppen  F,  welche  der  Unter- 
classe: s  =  Sq  angehören,  durch  ausführbare  Operationen  bestimmt 
werden  können,  so  brauchen  wir  blos  noch  zu  zeigen,  in  welcher 
Weise  diejenigen  Gruppen  der  Unterclasse:  s  =  s^  gefunden  werden, 
zu  denen  irgend  eine  beliebig  gewählte  der  betreffenden  Gruppen  F 
gehört. 


(4) 


Ansatz  zur  Bestimmung  aller  endlichen  Gruppen  des  B^. 
Es  seien: 

df  -rn.  ^^'  df   ^ 

1 


T.(o)  =  iL     T.{i)  =  V  «•  T  -^  —  "Sl  ?(''  rr 
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^1^ 

^"^  a^. 


•  •  •  ^n)  • 


a/ 


(t  =  l 


die  ?^  +  70i^  -j f-  m^s^  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 

irgend  einer  unter  den  besprochenen  Gruppen  T,  und  die  Zusammen- 
setzung dieser  Gruppe  sei  durch  die  Relationen: 

(5)  (T!«T}::>)=   ^.c,,„,T! 


-{fc+f<-l} 


=  0,1 


•  So  ;    if,=  i  .  .  .  nif.;  J    =zi  .  .  .  m^^ ;    m^  =  n) 


bestimmt,   in   denen   die   c  auf  der   rechten   Seite   als   bekannt  zu   be- 
trachten  sind   und   insbesondere   verschwinden,   sobald  yt  +  ^  _  1  die 


Zahl  Sq  übersteigt 


Jede  in  die  Unterclasse:  8  =  8^  gehörige  Gruppe  %,  welcher  die 
Gruppe  (4)  zugeordnet  ist,  enthält  n  +  m,-\----  +  tn,^  Parameter  und 
ist  von  ebensovielen  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt;  diese  Transformationen  haben  die  Form: 


(6)  T/o)  ==  .^^  + 


^r=2^c.o 


N        df      ^^ 
"^      OX         ' 


(j  =  1  .  .  .  n ;    if,=l  .  .  .  mf.;    k=l  ■  ■  •  s„) , 

WO  überall  die  weggelassenen  Glieder  von  höherer  Ordnung  sind  als 
die  geschriebenen.  Es  handelt  sich  also  um  nichts  anderes  als  darum, 
alle  Gruppen  m  bestimmen,  deren  infinitesimale  Transformationen  die 
Form  (6)  haben. 

Die  Zusammensetzung  einer  Gruppe  mit  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen (6)  wird  offenbar  durch  Relationen  von  der  Form: 


(7) 


Sq      1  •  •  •  m^ 
•  ''o ;    ik  =  1  •  •  •  my. ;    j^^  =^\.  .  .  ,n    ;    w„  =  n) 


(X-,  (,  =  0,  1 

dargestellt.  Hier  sind  die  C  gewisse  Oonstanten,  welche  den  bekannten 
aus  der  Jacobischen  Identität  abgeleiteten  Relationen  genüö'en  (vgl 
Kap.  9,  S.  169  f.). 

Theorie  der  Transformatiousgruppen.  39 
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Wir  denken  uns  die  betreifenden  Relationen  zwischen  den  C 
aufgestellt  und  das  allgemeinste  System  von  G  berechnet,  welches 
ihnen  genügt.  Da  die  Relationen  sämmtlich  algebraisch  sind,  so  er- 
fordert diese  Rechnung  blos  ausführbare  Operationen.  Die  Form  der 
Relationen  (7)  lässt  sich  übrigens  dadurch  vereinfachen,  dass  man  jede 
infinitesimale  Transformation  /c-ter  Ordnung:  Tt^^  durch  eine  andere 
Transformation  7i;-ter  Ordnung: 

.%      1  •  •  •  nij. 
[ij,  =  1.  .  .  ruj.;    A'  =  0,  1  •  •  •  .«o) 

ersetzt,  unter  den  P  irgend  welche  Zahlgrössen  verstanden.  Führt 
man  nämlich  an  Stelle  der  T  die  %  ein,  so  erhält  man  an  Stelle 
von  (7)  Relationen  von  der  Form: 


(7-) 


1 


So  X  •   •   •   IIL  -. 

k-^U  TT- 


wo  zwischen  den  ^  und  den  C  ein  leicht  angebbarer  Zusammenhang 
besteht.  Man  wird  nun  über  die  P,  welche  ja  vollkommen  willkürlich 
sind,  so  verfügen,  dass  die  Coefficienten  ^  möglichst  einfache  Zahlen- 
werthe  erhalten;  dadurch  erzielt  man  eine  gewisse  Vereinfachung. 

Sind  in  der  Gleichung  (8)  alle  P  fest  gewählt,  so  sagen  wir  zu- 
weilen, dass  die  infinitesimale  Transformation  /»vter  Ordnung:  %i^  voll- 
ständig normirt  ist. 

Kennt  man  alle  Systeme  von  (7,  welche  den  vorhin  erwähnten 
Relationen  genügen,  so  kennt  man  damit  zugleich  alle  Zusammen- 
setzungen, welche  eine  Gruppe  von  der  Form  (6)  möglicherweise  haben 
kann.  Es  fragt  sich  nur  noch,  ob  es  für  jede  der  so  definirten  Zu- 
sammensetzungen Gruppen  von  der  Form  (6)  giebt,  welche  gerade  die 
betrefi'ende  Zusammensetzung  haben,  und  wie  diese  Gruppen  gefunden 
werden  können,  falls  sie  existiren. 

Denken  wir  uns  also  in  den  Gleichungen  (7)  unter  den  C  irgend 
ein  Werthsystem,  welches  die  bewussten  Relationen  befriedigt,  sodass 
die  Gleichungen  (7)  eine  mögliche  Zusammensetzung  (n  +  ^>?i  -[-••• 
H~  w^aJ-gliedriger  Gruppen  darstellen  (vgl.  S.  297). 

Zunächst  erkennen  wir  leicht:  giebt  es  überhaupt  Gruppen  von 
der  Form  (6),  welche  die  Zusammensetzung  (7)  haben,  so  sind  sie 
alle  mit  einander  ähnlich,  sie  gehören  alle  demselben  Typus  von 
transitiven  Gruppen  des  Raumes  x^  -  -  •  Xn  an  (Kap.  22,  S.  434). 


Ansatz  zur  Bestimmung  aller  endlichen  Gruppen  des  i?  .  Q\l 

In  der  That,  haben  wir  zwei  Gruppen  @  und  @;  welche  beide 
die  Form  (6)  und  die  Zusammensetzung  (7)  besitzen,  so  sind  diese 
Gruppen  augenscheinlich  durch  die  Wahl  ihrer  infinitesimalen  Trans- 
formationen derart  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen,  dass 
der  grössten  Untergruppe  von  (3,  welche  den  Punkt:  ic^  =  0,  •  •  •  :r„  =  0 
invariant  lässt,  die  grösste  Untergruppe  von  ^'  entspricht,  wdche 
diesen  Punkt  festhält.  Da  ntm  der  Punkt:  0^1  =  0,  ...Xr,=  0  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist 
so  sind  die  beiden  transitiven  Gruppen  @  und  @'  nach  Theorem  76^ 
S.  425  mit  einander  ähnlich.     Das  aber  war  zu  beweisen.  ' 

Weiter  werden  wir  zeigen,  dass  es  immer  Gruppen  von  der  Form 
(6)   giebt,  welche  die  Zusammensetzung  (7)  besitzen. 

Wir  bestimmen  zuvörderst  in  einem  Räume  i?^  von  N=:  n  +  m  +  ... 
+  m,^  Dimensionen  eine  einfach  transitive  Gruppe: 

von  der  Zusammensetzung  (7);  das  ist  nach  Kap.  22  S  429-432 
immer  möglich  und  erfordert  höchstens  Integration  Gewöhnlicher 
Differentialgleichungen.  Sodann  wählen  wir  irgend  eine  Mannigfaltig- 
keit m  des  R^  aus,  welche  die  (i^^  -  n)-gliedrige  Untergruppe: 

der  Gruppe  (9)  gestattet,  aber  keine  grössere  Untergruppe-  diese 
Eigenschaft  besitzt  ja  jede  charakteristische  Mannigfaltigkeit  (S  101) 
des  (i\r_^^).gliedrigen  vollständigen  Systems:  "^         ^-         ^ 

Bei  den  oo^  Transformationen  der  Gruppe  (9)  nimmt  m  gerade  co^ 
verschiedene  Lagen  an,  deren  Inbegriff  eine  invariante  Schaar  bildet 
Obarakterisiren  wir  die  einzelnen  Mannigfaltigkeiten  dieser  Seh 
durch    n   Veränderliche    x,  >  •  •  x,,    so    erhalten    wir    in    x,- .  ■  x     eine 


,.  ,  laar 

rliche    X,  '  --Xn.    so    erhalten    w,V    i„    ^  .       ^ 
transitive  Gruppe; 

(H)  xr^xl^f  (.■=....„;.=....,_.,=,. ..,„^,, 

die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  Mannigfaltigkeiten  unsrer  invarianten 
bchaar  von  der  Gruppe  (9)  unter  einander  vertauscht  werden  Diese 
neue  Gruppe  ist  mit  der  Gruppe  (9)  isonaorph,  so  dass  Relationen 
von  der  Form: 

bestehen  (vgl.  Theorem  85,  S.  483). 

39* 
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Es  lässt  sich  leicht  nachweisen,  dass  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe  (11)  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränderlichen 
Xj^-  •  '  Xn  die  Form  (6)  annehmen. 

Um  den  betreffenden  Nachweis  zu  führen,  denken  wir  uns  vor 
allen  Dingen  die  Veränderlichen  x^-  -  ■  Xn  so  gewählt,  dass  M  die 
Coordinaten:  x^=Oy'--  Xn=0  erhält.  Dann  sind  offenbar  alle  in- 
finitesimalen Transformationen: 

in  den  Xv  von  erster  oder  höherer  Ordnung,  dagegen  sind:  X^^f"-Xn^f 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung,  aus  denen 
sich  keine  Transformation  von  erster  oder  höherer  Ordnung  linear 
ableiten  lässt;  das  letztere  folgt  aus  der  Transitivität  der  Gruppe  (11). 
Es  ist  somit  klar,  dass  wir  unbeschadet  unserer  eben  gemachten 
Voraussetzung  die  Veränderlichen  x^-  •  ■  Xn  so  wählen  können,  dass 
X^^f'-'Xn^f  die  Form: 

bekommen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  wollen  wir  zunächst  die  Anfangs- 
o-lieder  in   den  Reiheneutwickelungen   der   m^  infinitesimalen  Transfor- 

o 

mationen  X^f  bestimmen. 
Wir  haben: 

X/^)f  =^.  &'  (X,  .  •  •  X,.)  ^--  +  ---     0-=.  •  ■  ■ »,). 

1 

unter  den  t,^^^  lineare  homogene  Functionen  ihrer  Argumente  verstanden. 
Setzen  wir  diesen  Ausdruck  in  die  n  Relationen: 


1  1      ^t 

ein  und  vergleichen  wir  auf  beiden  Seiten  die  Glieder  nullter  Ordnung, 
so  kommt: 


also  sind  alle  Differentialquotienten  erster  Ordnung  von  jjj?  vollständig 
bestimmt  und  wegen  der  bekannten  Gleichung: 


auch  die  tj^.  selbst.    Da  nun  t^i  offenbar  allen  Differentialgleichungen 
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genügt,  welche  wir  soeben  gefunden  haben,  so  ergiebt  sich:   ^\\}  =  h,fr 
und  mithin: 

x/Y=2?  ^>  (^.  •  •  •  ^»)  •  ^  +  •  •  •  0= .  •  •  • .».). 

In  derselben  Weise  finden  wir  überhaupt: 


df 


z/:y=2^^i:)(-r--«)-^ 


-{_...      ik  =  l...s^;    /^  =  1-  ■•mf,), 


mit  andern  Worten:  wir  finden,  dass  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  (11)  die  Form  (6)  haben.  Hierin  liegt  oflenbar, 
dass  die  N  infinitesimalen  Transformationen  (11)  von  einander  unab- 
hängig sind,  dass  also  die  Gruppe  (11)  iV-gliedrig  und  mit  der  Gruppe 

(9)  gleichzusammengesetzt  ist. 

Da  die  Gruppe  (11),   wie  wir    soeben  gesehen  haben,  iV-gliedrig  ist, 
so  kann  die  Gruppe: 

keine  invariante  Untergruppe  enthalten,  welche  der  Gruppe: 

(10)  Wl'^f       (k  =  l.-.s^;i,  =  l...>n,) 

angehört  (Theorem  85,  S.  483).  Man  kann  aber  auch  direkt  erkennen, 
dass  es  keine  derartige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (9)  giebt;  auf 
diese  Weise  erhält  man  mit  Berücksichtigung  des  Theorems  85  einen  neuen 
Beweis  dafür,    dass  die  Gruppe  (11)  iV^  wesentliche  Parameter  hat. 

Jede  invariante  Untergruppe  g  von  (9),  welche  der  Gruppe  (10)  an- 
gehört, enthält  offenbar  eine  infinitesimale  Transformation: 


SB/-  =^,  ?,  1F;'"/-+^-  ^  <^r,W.ff 


in  der  nicht  alle  nip  Grössen  Qt  verschwinden.  Zugleich  mit  SS/*  kommen 
in  g  auch  die  n  infinitesimalen  Transformationen: 

(TFi^Sö)  •  •  •  (TF„«2Ö) 

vor ;  es  tritt  daher,  wie  man  aus  der  Zusammensetzung  (7)  der  Gruppe  (9) 
ersieht,  in  g  sicher  eine  Transformation  von  der  Form: 

1  p     t^ 

auf,  in  welcher  nicht  alle  m^^^  Grössen  q't  gleich  Null  sind.  Auf  diese 
Weise  erkennt  man  schliesslich,  dass  g  eine  infinitesimale  Transformation 
enthalten  muss,  welche  der  Gruppe  (lO)  nicht  angehört;  das  aber  wider- 
spricht der  Voraussetzung,  dass  g  in  der  Gruppe  (10)  enthalten  sein  soll, 
also  giebt  es  keine  Gruppe  g  von  der  angenommenen  Beschaffenheit. 
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Die  bisherigen  Entwickelungen  liefern  das 

Theorem  110.*)  Es  sei  in  den  Veränderlichen  x^-- -  Xn  eine 
transitive  Gruppe  vorgelegt,  ivelche  in  der  Umgehung  des  Punhtes 
von  allgemeiner  Lage:  iCj  =  0,  •  •  •  a;„  =  0  folgende  infinitesimale 
Transformationen  enthält:  Erstens  n  unabhängige  Trans- 
formationen nullter  Ordnung  von  der  Form: 

T  ^^)  —    ^^       .  .  .  T  (0)  AL 

zweitens  für  ]c=  1,2  ■  -  ■  s  je  w^  >  0  unabhängige  Transforma- 
tionen Ti-ter  Ordnung  von  der  Form: 


Tf  =2^ e, (...... ,.).^  . 


wo  die  p)  ganze  homogene  Functionen  Jc-ter  Ordnung  bezeichnen. 
Die  Zusammensetzung   der   Gruppe   sei  durch   die   Relationen: 

1 

(Ä:,  /(  =0, 1  .  .  •  s\    1^.  =  1  •  .  .  vi]^;   j^^=l  .  .  .  m^^ ;    nio  =  n) 

bestimmt,   wo   die  c   auf  der   rechten   Seite   alle  verschwinden, 
sobald  h-j-fi—l  grösser  ist  als  s.    Dann  findet  man  folgender- 

massen  alle  (n-^m^-] [-m^-gliedrigen  Gruppen  des  Raumes 

x^-'-Xnj   deren    infinitesimale    Transformationen   in   der    Um- 
gebung von:  x^^=0, ' '  '  Xn  =  0  die  Form: 

(6)     ir  =  g;.  +  ■  •  • ,  T!^  =2r  ^'-  (^'  •  •  •  ^")  •  a|  +  •  •  • 

besitzen: 

Man  bestimmt  die  Constanten  C  in  den  Gleichungen: 

(rji(k)rji{^i)\   _      <-7  Qc-^-^i-1)     . 


0) 


1 

{t) 


(^-,  //  ==  0, 1  •  •  •  « ;    7 ^  =  1  •  . .  rrij^ ;  j=\  ■  ■  ■  m.^ ;    nie  =  n) 

in  allgemeinster  Weise  derart,  dass  die  aus  der  Jacobischen 
Identität  folgenden  Relationen  befriedigt  sind.  Ist  das  ge- 
schehen, so  stellen  die  Gleichungen  (7)  alle  Zusammensetzungen 
dar,  welche  die  gesuchten  Gruppen  haben  können.     Jeder  ein- 

*)  Lie,  Archiv  for  Math.  Bd.  X,  S.  381—389.  1885. 
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seinen  unter  diesen  Zusammensetzungen  entsprechen  Gruppen 
von  der  Form  (6),  die  alle  mit  einander  ähnlich  sind  und  die 
jedenfalls  durch  Integration  gewöhnlicher  Differentialgleich- 
ungen gefunden  werden  können, 

§  151. 

Das  Problem  der  Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  des  11,^ 
haben  wir  in  den  vorhergebenden  Paragraphen  auf  die  folgenden  vier 
Probleme  zurückgeführt: 

5(.  Es  sollen  alle  Typen  von  linearen  homoge'tien  Gruppen  in  n  Ver- 
änderlichen gefunden  werden. 

Hat  man  dieses  Problem  erledigt,  so  kennt  man  in  der  Umgebung 
eines  jeden  Punktes  von  allgemeiner  Lage  die  möglichen  Formen  der 
Anfaugsglieder  in  allen  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung, 
welche  in  einer  transitiven  Gruppe  des  E,t  "auftreten  können. 

^.  Gegeben  sind  in  der  Umgehung  eines  PimMes  von  allgemeiner 
Lage  die  Anfangsglieder  der  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ord- 
nung einer  transitiven  Gruppe  des  Rn;  es  sollen  die  möglichen  Formen 
der  Anfangsglieder  in  den  infinitesimalen  Transformationen  zweiter  und 
höherer  Ordnung  hestimmt  iverden. 

(S.  Es  sollen  alle  Zusammensetzungen  bestimmt  werden^  die  eine 
transitive  Gruppe  des  Rn  haben  Jcann,  welche  in  der  Umgebung  eines 
FunJdes  von  allgemeiner  Lage  gewisse  infinitesimale  Transformationen  von 
erster j  ziveiter  •  •  •  s-ter  Ordnung  mit  gegebenen  Anfangsgliedern  enthält^ 
tvelche  dagegen  'keine  Transformationen  von  {s  +  l)-ter  oder  höherer  Ord- 
nung enthält. 

^.  Gegeben  ist  eine  der  im  vorigen  Problem  gesuchkn  Zusammen- 
setzungen, Es  soll  eine  transitive  Gruppe  aufgestellt  werden,  tvelche  diese 
Zusammensetzung  besitzt  und  deren  infinitesimale  Transformationen  erster 
'  •  •  s-ter  Ordnu'ng  die  im  vorigen  Probleme  gegebenen  Formen  haben. 

Kennt  man  eine  Gruppe  von  der  im  letzten  Probleme  verlangten 
Beschaffenheit,  so  kennt  man  alle^  denn  dieselben  sind  ja  nach  Theo- 
rem 110  mit  einander  ähnlich. 

Die  Erledigung  des  ersten  unter  diesen  vier  Problemen  verlangt 
nur  ausführbare,  genauer  gesagt:  nur  algebraische  Operationen  (vgl. 
Kap.  12,  S.  210  und  Kap.  23,  S.  494  ff.).  Dagegen  ist  es  uns  nicht 
gelungen,  das  Problem  33  auf  eine  endliche  Anzahl  ausführbarer  Opera- 
tionen zurückzuführen.  Das  Problem  ©  erfordert  wieder  nur  alge- 
braische Operationen.  Das  Problem  ^  endlich  kann,  wie  wir  im 
vorigen  Paragraphen  gezeigt  haben,  jedenfalls  durch  Integration  ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  erledigt  werden. 
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Wir  wollen  jetzt  einen  besonderen  Fall  betrachten,  der  eine  eigen- 
thümliche  Vereinfachung  darbietet,  und  wollen  denselben  im  Einzelnen 
durchführen. 

Die  (n  +  m^  -| 1-  m,)-gliedrige  Gruppe: 

(12)  Tr=li^,  T-=2r^'"(-'---»)-^ 

(/  =  1  .  .  .  n ;     k^=l-  ■  •  s;    ij,  =  l  ■  '  .  VI/,), 

welche  wir  uns  in  Theorem  110,  S.  614  gegeben  dachten,  möge  unter 
ihren  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung: 

t^  T  (1)  4_ L  .     T  ^^^ 

.    1   '  1  i  r     ^///i  '  m, 

insbesondere  eine  von  der  Form: 

enthalten,  und  zwar  möge  etwa  1^^  diese  Form  haben.  Wir  werden 
zeigen,  dass  es  unter  dieser  Voraussetzung  immer  möglich  ist,  alle 
{n  +  m^  +  .  .  .  -f  w,)-gliedrigen  transitiven  Gruppen  des  Raumes  zu 
bestimmen,  deren  infinitesimale  Transformationen  in  der  Umgebung 
des  Punktes  von  allgemeiner  Lage:  x^==0,- ■•Xn  =  0  die  Form  haben: 


{i  =  l  ■  .  .  n\    k—l---s;    j^,  =  1  .  .  .  luj, ) . 

Für: 


schreiben  wir   ?7,   eine  Bezeichnungsweise,   die   wir  auch   bei   späteren 
Gelegenheiten  anwenden  werden.     " 

Zunächst  ist  klar,  dass  zwischen  ü  und  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen s-ter  Ordnung  einer  Gruppe  von  der  Form  (12')  die  folgen- 
den Relationen  bestehen: 

Desgleichen  bestehen  zwischen  TJ  und  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen (s  —  l)-ter  Ordnung  Relationen  von  der  Form: 

1 

WO  die  K  unbekannte  Constanten  sind.     Um  diese  Relationen  zu  ver- 
einfachen, setzen  wir  (vgl.  S.  610): 
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1 

und  finden: 

{%!'-'' U)  =  (2  -  s)2/-''  +^«  (A%  +  (1  -  s_  2  +  .)P,.)r,4", 

1 
also  wenn  wir  die  P  in  geeigneter  Weise  wählen: 

Damit   sind   die   infinitesimalen  Transformationen  (5  —  l)-ter  Ordnung 
der  Gruppe  (12')  normirt. 

In  genau  derselben  Weise  können  wir  die  Transformationen 
(5  —  2)-ter  Ordnung  normiren,  indem  wir  setzen: 

1  1 

und   über  die   P'  und   P"  geeignet   verfügen;   auf  diese  Weise  kommt: 

Indem   wir  so  fortfahren,  erhalten  wir   schliesslich,   wenn  wir  überall 
wieder  T  für  %  schreiben: 

(13)  (TifU)  =  (1    -  /^)T,f       (.=.0,1....;    /,  =  !.....,;    rn^  =  nU 

Damit  sind  alle  infinitesimalen  Transformationen  nullter,  erster 
bis  s-ter  Ordnung  normirt,  ausgenommen   ü  selbst. 

Nunmehr  erinnern  wir  uns,  dass  wegen  der  Zusammensetzung  der 
Gruppe  (12')  zwischen  den  T  Relationen  von  der  Form: 

{m{k)rp{,u)\    %rf   ^  rpik-^,u-l)      . 


(14) 


1 

s      1  •  •  •  m- 


(^,  /<  =  0,  1  •  •  •  s ;    i^=^l  •  •  ■  m^\  ,;'    =  1  •  •  •  m^,  ;    ??<„  =  n) 

bestehen,  in  denen  die  c  überall  verschwinden,  sobald  Ä;  +  ft  —  1  >  5. 
Um  hier  die  unbekannten  Constanten  C  zu  bestimmen,  bilden  wir  die 
Jacobische  Identität: 

((T,f  r,;;")  p)  +  ((2};;"  v)  rf )  +  ((c^t»')  t,«)  =  o, 

welche  wegen  (13)  offenbar  die  Form  annimmt: 

((i;.f' 2;f )  C7)  =  (2  -  7.  -  p)(T,f  r,''"). 
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Setzen  wir  hier   den  Ausdruck  (14)   ein    und   benutzen   wir    abermals 
die  Gleichungen  (13),  so  kommt: 

^.  .,,,„  .(2  -  7.  -  f)  ri^+'-'  +^.  2'  "^'^v ".  (1  -  ^)  ^%  = 

1  k-^^i      n^ 

oder,  da  die  T  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  sind: 

^ä-V ^. (^  +  1  "  /»^  -  f^)  =  0     a-+^':^^^^). 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  alle  G  verschwinden. 

Demnach  haben  unter  der  gemachten  Voraussetzung  alle  Gruppen 
von  der  Form  (12')  dieselbe  Zusammensetzung  wie  die  Gruppe  (12)^ 
sie  sind  mithin  nach  Theorem  110,  S.  614  alle  mit  einander  und  mit 
der  Gruppe  (12)  ähulich. 

Wir  können  in  Folge  dessen  sagen: 

Theorem  111.  Enthält  eine  transitive  (w  +  Wj  +  •  •  •  +  m^- 
gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^-  -  -  Xn  in  der  Um- 
gehung des  PtinJctes  von  allgemeiner  Lage:  x^  =  0 ,  ■  ■  -  Xn  =  0 
ausser  den  n  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
von  nullter  Ordnung  in  den  x: 

ox. 

noch  für  Je  =  1,2  -  -  -  s  je  m^  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  Iz-ter  Ordnung^  aus  denen  sich  Iceine  Trans- 
formation von  Qc  +  l)-ter  oder  höherer  Ordnung  ableiten  lässt 
und  enthält  sie  insbesondere  eine  infinitesimale  Trans- 
formation erster  Ordnung  von  der  Form: 

1 
so  lässt  sie  sich  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  x^'---Xn 
auf  die  Form  bringen: 

{i  =  1  •  .  '  n  ;   k  =  1  •  •  •  s\  ij.  =  l  •  '  •  mj,)\ 

hier  sind  die  5^*)  diejenigen  ganzen  homogenen  Functionen  Jc-ter 
Ordnung,  ivelche  in  den  infinitesimalen  Transformationen  k-ter 
Ordnung: 

der  Gruppe  die  Glieder  von  der  Ordnung  Je  bestimmen. 
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Kapitel  29. 

Charakteristische  Eigenschaften  solcher  Gruppen,  welche  mit  gewissen 
projectiven  ähnlich  sind. 

Im  vorigen  Kapitel  gaben  wir  eine  Classification  aller  transitiven 
Gruppen:  Xj'"-Xrf  des  ??-fach  ausgedehnten  Raumes  x^  -  ■  -  x„.  Wir 
wählten  einen  Punkt  0Cj^'--Xn^  von  allgemeiner  Lage  und  betrachteten 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe,  welche  diesen  Punkt 
in  Ruhe  lassen,  also  alle,  deren  Reihenentwickelungen  nach  den  Xi  —  xP 
die  Form  haben: 

l---n 

^<^ß.W---X,")-{x,-X,'>)-^l+...     0=1,2...),        . 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  zweiten  und  höherer  Ordnung 
sind.     Dann  zeigte  die  lineare  homogene  Gruppe: 

Ljf='^^ß.{x,o---x„'')x!M-,     0  =  1,2...), 

iv 

in  welcher  Weise  die  oo~-i  Linienelemente  x^i  x^ :  -  ■  -  \  x^  durch  den 
Punkt  x^"'X^  von  denjenigen  Transformationen  der  Gruppe:  XJ--- 
Xrf  transformirt  werden,  welche  diesen  Punkt  invariant  lassen. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  erledigen  wir  zunächst  das  Problem, 
alle  transitiven  Gruppen:  XJ---  Xrf  des  Raumes  x^  •  -  •  Xn  zu  be- 
bestimmen, für  welche  die  einem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zuge- 
ordnete lineare  homogene  Gruppe:  LJ,  L.^f -- -  entweder  mit  der 
allgemeinen  oder  mit  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  zu- 
sammenfällt.*) Dabei  ergiebt  sich  das  merkwürdige  Resultat,  dass  jede 
derartige  Gruppe:  X^f-'-Xrf  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven 
oder  mit  der  allgemeinen  linearen,  oder  mit  der  speciellen  linearen 
Gruppe  des  Raumes  x^-  -  -  Xn  ähnlich  ist. 

*)  Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  eine  Gruppe  des  i?^,  welche  einem  Punkte 
aj/. .  -a?^^  von  allgemeiner  Lage  die  allgemeine  oder  die  specielle  lineare  homogene 
Gruppe  zuordnet,  immer  transitiv  ist.  Die  Gruppe  enthält  nämlich  in  der  Um- 
gebung von  ic/'.-oj^o  sicher  eine  infinitesimale  Transformation  von  nullter  Ord- 
nung in   den  x^  —  xP,  also   eine  Transformation:   27«.^.-] ,   in  welcher   nicht 

alle  cc.  gleich  Null  sind.  Ausserdem  enthält  die  Gruppe  sicher  n(w— 1)  Trans- 
formationen erster  Ordnung  von  der  Form: 

Combinirt  man  diese  letzteren  mit  2cl^'p.~\ ,  so  erkennt  man,  dass  n  Trans- 
formationen von  der  Form:  Px  ^ » •  '  'Pn  H auftreten,  dass  also  die  Gruppe 

wirklich  transitiv  ist. 
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Ausserdem  zeigen  wir  noch  in  dem  letzten  Paragraphen  des 
Kapitels,  dass  es  im  Räume  x^  •  •  •  Xn  keine  endliche  continuirliche 
Gruppe  giebt,  welche  m  >  ^^  +  2  beliebig  gewählte  Punkte  von  all- 
gemeiner Lage  in  m  ebensolche  Punkte  überführen  kann;  zugleich 
weisen  wir  nach,  dass  die  allgemeine  projective  und  die  mit  ihr  ähn- 
lichen Gruppen  die  einzigen  Gruppen  des  Raumes  x^--- Xn  sind,  welche 
n-\-2  beliebig  gewählte  Punkte  von  allgemeiner  Lage  m  n  -{-2  eben- 
solche Punkte  überführen  können. 

.        §  152. 
Jede   transitive   Gruppe  G   des  i?„  enthält  in   der  Umgebung  des 
Punktes  von  allgemeiner  Lage:  x^^--'Xn    n  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  nuUter  Ordnung  in  den  Xi  —  xl^: 

Pi    +    -",   P2-\ ;    "'Pn-\ ; 

WO  nach  der  Festsetzung  auf  S.  555  pi  an  Stelle  von  ^  geschrieben  ist. 

v  x^ 

Ordnet  nun  G  dem  Punkte  x^^  -  -  -  Xn  die  allgemeine  lineare 
homogene  Gruppe  als  Gruppe:  L^f,  L^f  •  -  -  zu,  so  enthält  es  in  der 
Umgebung  von  x^  -- -  x^  die  grösste  mögliche  Zahl,  nämlich  n^  solche 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  in 
^1  —  ^\)  '  '  '  ^n  —  ^n^i  aus  denen  sich  keine  Transformation  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Diese  n^  Transformationen 
erster  Ordnung  haben  die  Form: 

{Xi  —  Xi^  Pyt  +   •  •  •       {/,  -t  =  1  .  .  •  n-)  . 

Ordnet  dagegen  G  dem  Punkte  x^  -  •  -  Xn  die  specielle  lineare  homo- 
gene Gruppe  zu,  so  enthält  es  in  der  Umgebung  des  Punktes  nur 
Yi?  —  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung, 
aus  denen  sich  keine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung 
linear  ableiten  lässt-,  dieselben  haben  die  Form: 

(Xi  —  xF)^k  -\ ,  {Xi  —  xt)]^i  —  (xi,  —  x^)ih  H 

Wir  können  daher,  wenn  wir  noch  den  Punkt  x^  •  '  -  Xn  zum 
Coordinatenanfang  wählen,  das  in  der  Einleitung  des  Kapitels  ange- 
gebene Problem  folgendermassen  aussprechen: 

Gesucht  iverden  in  den  Veränderlichen  x^-'-Xn  alle  Gruppen  X^f-" 
Xrf  oder  kurz  G,  welche  in  der  Umgehung  des  Punktes  von  allgemeiner 
Lage:  x^  =  Oj  •  •  •  x„  =  0  die  folgenden  infinitesimalen  Transformationen 
nullter  und  erster  Ordnung  enthalten: 

entweder  die  n  -\-  n^: 
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oder  die  n  -\-  n^  —  1  : 

Pi  -\ ,  XiPk  H ,  XiPi  —  XkPk  H 

{i,k—l---n\  2  :>  k). 

Beide  Fälle  lassen  sich  zunächst  gleichzeitig  behandeln,  man  muss 
nur  so  lange  wie  möglich  davon  absehen,  dass  im  ersten  Falle  ausser 
den  Transformationen,  welche  im  zweiten  Falle  auftreten,  noch  eine 
Transformation:  Ei Xipt  -\-  -  •  •  vorkommt. 

Die  Gruppe  X,/"-  •  •  Xrf  enthalte  infinitesimale  Transformationen, 
deren  Reihenentwickelungen  mit  Gliedern  von  zweiter  bezüglich  höherer 
Ordnung  in  den  x  beginnen,  kurz  infinitesimale  Transformationen  von 
zweiter  bezüglich  höherer  Ordnung.  Wir  suchen  die  höchste  Ordnungs- 
zahl s  der  vorhandenen  Transformationen  und  diese  Transformationen 
selbst  zu  bestimmen.  Die  Zahl  s  können  wir  grösser  als  1  voraus- 
setzen, da  wir  alle  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung, 
welche  auftreten,  schon  kennen.     Es  sei 

^=^iPi  -i \-^nPn-\ 

eine  infinitesimale  Transformation  s-ter  Ordnung  der  Gruppe;  die  d' 
sollen  dabei  ganze  homogene  Functionen  5-ter  Ordnung  von  x^^-  •  -  Xn 
bezeichnen,  die  weggelassenen  Glieder  sind  höherer  Ordnung.  Offenbar 
verschwinden  d^^  •  "  d-^  nicht  alle,  da  es  ja  keine  infinitesimale  Trans- 
formation UckXkf  geben  soll,  deren  Reihenentwickelung  mit  Gliedern 
(s  -f-  l)-ter  oder  höherer  Ordnung  anfängt;  wir  können  daher  an- 
nehmen, dass  jedenfalls  -0-^  nicht  gleich  Null  ist. 

Die  niedrigste  Potenz  von  x^^  welche  in  d'^  auftritt,  sei  die 
«i-te  und 

X^"'  X./^  -  '  '  Xn">^         («1  + h  «  «  =-  ä) 

sei  ein  Glied  von  d-^  mit  nicht  verschwindendem  Coefficienten.  Wir 
combiniren  nun  die  Transformation  x^p^  +  ■  -  •  mit  K,  das  Resultat 
combiniren  wir  abermals  mit  x^p^  +  -  -  ■  u.  s.  f.  im  Ganzen  a^  Male. 
Die  auf  diese  Weise  erhaltene  infinitesimale  Transformation  s-ter  Ord- 
nung combiniren  wir  mit  x^2h  -h  '  •  •  und  verfahren  so  «g-mal  hinter- 
einander u.  s.w.,  schliesslich  wenden  wir  noch  x^pn -\- •  ■  -  ««-mal 
hintereinander  an.  In  dieser  Weise  erkennen  wir  schliesslich^  dass  eine 
Transformation  von  der  Gestalt: 

K' = x,^p,  +  d-.'p,  -f  • . .  -f-  &:pr.  + . . . 

unserer  Gruppe  G  angehört. 

Alle  übrigen  Glieder  von  d^^  sind  weggefallen;  dieselben  enthalten 
nämlich  entweder  auch  die  Potenz  x^"'^  oder  eine  höhere,  in  beiden 
Fällen  ist  sicher  die  Potenz  einer  Veränderlichen  Xi  (^  >  1)  nicht  die 
ccj-te,  sondern  eine  niedrigere;  das  betreffende  Glied  verschwindet  daher 
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bei  der  «/-maligen  Combination  mit  x^  p,-  -| .  Die  Glieder  von  (s  +  l)-ter 

und  von  höherer  Ordnung  kommen,  wie  immer,  auch  hier  nicht  in 
Betracht  (vgl.  Kap.  11,  Theorem  30,  S.  193). 

Um  die  Form  der  Transformation  K'  näher  zu  bestimmen,  be- 
dienen wir  uns  eines  Hülfssatzes,  der  sich  vielfach  mit  Vortheil  ver- 
werthen  lässt. 

Satz  1.  Gehören  einer  Gruppe  die  infinitesimalen  Transformationen 
Cf  und  B J'  -^  ''■-{-  Bmf  an  und  Gestehen  ferner  m  Belationen  von  der 
Form  {OB])  =  EkBkfy  wo  die  Constanten  Sk  alle  von  einander  verschieden 
sindj    so    enthält    die    Gruppe   alle  m   infinitesimalen    Transformationen 

BJ-'-Bmf 

Der  Beweis  dieses  Hülfssatzes  ist  sehr  einfach.    iVusser  B^f -\ 

+  Bmf  enthält  die  Gruppe  offenbar  noch  folgende  infinitesimale  Trans- 
formationen : 

(C,  5,  +  . . .  +  B„)  =  8,BJ+  ■■■  +  s,„B„,f 

{C,s,B,  +  ---  +  e„  B„)  =  s,'BJ+---  +  ij  B,„f 

{C,  8«-W,  +  ■■■  +  e.„"'-'B,„)  ==  e«-^BJ+  ■■■  +  e„,'"-'B„f. 

Da  aber  die  Determinante: 

1     ...     1 


71 1 — 1 


=  /7(^'-  -  ^*) 


nach  Voraussetzung  nicht  verschwindet,  lässt  sich  jede  einzelne  Trans- 
formation Bkf  aus  den  eben  gefundenen  durch  Multiplication  mit  ge- 
eigneten Constanten  und  nachherige  Addition  herleiten.  Damit  ist 
der  Satz  bewiesen. 

Um  denselben  anzuwenden,  combiniren  wir  jetzt  die  Transforma- 
tion K'y  ausführlicher  geschrieben: 

X,'P,   +    [  ZÄ^X/^  '  .  .  x/n  ]p^-{ \-    {UNrX,^'   .  .  .  Xn'n  )^„  -j 

(/A  +  ---/?„  =  ---  =  »',  +  -..  +  v„  =  .) 

mit    der   Transformation  : 

X,  p,  —  XiPi  -I , 

unter  i  eine  beliebige  der  Zahlen  2  •  -  •  n  verstanden.  Dabei  ergiebt 
sich: 

(s  -  l)x,^p,  +  {2JA^(ß,  —  ßi  +  £2/)  x/^  • . .  xjn }  jp,  -I 

+   {  U  Nr{v^  —  Vi  +  £,„>/i  •  .  .  X/n  ]  Pn-\ , 

WO  Bii  den  Werth  1  hat,  während  alle  £ki  (i=^h)  verschwinden.  Also 
haben    die    Glieder    s-ter    Ordnung    der    infinitesimalen    Transforma- 
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tion  K'  die  oben  besprochene  Form  B^f  -{-  ..•-!-  Bmfy  wo  die  Bkf 
durch  Combination  mit  x^p^  —  Xipi  reproducirt  werden,  aber  mit  ver- 
schiedenen Faktoren.  Da  nun  aus  den  Reihenentwickelungen  der  in- 
finitesimalen Transformationen  unserer  Gruppe  sich  dadurch  die  in- 
finitesimalen Transformationen  einer  neuen  Gruppe  JT  herleiten  lassen, 
dass  in  jeder  Reihenentwickelung  nur  die  Glieder  niedrigster  Ordnung 
behalten  werden  (Kap.  28,  S.  607),  so  zeigt  uuser  Satz  1,  dass  jedes 
einzelne  Bkf  der  Gruppe  F  angehört.  Es  giebt  nun  offenbar  ein  Bjcfy 
welches  das  Glied  X-^^p^  umfasst  und  daher  mit  dem  Faktor  s  —  1 
reproducirt  wird.  Die  übrigen  Glieder  dieses  B^f  sind  durch  die 
Gleichungen 

ßi  —  ßi  +  £2/  ==•••  =  Vi  —  Vi  -f  £„,•  =  5  —  1 

definirt.  Aus  denselben  erhalten  wir,  da  £23  *  *  '  ^2«  verschwinden,  sofort 
ßi  =  •'•==  ßny  und  mithin 

A  +  /32  +  •••  +  /?„  =  /3i  +  /3,  +  («  -  2)  A  =  s, 

wozu  noch 

Ä  ==  A  -  5  +  2,         ft  =  ft  -  s  +  1 

kommt.     Durch  Elimination  von  ß^  und  ß^  ergiebt  sich 

(ft -5+  1)^  =  0 
also    ^,  =  s-l,         ß,  =  l,         ft  =  ...=/3.  =  0. 

Ebenso  bestimmen  sich  die  Vk  u.  s.  w.  Kurz,  wir  erkennen,  dass  unsere 
Gruppe:  X^/*  •  •  •  Xrf  eine  infinitesimale  Transformation  von  der 
Gestalt 

enthält. 

Wird  K"  mit  i?i  +  •  '  •  combinirt,  so  kommt 

SX^^-^P,-^{S  -   \)A,X,^-'X,P^-] f-   (5  -   \)AnX,^-^XnPn  +  -'-  =  L 

und  also  enthält  unsere  Gruppe  eine  infinitesimale  Transformation, 
nämlich  {LK"),  welche  die  Form 

SX^^'-^P^   +  7},p,  -\ 1-  VnPn   -i 

besitzt.  Da  nun  2  s  —  2  nicht  grösser  als  s  sein  darf  und  andererseits 
s  grösser  als  1  ist,  so  folgt 

s  =  2, 
so  dass 

K''  =  X^^p^  -f-  A^X^X^p^   -I \~  AnX^  XnPn  -{ 

wird. 

Ferner  kommt: 

(^iP/  +  •  •  • ,  K")  =  {Ai  —  1) x,^p,  +  . . . 
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Wäre  nun  Äi  von  1   verschieden,  so   erhielten  wir  nach  einander  die 
beiden  Transformationen : 

(x,""Pi  H ,  Xip^  -] )  =  x,^p^  —  2x,XiPi  +  '" 

{^l^Pi    —    ^X^XiPi  H ,    X^^Pi  H )   ==  4:Xi'^Pi  -\ . 

Da  aber  keine  infinitesimale  Transformation  dritter  Ordnung  vorkommen 
darf,  sind  alle  Äi  =  1.     Also  hat  K''  die  Form: 

^1  (^1  Pl  +  ^2^2  H h  ^nPn)  H 

und  hieraus  finden  wir  endlich  durch  Combination  mit  XiP^  -\-  -  -  - 
überhaupt 

Xi{X^Pl   -{ +  XnPn)   H . 

Enthält  daher  eine  Gruppe  XJ-  •  -Xrf  von  der  auf  S.  620  f.  ver- 
langten Beschaffenheit  infinitesimale  Transformationen  von  höherer  als 
der  ersten  Ordnung,  so  enthält  sie  nur  solche  von  zweiter  und  zwar  jeden- 
falls n  von  der  Form: 

Addiren  wir  alle  n  Transformationen 

ipi  H ,  Xi^  Xi-pk  H I  =  Xi2)i  +^  XkPk  -\ 

zusammen,  so  erhalten  wir  die  Transformation  x^p^-\ \-  XnPn-^ • 

Wenn  daher  die  Gruppe  Xi/"- ••  X;-/'  infinitesimale  Transformationen 
von  zweiter  Ordnung  enthält,  ist  die  zugehörige  lineare  Gruppe 
LJ,L^f'-'  die  allgemeine  lineare  homogene.     Oder  umgekehrt: 

Die  Gruppe  X^f  -  •  ■  Xrf  enthält  niemals  infinitesimale  Transforma- 
tionen von  höherer  als  der  ersten  Ordnung,  wenn  die  zugehörige  Gruppe 
LJ'j  L^f ' '  •  die  specielle  lineare  homogene  ist. 

Zur  Abkürzung  schreiben  wir  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen  Xi(x^Pi  H \-  XnPn)  -] in    der   Form    Hi -\ ,   indem 

wir  unter  Hi  die  Glieder  zweiter  Ordnung  verstehen.  Es  wäre  nun 
denkbar,  dass  in  einer  Gruppe  X^f-  "Xrf  ausser  den  n  Transforma- 
tionen H.k  +  '  •  noch  andere  von  zweiter  Ordnung  vorkämen.  Eine 
solche  sei  etwa: 

"^iPl   +   •  •  •   +  '^nPn   +   •  .  •  =  T  +   •  •  •, 

WO  die  Xi  homogene  Functionen  zweiter  Ordnung  von  x^--- Xn  bedeuten 
und  T  die  Summe  UtkPk-  Dann  muss  offenbar  der  Ausdruck  {HiJ) 
verschwinden,  denn  derselbe  stellt  die  niedrigsten  Glieder  einer  infini- 
tesimalen Transformation  dritter  Ordnung  dar.  Also  genügen  ri---r„ 
der  Gleichung: 
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diese  zerlegt  sich  in  die  folgenden  n: 

und  hieraus  folgt  ausser  der  selbstverständlichen  Gleichung: 

auch  noch  Xitj  —  Xjti  ==  0.     Die  r,-  und  T  haben  daher  die  Form: 

n  n 

Damit  ist  bewiesen,  dass  eine  Gruppe:  XJ-'-Xrf  von  der  an- 
gegebenen Beschaffenheit  ausser  den  n  infinitesimalen  Transformationen 
Hk  -{-  ■  •  '  keine  von  zweiter  Ordnung  enthalten  kann. 
Im  Ganzen  haben  wir  somit  die  folgenden  Fälle: 
Ist  die  lineare  homogene  Gruppe  LJ,  L^f---  die  allgemeine  lineare 
homogene,  so  enthält  die  zugehörige  Gruppe  XJ---  Xrf  gerade  n  infinite- 
simale Transformationen  von  nullter  Ordnung: 

Pi  =  Pl+  -  '  '  (t  =  1  .  .  .  n) 

und  r?  von  erster: 

Tik  =  XiPk  +  .  •  •  (/,  i-  =  1  .  .  .  n). 

Transformationen  von  höherer  Ordnung  treten  entiveder  gar  nicht  auf  oder 
es  sind  die  folgenden  n  vorhanden: 

Ist  die  Gruppe:  LJ,  LJ-  •  •  die  specielle  lineare  homogene,  so  ent- 
hält die  Gruppe:  XJ-'-X^f  gerade  n  infinitesimale  Transformationen 
von  nullter  Ordnung: 

und  ausserdem  n^  —  1  von -erster: 

Tik  =  XiPk  -\-  -  "  y     Tu  —  Tkk  ==  XiPi  —  XkPk  +  •  •  •      a  >^  k  =  i...n), 
aber  heine  von  höherer. 

Diese  drei  Fälle  werden  wir  der  Reihe  nach  behandeln.  Wir 
bringen  zunächst  die  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen und  sodann  diese  Transformationen  selbst  auf  eine  mög- 
lichst einfache  Form.    Dabei  bemerken  wir,  dass  unter  den  drei  Fällen 
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die  beiden  ersten  schon  durch  die  Entwickelungen  des  Paragraphen  151^ 
S.  616  ff.  erledigt  sind.  Nichtsdestoweniger  halten  wir  es  für  zweck- 
mässig, auch  diese  beiden  Fälle  ausführlich  zu  behandeln. 


§  153. 

Der  erste  Fall,  wo  n  Transformationen  von  nullter  und  n^  von 
erster  Ordnung  auftreten,  ist  der  einfachste. 

Die  Relationen  zwischen  den  n^  infinitesimalen  Transformationen 
erster  Ordnung  können  wir  ohne  Weiteres  angeben.     Es  ist: 

wobei  Sa  verschwindet,  sobald  i  und  l  verschieden  sind,  während  £,, 
den  Werth  1  hat.  Insbesondere  ist  von  Wichtigkeit,  dass  jeder 
Ausdruck: 

Tik,      y^'    Tyy      \ 

verschwindet.     Ferner  bestehen,  wenn  wir  zur  Abkürzung  das  Symbol 

n 
ü=^vTrr 

1 

einführen,  Relationen  von  der  Form: 

n  n 

(p.  ü)  =  Pi  +  V.  yia^nT^n, 


1        1 
oder   wenn   wir   die   rechte  Seite  als  neues  P^•  einführen :  {Fi  TT)  =  P/. 
Endlich  bestehen  Relationen  von  der  Gestalt: 

{F,T,j)  =  Bi^Fj  +2  ^  ßrn  T.n 
(P.P.)  =  "2  rv  P.   +2  2  ^r.T.n. 

Aber  die  Jacobischen  Identitäten: 

((P,r,,)C7)^-(p..r,,)  =  o 

((P,P,.)C7)-2(P,P,)  =  0 

zeigen  sofort,  dass  alle  Constanten  |3,  y,  S  verscli winden,  also  gilt: 

{P,T,j)  =  ei,Fj,       (PP,.)  =  0. 

Damit  sind  alle  Relationen  zwischen   den  infinitesimalen  Trans- 
formationen unserer  Gruppe  bekannt. 
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Die  r  infinitesimalen  Transformationen  P,-  =  |);  +  •  •  •  erzeugen 
eine  einfach  transitive  Gruppe,  welche  mit  der  Gruppe  Pi  •  -  -  Pn 
gleichzusammengesetzt  und  daher  auch  ähnlich  ist  (Kap.  19,  S.  339, 
Satz  1).  Wir  können  jdaher  solche  neue  Veränderliche  x^  -  -  •  Xn  ein- 
führen, dass 

■P/  ==  Pi  {i  =  l---n) 

wird.  Die  Form  liP/  +  •  •  •  +  inPn,  welche  ü  in  den  neuen  Veränder- 
lichen annimmt,  bestimmt  sich  aus  den  Relationen  {Fi  ü)  =  Pi]  die- 
selben ergeben: 

U  =^k  {Xk    +  CCk)Pk 

1 

und,  wenn  die  Xk  +  «i  als  neue  x^  eingeführt  werden,  was  die  Form 
der  Fi  nicht  ändert,  wird   ü  =  U XkPk-     Aus  den  Relationen 

findet  man  ebenso: 

n 

Tkj  =  XkPj   +^v  akjrPr] 
1 

da  aber  (TkjU)  verschwinden  muss,  sind  alle  akp  gleich  Null.  Also 
haben  wir  die  Gruppe: 

Fi  =  2^i,     Tik  =  XiPk        (i,k^i...n), 
das  lieisst  alle  Gruppen,  welche  unter  den  ersten  Fall  gehören y  sind  mit 
der  allgemeinen  linearen  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit  x^-"Xn  ähnlich. 

§  154 
Wir  kommen  jetzt  zum  zweiten  Falle,   wo   ausser   den  n  Trans- 
formationen nuUter  Ordnung  Fi  =  Pi  +  •  •  •  und  den  7i^  von  erster  Ord- 
nung Tik  =  XiPk  -\-  '  •  '  noch  die  n  Transformationen  zweiter  Ordnung 

Si  =  Xi{x^p^  + f-  XnPn)  +  •  •  • 

auftreten. 

Folgende  Relationen  ergeben  sich  ohne  Weiteres: 

Weiter  bestehen  Gleichungen  von  der  Form: 


(T,;U)=^ja^,jSj 


1 
Setzen  wir  nun  zunächst  voraus,  dass  i  und  Je  nicht  alle  beide  gleich  n 
sind,  so  können  wir  Tik  +  27  aikjSj  als  neues  Tjk  einführen  und  erhalten 
dementsprechend   für   die   betreffenden  Werthe   von  i  und  7c  die   Rela- 
tion: (TikU)  =  0.    Da  ausserdem  (Uü)  ==  0  ist,  kommt  überhaupt: 

{^TikU)  =  0      ii,k  =  l...n). 

40* 
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Ferner  ist: 

n 

1 

aber  die  Identität: 

lässt  erkennen,  dass  alle  ßj  verschwinden,  folglich  gilt: 

{TikTvn)  =  ^kvTirt  —  ^ni  T^k- 

Aus  der  Relation: 

(Fi  U)  =  P,  +^.  2}  V^nTrn  +^..  d;Sv 


11  1 


ergiebt  sich,  wenn: 


1       1  1 

als  neues  Fi  eingeführt  wird: 

Weiter  ist: 

(P,&)  =  s,;  U  +  T«  +^.  ;i,.S,; 

1 

bilden  wir  aber  die  Identität: 

((P,:Ä.)  V)  +  (P.S,)  -  (P,S,)  =  0, 
so  finden  wir,  dass  die  X,.  null  sind;  folglich  haben  wir: 

Endlich  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

(P.T,,)  =  £,,P,  +^ 2"  «'" ^•"'  +^ ^'"^^ 

(P  Px)  =^  </..  P.  +^  ^  kn  T,.„  +2'  «vS,.; 

doch   auch  hier  verschwinden  alle  Constanten  wegen  der  Identitäten: 

((pr.,)f/)-(pi'.,)  =  o, 

((PP.)t/)-2(PP,.)  =  0. 
Somit  kommt: 

(p.r,,)  =  ««p,-,      (P.P*)  =  o. 

Die  Relationen  zwischen  den  infinitesimalen  Transformationen 
unserer  Gruppe  sind  nun  alle  bestimmt.  Man  wird  bemerken,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  P/,  Tik  eine  Untergruppe  erzeugen, 
welche  die  im  ersten  Falle  betrachtete  Form  besitzt  und  daher  bei 
geeigneter  Wahl  der  Veränderlichen  die  Gestalt: 

Fi  =  ;pi,       Tik  =  XiPk      (',  A  =  1  •  •  • ») 
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annimmt.     Die    infinitesimale    Transformation    Si   wird    in    den   neuen 
Veränderlichen  etwa  gleich  2J  ^ikPk,  wo  die  ^/k  den  Relationen: 

(P,  S,)  =  e,i  U  +  T,r,         ( US,)  =  Si 

genügen.     Wir  finden  hieraus: 

^lk_        .  -srf    ^^'-^     ofc- 

also  ?,i-  =  XiXu  und: 

Somit  haben  wir  die  Gruppe: 

Fi=Pi,       Tik  =  Xi^^k,       Si=^Xi{x^Pi   + 1-  Xnpn)        ii,k  =  l..-n); 

das  heisst,  alle  Gruppen^  ivelche  unter  den  zweiten  Fall  gehören,  sind  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Mannigfaltigkeit  x^-  •  -  Xn  ähnlich, 

§  155. 
Uebrig    bleibt    der    dritte    und    letzte   Fall    mit  n    infinitesimalen 
Transformationen    von    nullter    Ordnung:    P,- =  ^- -j- .  .  .    und    n^ — 1 
von  erster: 

Ta  =  XiPk  +  •  •  •,     Tü~  Tkk  ==  XiPi  —  XkPk  +  •  •  •     (t^*  =  i...«), 

während  Transformationen  von  höherer  Ordnung  nicht  auftreten. 

Es  ist  bequem,  die  infinitesimalen  Transformationen  Tu —  T^^  durch 
eine  einzige  von  der  Form:  «^^11  +  ..-  +  anTnn  zu  ersetzen,  indem  man 
sich  die  «,•  als  willkürliche  Constanten  denkt,  dieselben  jedoch  der  Be- 
dingung Ei  ai  =  0    unterwirft.     Dann   gelten  zunächst  die  Relationen : 

{Tik  Trrt)  =  Skr  Titt  ^ni  T^k  (i  ^  k ,    v  ^  n) 

(Ti,,^ra,T,A==(ak~a;)T,k,  ^  f  T,,  -  Tkk ,  ^v  cc„  T,.}j  :=  0 , 

Ferner  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form: 

«  \  n  n 

Fi ,  ^v  «„  T„     =  «,  P,.  +^,  ^  Aa,-  T,j  (Ä  A,«  =  0) . 

1  /  11 

Setzen  wir  daher: 


p,'=  P,  +2f  ^  ^.-..r.v       (h  ?«  =0), 


so  kommt: 


(n  \  n  n        , 
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Jetzt  denken  wir  uns  für  a^-  -  -  a^  ein  ganz  bestimmtes  Werthsystem 
gewählt,  welches  der  Bedingung  Z  ai  =  0  genügt  und  ausserdem  die 
Eigenschaft  hat,  dass  kein  Ausdruck  «/  +  «*  —  ^j  verschwindet;  eine 
Forderung,  welche  sich  immer  befriedigen  lässt.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen können  wir  die  likj  so  wählen,  dass  die  Gleichungen: 

kkj  —  {cci  +  cck  —  ccj)  likj  =  0 
befriedigt  werden,  wobei  die  Bedingung  Uk  l^j^j,  =  0  von  selbst  erfüllt 
ist.     Folglich   erhalten  wir  mit  Wiederanwendung  der  ursprünglichen 
Bezeichnung: 

Wird  der  Ausdruck: 

(P-n^  ßkT,A=  ßiFi+^  ^ng^nTrn 
iSh  =  29  vv  =  0) 

in  die  Identität: 
eingesetzt,  so  ergiebt  sich: 

Z  (cCn    —   CCv    —   CCi)gvrtTrrt  =  0. 


1  1 

Hieraus   folgt  wegen    der  Beschaffenheit    der  cc,    dass    alle  g^Tt  gleich 
Null  sind,  also  silt  die  Gleichung: 


Pi,^kß,T,A  =  ßiT, 


für    alle  Werthsysteme  ßi-  •  •  ß'^i,   welche  die  Bedingung  Z ßk  =  0  be- 
friedigen.    Weiter  besteht  eine  Relation  von  der  Form: 

n  n 


1  1 

Die  Identität: 

f(P„  T,j)^r  ß,T,)j  -  (ß,  +  ßj  -  ft)  (P,r,,)  =  0 

nimmt  daher  die  Gestalt: 

i,,{ß,  -  ßdPj  +22"  ^^''  ~'^'~'  ^' + '^* "  ^'^  '''"^"''  ^  ^ 
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an;  folglich  müssen,  da  die  /3v,  abgesehen  von  der  Bedingung  IJr  ß^.  =  0, 
ganz  willkürlich  sind,  die  hm  verschwinden: 

Endlich  sind  noch  die  Relationen: 


n  n  11 

{Fi  Pa-)  =^  m,  1\  +^^n  ^hrt  T,n  [f  m,,  =  o) 

1  11 

ZU  untersuchen.     Durch  Ausrechnung  der  Identität: 

((P,F,:)^.ß,T,\  -  iß,  +  ß,)  {P,P,)  =  0 
finden  wir: 

n  n  n 

2j  {ßr  -  ft  -  ft)  nK  Pr  +^r  ^f  iß:'  "   ßr  -  ßi  -  ß>.)  »»»v«  T,,n  =  0; 

1  11 

wegen   der  Willkürlichkeit   der  ß^  müssen   daher  die  m^  und  m^n  alle 
gleich  Null  sein.     Folglich  ist: 

(P,P,)  =  0 

und    wir  kennen  somit   alle   Relationen    zwischen   den  infinitesimalen 
Transformationen  unserer  Gruppe. 

Ebenso,  wie  wir  es  beim  ersten  Falle  gethan,  bringen  wir  F^-  -Pn 
durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  auf  die  Form: 

Pi=Pi      ii  =  i---n). 
Hieraus  schliessen  wir,  indem  wir  wie  am  Schlüsse  des  Paragraphen  153 
verfahren,  dass  alle  Gruppen,  ivelche  unter  den  dritten  Fall  gehören,  mit 
der  speeiellen  linearen  Gruppe  der  Mannigfaltigheit  x^  -  ■  -  Xn  ähnlich  sind. 

Durch  Vereinigung  der  gefundenen  Resultate  erhalten  wir  somit  das 

Theorem  112.  Ist  eine  transitive  Gruppe  G  in  n  Veränder- 
lichen so  beschaffen,  dass  alle  Transformationen  derselben, 
welche  einen  Funlct  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  die 
hindurchgehenden  Linienelemente  durch  die  allgemeine  oder  die 
specielle  lineare  homogene  Gruppe  L^f,  L^f  ■  -  -  transformiren, 
so  ist  G  mit  der  allgemeinen  projectiven,  mit  der  allgemeinen 
linearen,  oder  mit  der  speeiellen.  linearen  Gruppe  in  n  Verän- 
derlichen ähnlich.*) 

Nennen  wir  eine  r-gliedrige  Gruppe  des  Raumes  x^  •  -  -  Xn  w-fach 
transitiv,  wenn  sie  mindestens  eine  Transformation  enthält,  welche  m 
gegebene  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  in  m  andere  be- 
liebig gegebene  Punkte  von  allgemeiner  Lage  überführt,  so  können  wir 


*)    Lie,    Archiv   for  Math.,  Bd.  3,   Christiania  1878;   vgl.  auch  Math.  Ann. 
Bd.  XVI,  Bd.  XXV  und  Götting.  Nachr.  1874,  S.  539. 
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jetzt  leicht  nachweisen  erstens,  dass  immer  m  ^  n  +  2  ist  und  zweitens, 
dass  jede  Gruppe,  für  welche  m  ==  n  -{-  2  ist,  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  ähnlich  ist. 

Erzeugen  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f---  Xrf 
in  den  Veränderlichen  x^  -  -  -  Xn  eine  m-fach  transitive  Gruppe,  so 
leuchtet  es  unmittelbar  ein,  dass  die  zu  einem  Punkte  Xk^  von  allge- 
meiner Lage  gehörige  lineare  homogene  Gruppe  L^^f,  L^f---  die  cx)"*"^ 
durch  diesen  Punkt  gehenden  Linienelemente  durch  eine  {m  —  l)-fach 
transitive  projective  Gruppe  transformirt.  Da  nun  aber  die  allgemeine 
projective  Gruppe  eines  {n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  bekanntlich 
{n  +  l)-fach  transitiv  ist,  so  erkennen  wir,  dass: 

m  —  1  ^  w  +  1     und  also:     m  <,  n^-\-  2 

ist.     Also  gilt  das 

Theorem  113.  Eine  endliche  continuirliche  Gruppe  in  n  Ver- 
änderlichen ist  höchstens  (n-\-2)-fach  transitiv. 

Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe:  X^f-'-Xrf  in  n  Veränderlichen 
gerade  (n  -\-  2)-  fach  transitiv ,  so  ist  die  einem  Punkte  Xk^  von  all- 
gemeiner Lage  zugeordnete  Gruppe  Z^/,  Xg/"-  •  •,  wie  schon  früher 
bemerkt,  die  allgemeine  oder  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 
in  n  Veränderlichen;  folglich  ist  die  Gruppe:  X^^f-  •  •  Xrf  mit  der 
allgemeinen  projectiven,  der  allgemeinen  linearen  oder  der  speciellen 
linearen  Gruppe  in  n  Veränderlichen  ähnlich.  Da  nun  aber  nur  die 
erstgenannte  unter  diesen  drei  Gruppen  (n  +  2) -fach  transitiv  ist,  so 
ergiebt  sich  das 

Theorem  114.  Ist  eine  r-yliedrige  Gruppe  in  n  Veränder- 
lichen {n-\-2)-fach  transitiv,  so  ist  sie  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  n-fach  ausgedehnten  Raumes  ähnlich. 

Im  zweiten  und  dritten  Abschnitte  sollen  unter  Anderem  eine 
Reihe  von  Untersuchungen  durchgeführt  werden,  welche  mit  den  in 
diesem  Kapitel  angestellten  analog  sind. 
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